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PRÉFACE. 

il  £  titre  de  cet  Ouvrage  ne 
doit  point  effrayer  les  Lec- 
teurs. La  Métaphyfique  q^ 
j'annonce  n'eu  point  une 
Mctaphyfïquc  abftrufe  Se 
rebutante.  Loin  de  iêmer  de  nouvelles 
épines  dans  la  carrière  de  la  Géométrie , 
i'ai  delTein  d'en  faciliter  l'entrée;  &  des 
funis  peut-être  trop  indulgens  me  âattenc 
de  quelque  fuccès. 

Les  premiers  Géomètres  ne  parvinrent 
à  connoître  les  propriétés  de  l'étendue 
bornée  qu'à  force  de  recherches  péni- 
bles. Quel  plaiiîr  pour  eux,  loifquaprè$ 
des  tentatives  fouvenc  infruâueufes ,  ils 
trouvèrent  enfin  des  démonftrations  !  On 
admire  avec  raifon  leurs  découvertes ,  & 
plus  encore  la  (âgacité  quilesy-conduifiç 
par  des  routes  qu'ils  fe  frayèrent  eux-mê- 
mes. Choie  étonnante  !  La  Géométrie 
écoic  dqa  dans  un  âge  mûr,  lorTque  la 


*  Philofophîe  h'éïoif gûères  qu^u  berccali; 
Mais  contcns  de  la  certitude^  les  Géo^ 
mètres  n'ofoient  encore  afpirer  à  Tévi- 
[  iiencc.  Ce  n  eft  pas  en  efFet  aux  créateurs 
*13es"Scîences  &  des  Arts  qu  on  demande 
la  perfeftion;  L'ordre  &  l'élégance  font 
à  la  charge  de  leurs  fuccefleurs. 
r.rLz  Géométrie  prefque  oubliée  dans  les 
fiécles  d'ignorance,  fiit  remife  en  hon* 
»çur  à  la  renaiflance  des  Lettres*  On  étu- 
dia les  Anciens;  &  Ton  ne  pouvoit  rien 
faire  de  mieux.  Euclide  devint  le  Livre 
claflîque  que  les  Sçavans  éclaircifloiént 
par  de  vaftes  commentaires,  &  dans  le- 
quel une  prévention  outrée  ne  leurper- 
mettoit  pas  de  foupçonner  des  défauts  : 
il  y  en  avoit  cependant ,  au  moins  dans 
L'art  de  la  méthode.  „  Au  lieu  de  commencer,  dit 
V!^Cbl  IX.  '^  ^  Nicole  5  par  les  chofes  les  plus  fim- 
5^  pies  &  les  plus  générales,  pour  pafler 
51,  aux  plus  compofécs  &  aux  plus  parti- 
ij'culieres,  comme  l'ordre  le  demande , 
^y  Euclide  brouillç  toutj  traitant  pêle-mê- 
;,  le  des  Lignes  &  des  Surfaces ,  des  Trian- 
yy  glès  &  des  Quarrés ,  &  prouvant  par  des 
^Figures  les  propriétés  des  (impies  Li* 
i,  gnes.  "  On  regàrdoit  fans  doute  cîe  dét 
ordre  comme  un  mai  néceffaire  auquel 
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U  céôic  dangereux  de  toucher.  On  cràir. 
gnoic  qu'en  changeant  la.  fuite  des  pvo^ 
pofkions,  il  ne.fût  phisfî  facile  de  Ics^ 
aéidâiire  les  unes  des  autres;  &  qu  en  ran*i 
geâni:  les  matières  dans  un  ordre  plii^ 
naturel ,  on  ne  nuisît  à  la  dcmonftration^' 
Eh ,  qu  impo(irte ,  difdît-on  peut-être  ,(  la? 
manière-  de  propofec  les  vcdtcs ,  pourvûi 
que  Ion  parvienne  à  convaincre  ?  ..    .   t 

JM.'  Àtnauld  ofa  le  premier  fecx)uer  1^ 
joug  d'un  préjugé  fi  contraire  au  pirogrès? 
des.  Sciences.  Ce  grand  homme  ima- 
gina fans  peine  irn  plan.fupérieur  à  cclù? 
qu'on  avoiCfuiv i  jufqu  âlors.:En  fe  jouant^ 
&  iâns  ititre  fecours^  qu'une  légère  tcîn^. 
ture:dc  Qéométrie  j  il  corppoïa,  de  nou- 
veaux Elénxcns,  fourcc  &  modèle  de  tous; 
ceux  qu'on  a  publiés,  depuis,   .  ,    . 

Ces  efpéces  de  copies  fe  font  mujtî-: 
pliées  à  l'infini  j  &  ce  torrent  ne  paroît 
pas  devoir  tarir  fîtot.  Ne  féroit-ce  point 
une  preuve  qu'aucuix-de  xcs  Ouvrages; 
ne  remplit  parfaitement  l'idée  que  noua 
nous-  formons  d'une  excellen^te  Géomé-* 
trie  élémentaire  J  Sont-ils  même  tout-à-f 
f^t  cxcmti  des  défauts  que  l'Auteur  de 
l'Att  4e  penfer  a  fi  bien  jrefevé's  dans  celui 
d'EuçJjcfe  j  ^.  daxxs  fes  Commeniateûrsî 
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Si  les  grands  génies ,  qui  depuis  un  fiéclè 
ont  élevé  la  Géométrie  cranicendance  au 
point  de  gloire  où  nous  la  voyons ,  euflënt 
daigné  sabaifTer  aux  Elémens  de  la  iîm^ 
pie  Géométrie^  il  cft  à  préfumer qu\ui 
Ouvrage  forti  de  leur  plume  auroit  ap- 
proché de  la  pcrfcâioh.  Mais  ils  n  ont  pô 
fè  réfoudrc  àdcfcendre  de  leurS  fubfimes 
fpécularions.  Us  ont  remis  à  des  mains 
fHas  foibles  le  foin  de  former  des  Com- 
mençans. 

-  Ce  n  eft  pas  que  je  veuille  décriet  nos 
Livres  élémentaires.  Tous  font  utiles^  & 
plus  ou  moins  eftimables.  Néanmoins 
eiïies  parcourant ,  on  sapperçoit  qu'ils 
ont  été  jettes,  pour  airifi  dire,  dans  le 
même  moule.  Ceft  à  peu  près  le  même 
ordre,  le  même  enchaînement  de  véri- 
tés y  le  même  genre  de  démonftrariôAs  : 
un  peu  plus  ou  un  peu  moins  d'ééelïdue 
&de  détail,  plus  ou  moins dapplicarions 
à  Jla  pratique  en  font  la  différence.  Nos 
Auteurs  ne  pouvoîent-ilsfe  faire  valoir 
plus  avantageufement^  que  par  cette 
abondance  ftérile?  La  Géométrie  eft  une 
Science  profonde  :  on  peut  i'envifagfr 
fous  tant  de  faces:  on  peut  telléwent 
tâtier  ies  preuves  des  vérités  <ju*êilépr6-' 
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fO^^  que  chaque  LivQe  élémentaire  dor 
yrok  prefque  oftHr  im  ffâémc  tout  neiRf« 

Un  célèbre  Géomètre  de  no&îoats{  a  \ 
s'eft  écarcéavcc  fuccès  du  chemin  l>aàu« 
AbâttdodiMnt  k  méthode  fvnthétkMe  à 
kqiiïêMe  iii^  prédéceâbors  secoieiit  tervi? 
kn«cfiic  attachés ,  îl  f emôme  fi^it  FôrW 
giâé  de  k  Géoiti^rie.  Guidé  pat  le  befoia 
des  hommes,  il  procède  av«a  lea  înTenr 
teurs  dft  cette  Iclence  ;  &  fàas  domier 
dàm  les  écarts  qui  leur  etoieiit  inévita^ 
blêis,  il  ^it  Tordre  qil'ik  auroiëiKtdÛfo 
prefcni^.  PourqUùi  âe  «itérions  --  aa» 
pii  àrfe»  étenipie  d'dut^ir  une  nâuvielk 
route?  Ce  neft  pas  r<efpric^rivaËlcéqili 
tn  atflM6  i  Je  ne  me  âHEtre  pdint  de  faire 
mieâx  ^e  Idirâutte^^  mais  j  ofe  faire  aur 
tremèiït» 

Dettic  votes  coiviuiCbàt  ^  ta  vérité  : 
celle  de  la  fi mple  certitude ,  ic  celle  de 
révideiicê.  >,  Les  Géomètres ,  dit  l'Aittettr  iv.  Patt^ 
^  de  l'Art  de  penfer,  font  louables  deiia^  ^^  ^ 
^  voit  rien  voulu  avanèer  que  de  con- 
.  ^,  vainquàftt.  Mais  il  fémble  qu  ijs^  n  ont 
^  pas  pris  affèz  garde>  ^le  pour  avoir  unt 
^  icience  par&ice  de  c^elque  véricé ,  il  ne 
>,  fiiifit  pas  de  fçav<^r  qûé  cela  eft  vrai  >& 
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de  plus  on  ne  pénétre  parties  raifons 
priies  de  la  nature  de  la  chofe  même, 
^^jpout^ai  cela  cft  vrai.  Car  jufqu a) ce 
yijque'  nous  foyons  arrivés  à  ce^poiot^là^ 
iy  aocre  cfprît  aeft  point  pleiiixemënt  fa- 
yy  tisfait,  &c  cherché  encore  une  plus  gran- 
,>de  connoiflince  que  celle  quil  ai  ce 
^^;qui  eft  unie. marqué  quil  n'a  poiht  en- 
,>  core  la  vraie  fciénce. 

M Ainfi,  félon  ce  judicieux.  Àutçûr»  Eu- 
clidé  &  iês  difciples  étoient  réprçÉicftû- 
blés  de  n  avoir  élève  les  vérités  Géométri- 
que^ qu'au  dé^ré  cie  la  fimplé certitude^ 
&  de  n'avoir  fait  aucun  effort  pour'léué 
donner  lec^t  de  l'évidence*  ;  : 
0 -Mais  n'awoitranip^s  quelquejdf  oit  de 
j&irçle  mênie  reproche  ^uxlA^feucs  des 
nouveaux  Elémens  ?  Quoiqu'ils  aicfit.di:^ 
pbféleur  matière  ;dâns  un  otdre  ,plij$  tia- 
.cùrel  que  celui  d'Euclide ,  il  éft  (nanifefte 
^qp'à  fon  exemple  ils  ne  tendent  guèrés 
qu'à  la  convidipn.  De-là,  tant  de  preu- 
-ves  compliquées ,  fpreées ,  épineufes ,  qyi 
<léféfpercnt  les  Commençans  i ,  &  cela , . 
pour  établir  des  propofitions  dont  la  vér 
riçç faute  aux  yeux.  On  rejette  même  âye,ç 
îD^priSj  comme  des  preuves  vagues  ^.ees 
étincelles  de  lumière  que  la  fimgle  conf- 


traâJon'(le$  Fîêuœi^anr  quelquefois  bvîl^ 
Icif  >  pour  leur  lubâîtuer  ce  qu'on  appeâi^ 
des  aémonflratiohs  ngoureufes  fâi4éfS9 
âir.  un  ciïbafFaudàge .  de  Lignes  fubfidia^** 
rcs.tjiic  le  capncp  fcriible  avoir  îmagi- 

-j  /Jci  m'en  rapporte  à  cciflc  qui  lifehenbs 
Livres  élémentaires.  Ils  font  convaincœ 
&tftsdpute:^  lorfqu'il&font  venus  à  boutade 
comp>enLdre  leur  Auceun  Mais  combietil 
de  ^  fois  Ijcur  arr îvc^tltt,  dei  perdre  tciire  i 
Quelle.  eft£buventlcuriiirpnTc ,  lorfqii^a^ 
prcs:  avoir  parcouru  le  iabyrinche  oblcur 
par  lequel  on  les  conduit  ^  ils  fe  vojfièni: 
graves  au  but  d  où  ils  (c  croy oient  enco^; 
rèfort  éloignés?  Il  leur, femble  iquek  ha^; 
z^rd^ul  a  fait  apperdcvbir  dans  unb/Fi-^ 
^;ure  des  propriétés  qu'on  n  y  auroit  jamais 
^upçonnéesi  &  que  ccft  par  un  nou^- 
yçiu  coup  de  hazard ,  qu  une  propoifeiûa 
prouvée  icrt  à  démontrer  la  propofitroii 
luiyahte.  Cet  afTemblage  de  proportions 
leur  paroît  un  tas  de  vérités  ifolées  dont 
la  multitude  les  étonne  &  les  accable  > 
parcequ  on  leur  laiffe  ignorer  l'intime 
rapport  qui  les  uiiit  &  l^sidentifie.  Une 
marque  certaine  que  ces^  preuves  ngou- 
reufes iiê  font  rien  laoins'  que  natiurelle% 
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c!êft  qu  appi'ifes  avec  pemé  i  elles  ù^ 
ySli^stL  aifatient  -y  à  méilik  î^u  oÂ  tvc  fe.  le^ 
t^i|>eUe  ians  cdETé.  Aiofi  ^  àialgré  ious 
trav'aUx,  nos  Auteurs  n  ofxt  jsioim:  enï^oTe 
porte  la  Géométrie  au  p^dint  d'uike  Scient 
ce  parfaite  >  qui  fatisfaue  pleinement  l'ef^ 
pàày  &  1  aflure  de  k  i)Dtte£on  de  la  yé- 
titc* 

On  tènTieiit  ao|olird%ui  ^e  towei 
ks  Sciences  ^  fans  en  excepter  k  Gram^ 
mafre,  font  fondées  fiir  des  principes 
très-métaphyfiques }  éc  qu  en  Vain  £b  flat* 
eerdit^n  den  avoii^  une  véritable  c^on^ 
noi0kdTce  ^  fi  Ton  ne  remobt^giiit  juâpi'aux 
premières  notions^  LaGéométtiene  fêta 
pas  Uns  doute  exceptée  de  là  régie  ^^ 
Hcralc.  Cette  Science  faifant  abfltac^ 
don  des  qualibés  phyffques  i^i  nous  rent 
dsent  les  corps  fcofibles ,  peut^elle  être 
autre  dbofe  quune  ihécapnyfique  de  TE- 
tendtie  borrwèc  i  Rien  en  effet  dont  notiij 
iyons  des  idées  fi  nettes  &  C  diftiniftes 
que  de  ces  portions  d'Etendue  que  nous 
appelions  Figures.  Scroit-il  poflîble  que 
ces  notions*approfondies  ne  nous  décou^ 
Trifibut  aucune  propriété  dans  les  {^^t& 
qu^dlesnous  font  fi  bien  concevoir? 
^.  C^endani  les  Géomètres  font  peu 

/■ 


&Ml*  âé  t^fiftéilteif  à  è«  idées  ^thôï* 

qâËs  d^iïitityh^,  ih  tàttètit  totit  d'ùà 
debjpétaffi^àfcîétè  j  ftàftèA  PtSîrtc  &dc!i 
L%fies  droites  «!  cètarhfës^}  dt^là  |taffctot 
iiikSMUcéii  &  iiiîflferit  par  les  SbKdci; 
Je  rfîaï  gàrdé^^Mâiiltt- cette  mirrftéà 
îJïâîs'  U  fèroit  eiaTetitiél  tTy  ptéparfcr  *d 
téSttiit.  Il  faudt^it  lui  faite  lentif  qiièltt 
Mîdé^,  fettlè  Fîgurc  èottt^lctte,  cft  trbf 
compofé;,  pour  être  cohtiii  d^utte  préth»* 
îe  Vûè  i  ^  par  codfëmie^iit  il  ^tt  néect 
Çàrt  de  rëxaffliner  eh  oétail  :  tjue  la  Strr- 
fecé  qui  lenvirénht  ttiérité  Aos  |>tcftiSeft 
jftgards  :  <Jue  cette  Sutfete  efie-mêttié 
éÉ^tft  térînmée  par  dès 'L4^St>û  droites 
éti  éôtitbèis,  tioas  devohîs  dtammtt  d'a^ 
bord  lès  fituatîons  où  céi  Lignes  peuvent 
être  f>lacées  les  unes  àl^é^ard  d^s  autrtSj 
comment  elles  peuvent  œ  rcnctontrtt ,  fc 
toucher,  fe  couper  y  &  xx  qui  rcfulte  de 
ces  différens  rapports.  En  un  mot,  il  fàu- 
droit  apprendre  au  Leifteùr  que  nous  inf- 
târeiions  ,^u  une  Figure  fôlîdeeft  un  tout, 
&  ne  fçauroit  par  conféquèii  t  être  connut, 
à  moins  qu  on  ne  la .  décbttipofe  en  fes 
Elémcns  formateùh  :  iî  adroit  lui  feitd 
obfeirvet  qu'une  poniton  d'étendue  tftxnt. 


^  F  R  É  f  À  C  s, 

àxnas:  de  Surfaces  ou  de  Tranchfcs}  laSur^ 
^ce>  un  amas  de  Lignes î  la  Lignç,  un 
amas  de  Points.  On  lui  diroic  eiicdre  que 
le  Point  par  fon  mouvement  forme  la  Li- 
gne j  la  Ligne,  la  Surface  y  &  la  Surface;^ 
le  Solide.  Le  plus  foible  Commençant, 
peut  fàifir  cçs iiotions,. &  dès-lors  com- 
prendre Tobjet  de  1  étude  à  laquelle  Jl  {^ 
«vxe  5  &c  la  raifon  de  la  longue  route  qu  il 
lui  faut  parcourir  avant  que  d'arriver  au 
Solide  tout  forme. 

Mais  le  Géomètre  peut41  faire  uf*gc 
du  Point,  de  la  Ligne  &  de  la  Surface  y. 
fans  en  examiner  la  nature ,  fans  diftin.^ 
guer  les  diffcrens  états  dans  lefqyfels  our 
peut  les  confidérer?  Çç  feroit  vpuloir> 
connoître  un  tout,  fansénconnoâtrevlc?3) 
parties.  Et  qu  on  ne  dife  point  q^e  cettCj 
matière  eft  du  refFort  de  la  Géométrie, 
tranfçendante.  On  ne  me  perfuadera  ja-^ 
mais  que  ranalyfe  des  Elémens  des  Figu-t 
res  foit  étrangère  à  la  Géométrie  élémen-, 
taire ,  ni  qu'on  ne  puifle  pénétrer  danJj 
leur  nature,  fans  recourir  aux  calculs  de. 
Leibnitz  &  de  Newton. .  -       , 

..  Cette  partie  fondamentale  ayant  ^té; 
U  nérijgee  jufqulci,  je  ne  ferois  pas  fur*; 
pris  a  avoir  à  reprochcrdes  écarts  à  quel-> 
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<qiics-uns  de  nos  Auteurs  modernes.  Qs'on 
ne  s  effraye  pas  néanmoins  :  il  eft  difficile 
que  des  Géomètres  tombent  dans  de  vc- 
rkâbles  erreurs.  Tout  fe  réduira  de  ma 
>art  à  relever  des  embrouillemens ,  des 
fquivoques  &  de  légères  méprifes. 

On  conviendra  fans  doute  que  la  mé- 
thode fiiivie  Jufqu'ici  a  des  inconvéniens. 
Mais  qu  y  faire ,  dira-t'on  i  La  Métaphy- 
sique nous  montre  d'abord  une  foible 
lueur  5  &  nous  abandonne  tout  à  coup. 
Ne  fommes  -  nous  pas  trop  heureux  de 
fortîr  de  ces  ténèbres ,  en  nous  frayant  un 
iêntier  obfcur,  qui  ne  làiffe  pas  de  nous 
conduire  à  la  lumière  î  A  quoi  fervîroit-il 
d'employer  en  quelques  occafîons  rares 
des  preuves  plus  fîmples  &  plus  naturel- 
les ?  La  marche  de  nos  démonftrations 
doit  être  uniforme ,  &  cette  bigarure  ne 
J)ourroît  que  la  troubler. 

Un  Ecrivain  plus  hardi  répondroît  : 
On  n'a  qu'à  lire  mon  Ouvrage ,  &  l'on 
verra  fi  l'influence  de  la  Métaphyfique 
fur  la  Géométrie  eft  auifi  bornée  qu'on  fe 
l'imagine.  Mais  à-  Dieu  tie  plaife  que  je 
préfame  ainfi  de  moi-même.  Ce  ri'efi 
qu'un  foible  Ejfai  que -je  préfente  à  mes 
Màîtrçs.  Cependant  >  tpiit  informe  qu'il  ^ 
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reùTcs  m'ont  déjà  Éiît  arriver,  poçirquoî 
refuferois-je  le  fecoiars  dune  n\ain  fâVO- 
•iJablé  qui  ne  peut  qu'affermir  mes  pas? 
jÏ  Qtfe  i  on  commencé  donc ,  fi  Ton  veut, 
'.par  fc  convaincre  :  que  Ton  s'exerce  à 
Iccole  de  queliques-uns  de  nos  Aureurs 
4lcmcntaîres  lés  plus  eftimés  ;  on  ne  per- 
dra pas  fon  tems.  Mais  peut-êcre- qu'après 
avoir  acquis  avec  eux  une  certitude  la- 
borieufe ,  on  ne  fera  pas  fâché  de  goûter 
avec  moi  les  douceurs.de  l'évidence.  Ce 
ne  fera  pas  même  toujours  par  de  nou- 
yelles  preuves  que  j'cflayerai  d'y  conduî- 
xt.  J'adopte  avec  plaifir  celles  que  m'oC- 
^rehc  tous  les  Auteurs ,  lorfque  je  puis  y 
donner  une  tournure  métaphyfique.  Par 
elles-mêmes ,  elles  font  lumineufes  :  pour- 
quoi prendroit-on  à  tâche  de  les  obfcur- 
cir  ? 

Ce  n'eft  pas  au  refte  que  je  njéglîge  la 
certitude.  J  ofe  me  flatter  qu'il  ne  man- 

3ue  rien  à  mes  preuves  pour  être  des 
émojiftratiolns  en  rigueur.  Je  tiens  com- 
|)^e  à  la  Métaphyfique  dîes  fecours  qu'elle 
jn'ofïre  pour  me  mettrié  fur  la  voie  de  la 
.vérité i  &  lorfqu elfe  ncim'y  fixe  pas  irré- 
Ypçablèment,  je  l'abandonne  fans  fcru- 
^e  pour  pcendre  un;  chemin  plus  fur,. 

On 
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On  en  verra  plus  d'un  exemple  dans  cet  ' 

Ouvrage. 

Que  Tan  me  pardonne  encore  fi  je  re- 
levé un  autre  défaut  de  nos  Auteurs  élé* 
mentaires.  Ç  cft  leur  dévouement  fervile 
à  la  méthode  fynthétîque.  Us  la  trouvent 
plus  conunode  apparemment.  C^  lien 
n  eft  plus  aifé  que  d'expofer  un  Théoré^ 
me  j  &  d'y  joindre  un  raifonnement  dé* 
chamé ,  que  Ton  intitule  Be'monfirMton. 
Voilà  néanmoins  une  des  principales 
caufes  du  dégoût  que  les  Commençans 

Srouvent  dans  Ictude  de  la  Géométrie.  ^ 

Laque  nouvelle  Propofition  les  fur- 
prend  >  parceque  rien  d!e  ce  qui  précède 
ne  les  y  prépare*  Ce  font  des  oracles 
dont  ils  ont  peine  à  découvrir  le  fens.  I^a 
diftance  qu'ils  voycnt  entr'cux  &  leur 
maître  les  humilie  &c  les  décourage  à 
l'excès.  N'eft-il  pas  plus  raifonnable  de  fe 
proportionner  a  leur  foibleffe  i  de  leur 
propofer  la  vérité ,  non  comme  trouvée, 
mais  comme  à  trouver  y  &  de  faire  avec 
eux  le  chemin  nécei&ire  pour  les  y  con« 
duire  ?  Il  leur  femble  alors  qu'ils  ont  mar- 
ç|ié  tout  feuls}  &  la  confiance  qu'ils  en 
conçoivent,  les  met  en  état  d'avancer  à 
grands  pas  dans  la  carrière. 
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.  Il  cft  vrai  que  la  méthode  analytique 
(a)  occafîdnne inévitablement  quelques 
longueurs.  Comme  il  faut  rendre  compte 
de  tous  les  procédés,  &  tenir  perpétuel- 
lement fon  Ledeur  en  haleine ,  il  eft  di£^ 
iîcile ,  &  pe.ut-etre  dangereux  d'être  con- 
cis. Mais  qu  importe  ?  La  clarté  naît  quel- 
ijuefois  d'une  prolixité  bien  entendue^ 
ïï  ne  fuifit  pas,  pour  inftruire ,  d'établir 
des  vérités.  Il  eft  encore  plus  important 
de  les  développer,  d'en  faire  fentir  le 
prix,  &  d'étendre  les  idées  de  ceux  qui 
commencent.  C'eft  par-là  qu'ils  acquer- 
*  rerontrefpritgjéornétrique,  avantage  le 

plus  folide  que  l'on  puiffe  retirer  de  l'é- 
çudc  de  la  Géométrie. 
,.  J'ajoute  que  c'eft  le  feul  moyen  d'y 
répandre^uelque  agrément.  A  l'exemple 
des  Scholaftiques ,  les  Géomètres  ont  ab- 
juré toutes  les  grâces  du  difcours ,  comme 
fi  par.  elles-mêmes  elles  nuifoient  à  la  re- 
cherche de  la  vérité.  C'eft  une  injufte  pré- 
PcnC  G.  yention  fomentée  par  la  pareiTe.  „  Ceux- 
XXXI.  nP     i^  honorent  bien  la  nature ,  dit  M. 

[a)  Il  ne  s'agit  point  ici  de  rAnalyfc  mathématique 
6.  connue  par  les  Ouvrages  des  grands  Gréômétres  de 
DOl  jours»  mais  de  l'Ans^lc  philoiophlquci  que  je  vou»' 
drois  introduire  dans  les  Levons  élcmcntaites. 
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5,  Pafchal ,  qui  lui  appréiméntqu  elle  peut- 
,5  parier  de  tout,  ôc même  de  Théologie/* 
Pourquoi  le  langage  de  la  Géométrie  liiî 
feroit-pt  étranger  ?  Seroit-ce  la  feule  Scien- 
ce que  Ton  ne  pourroit  traiter  d'une  ma- 
nière intéceflkntc  ?  Je  ne  dis  pas  quôn 
régaye  par  des  épifodes  &  dés  dîgréP 
fions  :  encore  moins  qu  on  y  répande  des-: 
Ôeurs  ou  dé  grands  traits  d'éloquence. 
Mais  eft^l  beioin  de  la  morceler  6r  de  là 
hacher ,  pour  ainfi  dire  ,'enLemmes,  en' 
Theorêmes^^i  en  Problêmes  détaches? Ne 
peut*on  pas  diflerter  fur  cette  matiete , 
comme  les  Auteurs  polis  ti-aitent  une 
queftion  de  Théologie  ou  d$  Métaphy^ 
fique  ?  Je  fens  plus  qû  un  autre  combien 
la  nécefïîté'  de  défigner  les  Points ,  les 
Lignes  &  les  Surfaces  par  le»  lettres  de 
rAlphabpt,' glace  l'imagination  d  un  Au- 
teur. Mais  torti  de  ces  entraves,  il  doit 
généralifer  les^  objets  5raifonner  avec  fcs 
LedçuK.  Pour  peu  qu'il  ait  de  talent,  it 
trouvera  le  inoyen  de  jetter  quelque  in^ 
térêt  dans  fôia  flyle. 

L'application  de  la  Théorfe  à  la  Pra- 
tique parok  être  l'obiet  principal  de  nos 
Elémcnsimodemes,  C^eft  en  effet  par-là 
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oue  la  'Géomécrk  eft  vraiment  utile  à  la. 
feci^té.  Je  ne  pourrai  néanmoins  m  éten- 
dre fur  ce  fujet ,  parceque  je  confîdére 
la  Géométrie  comme  une  Science,  & 
non.commeun  Art.  Mais  comme  Tarteft 
fonde  fiir  k  fcience,  quiconque  fe  fera 
reiKlu  ks  principes  familier*,  en  fera  Fap- 
{^cationr  fans  peine. 

Par  kr  même  raifon  on  ne  trouvera 
dkns  ce  Vohime  ni  Traité  d'Arithméti- 
que ni  Traité  d*Algébre.  Ges  Traités, 
très-utiles  d  ailleurs ,  n'entrent  pas  dahs 
iÇLon  plan.  Je  dois  fuppofèr  que  mes  Lee-- 
teurs  auront  au  moins  une  legérfe  notiott 
des  quatre  principales  régies  de  FArith- 
ji^étique  :  je  ne  leur  en  demande  pas 
davantage.  A  l'égard  de  TAlgjébue,  on 
fçait  que  la  Géométrie  élémdtttaire  n  a 
pas  befoin  de  fon  fccours ,  &  que  par  coii- 
ieqjLient  on  fait  très-bien  de  s'en  tfafTer,  i 
Je  me  fuis  donc  abfolumcnt  interdit  tout  ^ 
calcul  algébrique,  lors  même  qu'il  a  fallu 
établir  la  Théorie  générale  des  Raifons^ 
&  des  Proportions.  Je  n'en  ai  rettnu  que 
quelques  fîgnes  pour  abréger  l'expreffion, 
éviter  la  repétition  des  mêmes  mots,  &♦ 
iQettre  plus  nettement  fous  les  yeux  du 


Leâeur  les  formules  numériques  que  je 
donne  pàxiï  exemple .  (  /»  )^ 

H  éft  inuïïte  cTéntrer  ckAs  uh  ^îtti  é^àiij, 
déeaS.  Céft  à  cctt*  ^ûî  fé  donrietôiit  fa» 
peinie  de  lire  mota  Ouvrage ,  quîl  apjpar-^^ 
rient  de  le  juger*  Je  me  croirai  très-ncù- 
reux  fi  ce  foible  E^ai  peut  faciliter  1  cwd^ 

de  k  Géométrie",  &  plus  heuf  eùx  ttitGte; 

s'il  pouVoît  irtfpket  à  <Melqùc  Kabile 
honiifle  lé  deâfeii^  de  pweftiionhep  thoff 
p"tojët,&  de  l^étértdre,  le  ^lus  qu'il  fê^/^ 
poffib(e  y  aux  autres  parriés  des^  Mathé^^ 
mariques^.  / 

(  a)  Les  principaux  Signés  algébriques  lonc 
au  nombre  de  cinq*  -^  iîgnifie  jp/mt,  &  marqiie  * 
ÏAddifiM.  —  (igiiifienmm  V  &  défijgne  la  Soàfi 
traSUm.  x  entre  deux  nbtnfke^  ei^'primé  que  te 
premier  eflf  multiplié  par  le  fecond  :  Éx.  ^^^  ; 
-^  entre  deux  noriibires ,  l'un  au-dèfllis  &  1  autr^  ; 
au«<ieflbus ,  exprime  la  Divifion  du  fuperieur  , 
pat  rînférieur  :  Ex.  ^.  Enfin  =  entre  dieUx  5^-  . 
fnes ,  en  marque  Yé^tti^ 


-       A  P  P  RO  BATIO  if. 

J'Ai  lu  par  oïdiie  de  Moniognenr  le  Ckancelxet  un  Mjum&nt 
mirâpQiit  titre,  Ls  GénmétrieMété^bjfiaugy&i.  QpoiqnerAa^ 
ttur  sHjF  écarte  qudqnefbîs  du  langage  osatmdtc  «les  Géomètres^ . 
It  sn'à  para  qpe  la  méthode  élégante  &  claire  >  (nivie  dans  cet 
Oinnage«  en  rendroit  fim^reffion  trcs-atîle  aux  progrès  det 
Mathématiques.  Fait  aJaris  le  )  Mars  1758. 

Siiné  ,  BOUGUER. 


FRIVILEGE   DU  ROT. 


r.  ouïs,  parlagraced^JPiieu^RoideFrknce 
^&  de  Navarre  :  A  ûos  aipés  &  féaux  Confeil- 
lérs ,  les  Gens  tenans  nos  Cours  de  Parlement , 
Maîtres  des  Requêtes  ordinaii^es  de  notre  Hotel , 
Grand  Confeil ,  Prevot  de  Paris,  Baillifs ,  Séné- 
chaux, leurs  Lieutenans  Civils,   &  autret  nos 
Jfufticiers  ,  qu'il  appartiendra  : .  Salut.  Notre  aîné 
*Abbé  FoucHER,  Nous  a  iàit  expofer  qu'il. délire- 
rôit  faire  imprimer  &  donner  anPublic  un  Ouvrage 
de  fa  Compofition  qui  a  jpour  titre  :  Géométrie  Mé'  • 
tapiyûque,  s'il  Nous  plàiioit  hii  accorder  nos  Let-  . 
très  de  Priyilége  pour  ce  néceffaires.  A  ces  causes, 
voulant  favorablement  traiter  TExpofant ,  Nous 
lid  avons  permis  &  permettons  par  ces  Préfentes , 
dë^feire  imprimer  fondit  Ouvrage  autant  de  fois 
que  bon  lui  fembleras  &de  le  faire  vendre  &  dé- 
biter par  tout  notre  Ro]^aume  pendant  k  tems  de 
Î|uinze  années  confécutives ,  â  compter  du  }our  de 
a  date  des  Préfentes.  Faifons  défenfes  à  tous  Im- 
primeurs, Libraires,  &  autres  perfonnes  de  quel- 
3ue  qualité  &  condition  qu'elles  foient,d*en intro- 
uire  d'impreffion  étrangère  dans  aucun  lieu  de 
notre  obéifTance  :  comme  auffi  d'imprimer  ou  faire 
imprimer,  vendre  ,  faire  vendre,  débiter  ni  con- 
trefaire ledit  Ouvrage  ^  ni  d'en  faire  aucun  Extrak 


fotts  fjaéUfât  prétexte  que  Ct  j>iûfle  êtfe>  &b^  J« 

pernuifion  expreife  &  par  écrit  dudit  £xpo£tnc  ^ 
ou  de  ceux  qui  auront  droit  de  lui  ^  â  peiue  de 
confifcacion  des  Exemplaires  contrefaits  y  de  trois 
nulle  livres  d'amende  contre  chacun  des  Contre^ 
venans  ^  dont  un  tiers  i  Nous  3  un  tiers  â  THÔteU 
Dieu  de  Paris  ^  &  l'autre  tiers  audit  Expofànt, ou 
à  celui  qui  aura  droit .  de  lui  ^  &  de  tpus  dépens  ^ 
dommages  &  intérêts  :  à  la  charge  que  ces.Préfen-» 
tes  feront  enregiftrées  tout  au  long  fur  le  Regiftre 
de  la  Communauté  des  Imprimeurs  &  Libraires  de 
P^u-is  3  dans  trois  mois  de  la  date  d'icelless  que 
rimprëfiîon  dudit  Ouvrage  fera  faite  dans  notre 
Royaume  &  non  ailleurs ,  en  bon  papier  &  beaux 
caraâeres^  conformément  à  la  feuille  imprimée, 
attachée  pour  modèle  fous  le  contre-fcel  des  Pré- 
fentes  i  que  rimpétrant  fe  conformera  en  tout  aux 
Réglemens  de  la  librairie  ^  &  notamment  à  celui 
du  lo.  Avril  if  2f .  Qu'avant  de  Texpofer  en  vente  , 
le  Manufcrit  qui  aura  fervi  de  copie  à  TimprefCon 
dudit  Ouvrage  ^  fera  remis  dans  le  même  état  où 
l'Approbation  y  aura  été  donnée^  es  mains  de  notre 
très-cher  &  féal  Chevalier  Chancelier  de  France  j 
le  Sieur  de  Lamoignon;  &  qu'il  en  fera  enfuite  re- 
mis deux  Exemplaires  dans  notre  Bibliothèque  pu- 
blique ^  un  dans  celle  de  no^re  Château  du  Louvre  j 
un  dans  celle  de  notre  très^cher  &  féal  Chevalier 
Chancelier  de  France ,  le  Sieur  de  Lamoignon  ^  le 
tout  à  peine  de  nullité  des  Préfêntes  :  du  contenu 
def^uetles  vous  mandons  &  enjoignons  de  faire 
)omr  ledit  Expofant  &  fes  ajrans  caufe^  pleinement 
&  paifiblement^  fans  founrir  qu'il  leur  foit  fait 
aucun  trouble  ou  empêchement.  Voulons  que  la 
copie  des  Prqjentes  y  qui  fera  imprimée  tout  au 
tong  au  commencement  ou  à  la  fin  dudit  Ouvrage, 
foit  tenue  pour  dûement  fignifiéés  &  qu'aux  copies 
collationnées  par  l'un  de  nos  amés  &  féaux  Con- 
feillers-Secrétaires  ^  foi  foit  ajoutée  comme  à  lori- 

ginal.  Commandons  aupremiçrnotrçHuiifiçrpy 
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fofctt  fir  ce  ic^3  de  6iie  pour  Teiécadoa 
iricfcll&,coQsaâesfeqiiis&  DtceÊUkcs ,  bns  ào- 
WBzada  autre  pomifioB  ;  &  noonManr  H^yti^>^ 

^  Haro  ,  Ciiarce  NornuDde  s  &  Leoics  à  ce  coD- 
oaircs:  Car  tel  cft  tume  pbttr.  Domi*  à  Ver&îl. 
les  ^  le  mtomémc  joar  dn  mou  JtAwiû^  Fan  de 
give  mil  fept  cent  dn^paate-kiit  3  &  de  notre 
Regn^  le  quarante -trojEcme.  f^ir  le  Roi  en  fim 
CcnyoL 

Sv^,  LE  BEGUE. 


•-  Jf  faiffîtfff  ffff nnwiîi  rrimr vHf  I  M- ^ 

eoorcaàom  £ûtes  amc  noos-  A  tad$»cc  17  Jlaî  1718. 

4î«Wj  FOUCHE&. 

^Ub^an^es  ^  Impriimms  de  Paris  ,  Nf.  SSSfi^^iT^ 
c^fina^mfi^  amx  ancien^  HégUmens  cmtfifmés  par 
ffMf  dtf  2S.  Février  ijz$.  A  Vam»  U  19^  Mai  i/j*. 

,  P.  G.  LE  MERCIER^  Sjndk. 
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liOTIONS  VRE'LIMlHÀIRES. 

UoiQ^UE  la  Géométrie  doive  fil 
naiflànceau  be/binaue  nous  avons 
de  connoîcte  la  meluce  des  Corps* 
elle  ne  fe  borïie  pas  néanmoins 
aux  objets  qui  frappeac  nos  lêns» 
Sans  s'atiëcer  aux  qualités  phyfî- 
qiies  qui  les  diâ'érentient ,  elle  lîy  coniîdere  que 
lËcendue  qui  leur  eft  commune  à  tous,  ha 
corps  exiftans  ne  font  même  de  fon  reflbrt, 
qu'autant  qu'ils  font  laceU^ibles  :  c'dk  divu  û 


r- jl"  GEôiiilTias  Métaphysique, 

I    £^^on  des  poffibles  qu  elle  prétend  faire  des 
découvertes  s  &  c  eft  de  cette  région  fubïiiHe 
^    quelle  deicend,  pour  appliquer  aux  Etres  éten- 
dus qui  compofènt  notre  monde ,  les  régies  im« 
l    tnuables  qui  conviendroient  également  à  tout 
i   -QkHrc  monde  que  celui  que  nou5^  habitons. 
Mais  la  Géométrie  en  s'élevant  juiqu  à  Tidée 
la  plus  ipiritudle  de  l'Etebdue ,  ne  Ce  livre  pas 
^des  (peculatiphs  métaphyfîques  t6ucÊaÉBt_itf 
nature.  Elle  n  examine  point  û  toute  Etendue  eft 
Corps  ;  ou  fi  Teipace  &  |a  matière  n  en  &]?pient 
pas  deux  efpéces  Hiâférentes  :  elle  n  en  cônudere 
point  l'immenfité,  la-pénétrabilité,  ou  Timpé- 
nétrabilité.  Laiflant  ces  grandes  queftions  à  i  é- 
caff,  elle  n  eiïvUagè  .<Jliô  les  porrioa?  tfécerittae 
bctaées  de  toutes  parts ,  &  fépiarées  par  hut 
contour  de  toutes  celles  qui  les  environnent  ou 
qui  pourroient  les  environner.    Ces  portions 
ifblées  font  1  unique  objet  de  la  Géoméfidêi  £Bi 
Définition  cn  découvre  la  nature  y  les  propriétés^  les  rapports; 
de  la  Géo-  *&  donne  des  régies  sures  pour  les  mefiirer  &  led 
métric.       confiruire  exaUement. 

Toutes  les  portions  d'étendue  fè  rellembfeht 
parfaitement  iquant  à  la  fubftànce.  rCaf  t£t)Sfn- 
due  comme  étendue  étant  abfelument  bompgè-» 
nei  les  parties  étendues  ne  peuveht'di£%rer  âib^; 
ftântieliement  entr'ellés  que  par  le  plus  oupoùû 
le  ilioins*  Mais  leur  forme  extérieure»,  le  ^ii^^ 
tour  qui  lès  ternàine  pouvant  varier  àllnfiniV 
ihèt  entt  elles  une  divetfité  infinie»  Uiie  boule 
&-  une  colonne  de  dre  font  de  même  fubftance  ^ 
oÀ  peut  fuppo/er  même  qu'il  y  a  autant  de  cire 
dans  Tune  que- dan^i'aUtte*  Si  donc  ces  deux 
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]ponions  de  cire  diâërenc  entr'^Ues^  comme  on 
nen  peut  douter,  ce  titH  (\iiè  par  leur  forhid 
extérieure.  CtA  donc  uniqtiemeht  de  cette  for* 
me  que  les  portions  d'étéhdUè  tiifent  leur  dé-^ 
nomination  :  c  eft  par  rapport  à  cette  formé 
qu'on  les  partage  en  clafTôs ,  en  géhres ,  en  e^é^ 
ces.  Enfin  c'eft  de-là  que  leur  vient  le  nom  gé^ 
tiétsl  de  Figures  »  adopté  par  Ié8  Géomètres  poU^ 
éviter  les  circonlocutions. 

Formons-nbus  donc  une  Idée  nette  de  cet 
Etendues  bornées  •,  &  pour  les  faifir  plus  forte** 
ment ,  ne  dédaignons  pas  d*àppeller  l'imagina- 
tion à  notre  fecouts.  Dans  Yitinùehfité  de  VÉ^ 
tendue  e^polée  aux  yeux  de  norré  eiprit,  tail- 
lons des  figures  à  notre  gré*,  &  voyons  jufqu'oû 
la  irai/bn  peut  aller  pour  nous  en  développer  là 
nature.  .     '  ■ 

Toute  Figure  doit  être  confidérée  félon  fei 
J>iméhfions  &  lelon  fe^  EËhnen^.  Qt  (Qui  deux 
Jjdirits  de  vue  qu  il  rie  ftut  p^i  édftfôridrè'y  fe 
«u*oh  ne  diftingue  pas  tdiijbiftfe  S^^t  âflei  ée     • 
ioin.  ^ 

Ce  qu'on  apperçoit  d'abor'd  dktafs  taftè  Figiiire ,      Dimetn 
ce  font  les  DimehfiôH^  Tôufô  portion  d'éifèn-  fions  des 
due  en  a  néceflairemerit  tfëiS^  &  ne  péufc^  Figure*, 
avoir  davantage^  cèft-à-dii^é ,  qu  elle  hé  peui 
être  méfiirée  que  fbus  les  trois  rapports  dé  Loh^ 
gnetir,  de  Lfargeur  &  dePri^dét&.  Il  faut  dond 
avoir  égard  à  ces  trois  rajpjports,  fi  Ton  veut 
éôfthoîtré  parfaiteihené  làgràttdéUir-d'iinfe  Figurd 
quelconque.  "^^ 

Gètté  Idée  Ce  préfenté  natuifèllement  k  cemt. 
^niéihésf  qttf  he  font  pai  Gébniétre$^  ou,  poi». 
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mieux  dire,  c'eft  dans  cette  idée  <jue  confiftd 
la  Géométrie  naturelle  que  le  Créateur  à  gravée 
dans  tous  les  eQ>rits»  Ç^e  Ton  prôpo/ê  au  man- 
ccuvre  le  plus  ignorant  de  conduire  un  foiTé  au-* 
tour  d  une  pièce  de  terre ,  ou  de  çonftruire  un 
itiaffif  de  maçonnerie»  il  ne  fe  contentera  pas 
d'examiner  la  Longueur  de  l'ouvrage  qu'il  en- 
treprend :  il  demandera  quelle  Largeur  &  quelle 
Profondeur  on  exige  de  lui  -,  &  c'eft  en  combi- 
nant de  Ion  mieux  toutes  les  trois,  qu'il  évalue- 
xa  {qn  travail. 

.  Les  trois  Dimenfîons  font  înfëparables ,  c'eft- 
à-dire ,  que  la  Longueur  ne  peut  le  trouver  nulle 
part ,  que  la  Largeur  &  la  Profondeur  ne  s'y 
trouvent  auffi.  Car  ces  trois  rapports  étant  ef- 
ifentieUemenr  renfermésdans  l'idée  de  l'Etendue, 
rien  ne  peut  être  étendu ,  qu'il  ne  le  foit  en  lon- 
gueur ,  Largeur"  &  Profondeur. 

«Mais  quoiqu'infëparables ,  les  Dimenfîons  ont 
chacune  leur  idée  diftinâe,  qui  ne  permet  pas 

»  de  les  confondre.  De  la  Longueur  d'un  corps  $ 
on  ne  peut  rien  conclure  ni  pour  (à  Largeuç ,  ni 
pour  ta.  Profondeur.  Si^  j'examine  la  diftance  de 
deux  endroits,  je  m'occupe  uniquement  de  la 
i  Longueur  de  la  route.  Que  la  chauffée  foit  plus 
ou  moins  large,  la  Longueur  du  cheniin  ne  fora, 
ni  plus  ni  moins  grande.  Mais  lorfque  je  confia 
dere  combien  la  chauflëe  peut  contenir  d'homr 
mes  ou  de  voitures  de  front ,  je  ne  fais  attention' 
qu'à  là  Largeur,  for  laquelle  la  Longueur  delà 

^   route  n'influe  en  aucune  façon. 

Si  je  veux  connoître  l'étendue  d'un  terreîn , 
|e  ne  regarde  que  la  foperficie  qu'il  ofiVe  à  içes 
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feux ,  &  Je  n  y  vois  qu  une,  combinaiibn  de  Lon*- 
gueur  &  de  Largeur.  Mais  je  fais  attention  à  I» 
Profondeur ,  ioriqu'il  m'importe  de  connoitre 
ce  que  la  (Urface  extérieure  dérobe  à  ma  vue. 

Ce  n'eft  pas  auhazard  que  dans  rénumératioti- 
des  Dimeiwons  de  TEtendue ,  on  met  la  Lon«- 
gueur  au  premier  rang,  la  Largeur  au  (econâ^ 
&  ta  ProtondiB^ur  au  troifiéme.  Car  on  ne  peut 
concevoir  la  Largeur  y  (ans  penfèr  à  quelque  ^ 
Longueur  au  moins  indéterminée^  &  ion  ne  * 
peut  concevoir  la  Profondeur ,  fans  penfèi?  ^ 
quelque  Longueur  &  à  quelque  Largeur  réunies 
enfemble  :  au  lieu  que  Tidé^  de  Longueur  ne 
fuppofe  point  celle  de  Largeur  ^  ni  ridée  de 
Largeur ,  celle  de  ProfondeuTi  0^  fiiit  donc 
Tordre  naturel  en  confidérant  les  figures ,  d'a- 
bord khtt  leur  Longueur  s  enfuite  félon  leur 
Longueur  &  leur  Largeui:  ;.  enfin  félon  les  troiSL 
Dimenfions  réunies^ 

Il  eft  iinpc^tant  de  remarquer  eue  fes  Df  men- 
ions ne  k>nt  pas  des  parties  fucftantielles  de* 
l'Etendue  >  mais  feulement  des  attributs  meta-- 
phf fîques ,  ou  plutôt  troi$  rapportsfous  lefquels 
on  conçoit  que  toute  portion  d'étendue  peut- 
être  mefurée.  Mais  comme  il  eft  néceflàire  que 
Fimagination  donne  du-  corps^  à  ces  précifions 
idéales,  on  fè  repréfènte  aifément  les  Dimen-- 
£ons  par  le  mof  en  des  Elémens  de  l'Etendue ,. 
c'eft-à-dire,  par  le  moyen  des,parties  intégraix-^ 
%es  dont  elle  eft  formée^ 

Ces  Elémens  fbnt  aa  nombre  de  trois ,  ain£    Elétneni. 
que  les  Diœenfionr^^aJ^oir ,  leP^Â^,  la  Li^^er  ^^^  ^ig?*^ 
é<  hS^rfac^  ;,  &  c  eft  p v  le  concours  de  cçs  trois.  '^"^ 

A    ••••■ 
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choCcs  que  fe  forme  le  5o//W^  ;  c  eft-à-dite  »  là 
Figure  complette. 

Pour  s'en  convaincre  >  il  fiiffit  de  ftire  atten- 
tion ,  que  toute  Figure  ou  portion  d'étendue  eft 
terminée  par  des  Surfaces  :  toute  Surface  >  par 
des  Lignes  :  toute  Ligne,  par  des  Points.  Mais  ce 
n'efl  pas  tout.  £n  quelque  endroit  que  )e  coupe 
le  Solide ,  je  trouve  des  Surfaces  :  en  quelque 
endroit  que  je  coupe  la  Surface ,  je  trouve  des 
Lignes  :  Enfin  en  quelque  endroit  que  je  coupe 
la  Ligne ,  je  trouve  des  Points.  Je  dois  donc  re- 
garder le  Solide ,  comme  un  compofé  de  Surfa-^ 
ces  :  la  Surface  a  comme  un  compofé  de  Lignes  ; 
&  la  Ligne  i  comme  un  compofé  de  Points* 

Préfèntons  ie  même  objet  fous  un  autre  point 
de  vue;  &  pour  rendre  la  chofê  plus  kmihle^ 
arrêtons  les  yeux  fur  un  Solide  tel  que  le  Cube* 
fig.  I .  Je  choifîs  cette  figure,  par cequ  étant  fort  fîmple, 
elle  peut  aifément  fè  réduire  dans  fès  Principes. 
Les  commençans ,  que  le  nom  de  la  Figure 
effrayeroit  encore  ^n  ont  qu'à  iè  repréfênter  un 
dezàjouer. 

Je  vois  que  ce  Solide  eft  terminé  par  fix  faces 
égales.  Prenons  une  d'entr'elles  ;  la  fupérieure, 
par  exemple  ;  je  vois  cette  Surface  terminée  par 
quatre  Lignes  égales,  qui  par  leur  union  forment 
quatre  pointes  également  éloignées  les  unes  dés 
autres.  De  même  prenant  encore  une  de  ces 
Lignes ,  par  exemple  >  la  Ligne  AB ,  je  la  vois 
terminée  par  deux  Points  A  &  B  •,  dont  l'un  eft 
le  commencement ,  &  1  autre  la  fin  de  la  Ligne. 

Suppofbns  maintenant  que  le  Cube  difparoif^ 
fc  y  &  qu'il  ne  m'en  rcfle  que  le  Point  A*  A  Taide 


ide  de  premier  Elément»  )e  vais  reconftruire  le 
Cube  en  entien 

Prenant  Iç  Point  A*  je  le  fais  mouvoir  direc- 
tement vers  fi.  Voilà  là  Ligne  AB  tracée  ;  &  le 
Point  A  dansion  trajet  a  n^aroué  tous  les  Points 
dont  la  Ligne  AB  eft  compofêe. 

Prenant  enfuite  c^te  Ligne  ARy  8c  la  con* 
duifant  de  coté  par  un  mouvement  également 
répandu  dans  tous  Tes  Points»  enforte  que  le: 
Point  A' trace  la  Ligne  AC  igale  à  AB>  )aiitafc 
la  Surface  quarrée  ABC  i  SôÊli  Ligne  AB  dan& 
/on  trajet  a  marqué  toutes  les  Lignes,  dont  Idi 
Surface  ABC  eft  compofée* 

Enfin  prenant  cette  Surface  »  &  la  conduiiânt 
Jhors  de  ion  plan  par  un^mouvement  uniforme». 
en£>rte  que  Je  Point  A  décrive  ht  Ligne  ADi 
égale  à  AB  &  à  AC,  voilà  le  Cube  achevé-^&la 
Surface  ABÇ  a  marqué  d^s  (a  route  toutes  les. 
Surfaces  qui  forment  Ùl  fûlidité. 

Pour  conftruire  ce  Cube,,Jen  employé^,  com- 
me on  volt  y  que  des  Points ,  des  Lignes  &  des 
Surfaces  >  qui  par  confêquent  ep.  font  le&  vérita-- 
blés  &  les  feuls  Etémens. 

Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  fiir  ce  fuyet^ 
pour  ne  pas  m  enfoncer  dans  une  Mérapbynque 
trop  abftrufe  iur  la  nature  des  Elémens.  Une 
difcuilton  plusapprofondie  pourroit  e&rouchec;^ 
ceux  qui  ne  font  pas  encore  initiés  dans  les  myt 
tères  de  la  Géométrie».  Ce  que  j'en  dis  ici  eft 
£ifBiànt  pour  ouvrir  lentrée  à  des  recherches^ 
importantes.  Les  commençans^  rompus  à  ce  pre-- 
mier  travail  »  ferotA  plus  en  â:at  dans  la  fuite  d^ 
s'élever  aune  Théorie  plus  £iblime«  Je  meopoi*- 

A  m 


tente  (f  ajouter  quelques  obiê];vatirOQ9  <pi  flâl 

p^oiflTent  efTentiellcs^  ,  • 

Pr,em](ere   Observation. 

^  Une  faut  JMS  confondre  les  Dimnfions  étvet 
tes  Elimens  de  t Etendue^ 

Ceft  une  conclufion  que  tout  leâeur  attentif 
aura  tirée  de  hii-méme;  Car  les  Dîmenfions  ne 
fent  que  des  qualités  aiétaphy£queft  de^  TEten^ 
<bie  :  ^u  lieu  que  les  Points ,  les  Lignes  &  les 
Surfaces  en  font  dis  parties  réelles,  qui  coQpé<« 
sent  à  ià  formation. 

D  ailleurs  fi  les  Elémens  étoîent  kmême  chofe 
que  Xt%  DimenfionS)  il  faudroit  dire  que  le  Point 
eft  la  Longueur;  la  Ligne ,  la  Largeur  *,  &  la  Sur«. 
fece ,  la  Profondeur  \  ce  qui  feroit  de  la  dernière 
abflirdité. 

Seconde   Observation. 

Quoii^HS  Us  Elempns  ncfiientpas  les  Dimen^ 
fions  »  il  y.  4  némmoins  kemcouf  dis  connexian  eiu. 
tre  ces  deux  çhofis^  fârceqne,  Us  Elép^ens  fin$^ 
lefigne  naturel  des  Dimenfions^ 

Par  eiçemple  ^  lojclqu  on  penfe  à  la  Longueur 
feule,  il  n'y  a  perfonne  qui  ne  fe  la  reprefente* 
comme  une  Ligne  iàns  Largeur  %  qui  feroit  tirée 
directement  d  un  Poinjt  à.  im  autre.  La  Ligne 
cft  donc  Fex;prefliop  natujrçUe  die  la  Longueur  \^ 
&  ces  deux  chofes  s*incorp.orent  tellement  en-, 
lènjble,  quç  la  Lignp  révwlç  towjow:s  l'idée  de 
l,ongue\u: ,  &  qqe  nous  ne  concevons  celle-ci 
ijue  Tous  la  fptmç  <fo  %qe  <^ui  U  téajifç  \  mVk^ 

/ 


Notions  prêiimikaires.  é- 

Cette  Ugne  a  un  commencement ,  une  fin , 
un  milieu:  il  ny^  a  point  d'endroits  où  elle  ne 
pui^  être  coupée  5  &  tous  c^  termes  s'appel- 
lent Peints.  Le  Point  exprimera  donc  le  com- 
mencement ,  la  fin ,  le  rnilieu  de  la  Longueur  ^ 
&  celle-ci  réalifôe  en  Ligne  >  pourra  être  cou- 
pée, divifôe,  diminuée ,  augmentée  par  le  moyen  ' 
des  Points. 

Lorfque  Ton  réunit  dans  (à  penfée  la  Lon- 
gueur &.  la  LargcuL  >  cette  réunion  fe  préfehte 
k  felprit  fous  la  forme  d*unc  Surfoce ,  c'eft-àr 
dire ,  comme  une  portion  d'étendue  dont  on 
n* apperçoit  point  la  Profondeur. 

Enfin,  l'on  conçoit  la  réunion  des  tfoisDimen* 
fions ,.  en  con/idérant  que  la  Surface,  qui  fcappe 
nos  yeux  ou  notre  imagination ,  eft  néceffaire-' 
ment  fiiivîe  de  quelque  portion  d'étendue  plus 
ou  moins  cônfidérable,  fur  laquelle  elle  eft  com- 
me appuyée.  Ceft  ce  qui  forme  un  Solide ,  ou 
Figure  complette. 

•»  Quoique  la  Ligne  foit  le  fîgne  naturel  de  la 
première  Dimenuon,  on  s'en  iert  néanmoins 
auflî.pour  exprimer  les  deux  autres.  ^ 

Par  exemple ,  dans  le  Cube  que  nous  avon» 
déjà  confîderé,  fi  Ton  prend  une  Ligne  latérale 
AB ,  cette  première  Ligne  fera  mefure  de  la 
Longueur  du  Solide. 

Si  dans  le  plan  de  cette  Surface,  on  prend  une 
autre  Ligne  telle  que  AC ,  qui  frappe  direâe- 
ment  la  première  AB ,  cette  feconde  Ligne  ex- 
primera la  Largeur. 

Enfin,  fi  d'un  Point  de  cette  Surface,  on 
^leye  dUreâçmeot  une  Ligne  tejle  que  AD  2 
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cecté  troifiéme  Ligne  exprimera  la  Pr(>fondeuif 

de  la  Figure. 

Mais  il  eft  évident  que  dans  ces  deux  derniers 
cas»  la  Ligne  de  Largeur  fùppo^e  celle  de  Lon« 
gueur  ^  &  la  Ligne  de  Profondeur ,  celles  de 
Longueur  &  de  Largeur  :  au  lieu  que  la  Ligne  de 
Longueur  ne  iùppote  rien*  Ainfi ,  la  Ligne  par 
elle-même ,  ifolée  de  toute  autre  conâdération  , 
eft  toujours  figne  de  Longueur. 

On  voit  par-là  que  le  Point ,  la  Lîgne  &  la 
Surface  ont  un  rapport  intime  aux  Dimenfîons 
de  TEtendue.  Mais ,  je  le  répète  >  les  Elémens  ne 
font  point  les  Dimenfîons  5,  &  ce  feroit  tout 
bouleverfer ,  que  de  confondre  ce  qui  exprime 
avec  ce  qui  eft  exprimé ,  ce  qui  repréiènte  avec 
ce  cpfi  eft  repréiènté; 

Troisie'me  Observation. 

Il  fiiit  des  deux  premières  ob/êrvations ,  que 
te  Point ,  la  Ligne  &  la  Surface  ont  des  qualités 
différentes  feUn  qs^on  les  confidife^  comme  fignes 
des  Dinunfions ,  ou  comme  farties  intégrantes  de 
t Etendue  ;  &  quon  aurùit  ton  de  Uur  dtttibuer 
toujours  ce  qui  ne  leur  convient  que  dans  tun  de 
ces  étais. 

:  Je  ne  pourroîs  développer  &  prouver  cette 
confôquence  ians  entrer  dans  àts  di/cuifions  qui 
paffènt  la  portée  de  ceux  qui  n^ont  encore  au- 
cune teinture  de  Géométrie.  J'y  reviendrai  lors- 
qu'il eh  ièra  tems.  Ce  qïie  fâî  dît  Jù%'ici  fiiffit 
néanmoins ,  pour  faire  ientit  la  jùÂeiTé  de  \^ 
condofîon ,  au  moins  d'une  manière  générale  s 
9c  pour  obliger  de  fe  tetàt  {îiir  fes  gardes  >  tifin^ 


'^  ne  pas  confondre  ces  deux  vues  &  difTérentes* 
Car  û  eft  certain  que  la  Géométrie  confidere  le 
Point ,  la  Ligne  &  la  Surface ,  tantôt  comme 
JGgnes  des  Dimenfions ,  &  tantôt  comme  Elé-: 
xnens  de  f  Etendue. 

Entrons  maintenant  en  matière.  Notre  but    DiTifion 
eft  de  cohnoître  la  nature  &  les  propriétés  des  àc  rOoTnu 
Figures  complettes ,  c'eft-à-dire  9  de  toutes  les  t^* 
portions  poUibles  d'Etendue,  .îfolées  &  bor- 
nées de  toutes  parts. 

Pour  y  parvenir,  il  faut  décompofèr  ces  Figu«^ 
res ,  &  les  réduire  à  leurs  Elémens.  Car  tonte 
Figure  eft  tin  Tout  \  &  un  Tout  ne  peut  être 
connu  Que  par  le  moyen  des  parties  dont  il  eft 
çompo/é. 

Un  Solide  eft  un  compofë  de  Surfaces ,  &  de 
plus  environné  de  Surfaces ,  qui  méritent  une 
finguliere  attention.  Car  ce  font  elles  qui  ca« 
radtérifent  la  Figure  y  &  qui  difTérentient  deux 
Subftances ,  qui  d'ailleurs  pourroient  être  par- 
faitement homogènes.  N[ous  ipmm^^  même  plus 
frappés  de  la  fuperficie  des  Corps ,  que  noud 
voyons ,  que  d^  leur  Spii4ité  que  nos  iêns  nq 
pénétrent  pas.  Il  eft  encore  vrai  que  la  connoif 
fance  des  Superficies  influe  du  moins  autant 
dans  les  befbins  &danslesagrémensdelavie> 
que  la  connoiilance  de  la  Solidité  des  Corps. 
Aufïî  les  Surfaces  font  l'objet  des  recherches 
les  plus  fines  de  la  Géométrie..  Et  quoiqu'elles 
foient  incomplettes  par  le  défaut  d'une  Dimen- 
fîon ,  elles  forment  néanmoins  une  efpéce  de 
Tout ,  que  l'on  décore  du  nom  de  Figure  pl/mc 
par  opposition  aux  Figures  folides.  On  voit  fans 
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peJne  qu'il  eftnéceflàire  de  connoîtte  parfaite^ 
ment  ces  Figures  incomplettes  ,  avant  que  de 
confîdéier  la  réunion  des  trois  Dimenfions  dans 
un  Solide. 

Mais  ces  Figures  planes  Jônr  bornées  par  des 
Lignes;  &  d'aitlems  onles  conçoit  formées  par 
tes  Lignes  collatérales ,  dont  Tarrangenient  peut 
varier  à  l'infini.  li  eft  donc  nécelTaire  avant  que 
de  conlîdérct  les  Figures  planes  tomes  formées , 
de  connoître  la  nature  des  Lignes,  leurs  difFé^ 
rentes  elpéces ,  leurs  ^tuations  divetiës  les  unes 
à  l'égard  des  autres ,  8c  toutes  les  manières  dont 
elles  peuvent  fe  rencontrer  ,  fc  touciier  jfe  cou- 
per. 

Les  Lignes  font  à  leur  tour  compofées  âe 
Points.  Mais  ce  premier  Elément  eft  trop  unifor- 
me pour  mériter  un  article  Ipécial.  On  dira  roue 
ce  qu'il  eft  néceftaire  d'en  rçavoir ,  eu  erairani; 
des  Lignes,  des  Surfaces  &  des  Solides. 

Ainfi  ce  Traité  de  Géométrie  fe  divife  natu*^ 
tellement  en  trois  Livres.,  Les  Lignes  lêrone 
l'objet  du  premier  :  les  Surfaces  ou  Figwes  pl^ 
nés,  du  fécond^  &  les  Fi^rts  foUdtt ,  dutioî» 
fiéme» 
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LIVRE  PREMIER. 

LES    LIGNES. 

ÏMa«inons  une  Superficie  plane  »  teUe.ipa'eft: 
fenfiblement  une  beJie  glace,  fi  parfaitement 
unie ,  qu  aucun  Point  ne  Véleve  î|U-deflfus , 
ni  ne  sabbaiflè  au-de0bus  des. autres,  &:dont 
retendue  foit  indéfinie.  Ceft  iur  ce  Plan  que 
xious  allons  décrire  toutes  les  Lignes  &  toutes 
.les  Surfaces  que  nous  devons  confidércr* 

Je  vois .  d  abord  que  je  n  y  puis  tracer  que  Fig,  t^ 
deux  (brtes  de  Lignes  »  fçavoir  des  Lignes  droi* 
Us  &  des  Lignes  courbes  :  &  Tidèe  que  j'ai  de 
ces  deux  eipéces  de  Lignes  eft  fi  nette  &  fi  clai- 
re ,  que  les  définitions  cfion  voudroit  en  don-»- 
ner ,  ne  pourroient  que  l'obicurcir.  Il  ne  lera 
cependant  pas  imitile  de  développer  çe,«3u*en-. 
ferment  ces  idées  de  ReUitude  &  de  Coupmre. 

je  conçois  par  une  jL*f;^e,/^i>/>^,  unemulti-     Fîg.  i^ 
tude  de  Points  rangés  iàns  intervalle  dans  la  me^ 
me  DireBim^  fans  qu'aucun  d'eux  s*en  écarte  me- 
xneinrenfiblemenc  :  &  par  uçe  Lignt  courte ^  une 
ipukitude  de  Points  4"ir£^és  de  même  iào» 
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intervalle,  changent  coneinuellement  de  Direct 
tion. 

Prenons  le  Point  A  premier  Elément  de  la 
Ligne.  Ce  Point ,  s'il  eft  feul ,  ne  détermine  au- 
cune Ligne*  Il  peut  fe  mouvoir  dan$  tbusrie* 
iens  i  &  par  conféquent  être  le  Principe  d  une 
infinité  ae  Lignes  t^ht  droites  que  cOutbes. 
Mais  a  ce  Point  >  fi  j  en  joins  un  fecond ,  c  eft 
une  Diredtion  qui  commence ,  diflinguéè  dé 
toutes  Jes  autres  que  je  ppuvois  choifijr.  Si  j  a- 
joute  un  troifiéme  Point  dans  là  mcmfe  direc- 
tion, voilà  la  Ligne  droite  toute  formée-,  & 
J^our  la  prolonger  à  volonté,  il  ne  faut  qu  ajout 
ter  des  Points  dans  la  Direékion  commcrtièée.  ; 
pig,  3,  -  La  Ligne  courbe  a  néceflaî^ement  lahiéni^ 
origine.  Lé  Point  A  Ion'  premier  Elément  ne 
détermine  rien  :  il  fàtit  un  fecond  Point  pout 
commencer  la  Ligne  j  &  ce  fecond  Point  for-» 
me  une  Direftîon  j  laquelle  étant  fiiivîe  dbnné^ 
roit  une  Ligné  droite;  Mais  fi  lé  troifiérhePoint^ 
néft  pas  plafcé  dans  cette  première' Dirèdidn^ 
c*eft  alors  que  cominéhce  la  courbé.-  Pburlà' 
continuer,  il  faut  qhè  chaque  Poinf  quèrori 
ajoutera  contWéhce'  iihé  nouvelle  Dirèûibn* 
différehte  de  celle  ^ui  li  précéda 

li  ftÀt  ée-là  i*,-'^é  les  deux  prenîî&s  Points 
clértieritàires  d'uhé  Ligne  ne  fuffifent  pas  pour 
lacaràftérifer^  &  que  c'efl:  îè  troifiérite  qui  dé- 
cide de  fa  nature.  Gar  la  Lîgtie  côtùt^l  ainfî 
que  la  droite ,  commence  par  deux  î'oints  qui'/ 
placés  Tuti  pires  dé  l'autre ,  forment  une  piré-^ 
riiiete  Direâion ,  laquelle  continuée  i'dbrtnfélii^ 
Eigtie  droite  J  liK^udUtschângée»  dqirndl^  cdut^ 


%  Liy.  L    LësLignbsv  15 

»  i^Qne  Ion. doit  regarder . la  Ligne  courbe 
comme  un  compofô  d'une  infinité  de.Iigiies 
droites  infiniment  petites.  Car  la  Direâio&iÇie 
forment  le&deux  premiers  Points  eft  unêL.direc- 
don  droite  a  &  par  conféquent  peut  écrie  cozi* 
fidér^e  comme  une  Ligne  droite  infinâmene  pe^ 
tioe.  La  /êconde  Diceâiôn  formée  par  le  £bcQnd 
&  le  rroifiéme  Point ,  eft  encore  lé  kxHaaaaBx^ce* 
ment  d!une  fecônde  Ligne .  dcoite  >  Se  aind  à 
l'infini.  Or  toutes,  ces  petites  Lignes  droites  $ 
Elémens  de  la  Courbe  >  doivent  être  des  infini-* 
ment  petits ,  comme  le  font  lesElémensde  quel* 
^ifào  Ligne. que  ce  (bit.  :    .    » 

.  La  Ligne  droite ,  quand  même  on  h  prdjkyth  ^*  ^ 
geroit  à  Tiofini ,  eft  toujours  unifomuei  dans  ùi 
marche.  .Elle  n  admet  ni  plus  ni  moins  dé  Rec* 
tUtude  y  parcequune  Ligne  eft'  tout-^fait  droi^ 
te  >  ou  ne  Teft  point  du  tout.  D'un  Poiià:  à  un 
autre  on  ne  peut  tirer  qu'une  feule  Ligne.dtoi^ 
te  9  &  toute  autre  Ligne  droite  qu'on  entrer 
prmdrbît  de  tirer  danç  cet  intervalle ,  couvri-  ^ 
toit  néceflairement  la  première  &;  (è  confooi 
droit  avj^  elle.  Deu:^  Points  de  cette  Ligne 
f^ffiiènt  pour  en  déjcermieet  U  marcbe.i  parce- 
que  aeft  par  tout  la  metae  JPire^on  *,  &  .que  ce 
qui  éft  gbfplument  inêpn^  n'eft  pa^  fu&éptible 
de  la  moindre  difTérence*  '  '.  v 
<  Jl  faut  dire  tout  :  le .  contsaice  de  Ja  Xigne^ 
i^u):be.  EUe  admet  plus  ou  npoins  cfeiGotirbu-» 
te, y reloiique le  ch^èment  de  Direôiqhqui 
i^  fait  à  chaque  Point ,  eft .  plus  ou  moins  con^ 
fidéraWe.  On  peut  .tirer.  uneirïSni^é  de Jignes: 
courbes  du  Point  Aj»X  Wi^ii^B  y  pan^ei^'ua^. 


Ligne  peut  s  écarter  à  l'infini  de  la  ReâitudéU' 
Enfin  il  faut  plus  de  deux  Pcnnts  pour  en  déter« 
miner  la  marche/ 

La  Ligne  droite  eft  la  plus  courte  qu'on  puillê 
cirer  d  un  Point  à  un  autre  ^  du  Point  A  au  Poinc 
B  s  parceque  dans  le  cours  de  cette  Ligne ,  tout 
tend  direâement  de  A  en  B ,  &  de  B  en  A.  La 
Ligne  courbe  au  contraire ,  n'allant  de  A  en  B 
que  par  un  détour,  plus  ce  détour  eft  grand > 
&  plus  la  Courbe  eft  iongucé 

Plus  une  Ligne  droite  k  prolongé  »  &  plus 
les  Points  ajoutés  s'éloignent  du  Point  A  donc 

P^S*  3«  on  eft  parti.  Mais  dans  la  Courbe,  il  eft  è^hi 
dent  que  le  troifîéme  Point  qui  change  la  pre- 
mière Direction ,  s'éloigne  moins  du  premier  , 
que  s'il  avoir  fiiivi  la  première  route.  D'où  il 
iréiulte  qu'après  un  détour  plus  ou  moins  grand  , 
les  Points  iubfëquens  le  rapprochent  du  pre^ 
mier,  &  quelquefois  mémeviennent  s  y  rejoin* 
dre*^ 

%•  J*  Il  eft  impôrtaiit  d*obfervef  x|tie  et  change- 
ment perpétuel  dans  la  GoUrbe ,  peut  le  faire 
avec  plus  ou  moins  de  régularité.  Ayant  les  deux 
premiers  Points  &  le  troiiiéme  qui  s'écarte  de  la 
première  Direâion  ;  fi  le  quatrième  s*écài«e  de- 
de  la  féconde  Direâion ,  précisément  de  même 
que  le  troifiéme  s'eft  écarté  de  la  première  :  fi  le 
cinquième  s'écarte  de  la  troifiéme  Direâibn 
dans  le  même  ra}>port,  &  de  même  les  Points 
fiibfôquens  fans  aucune  altération ,  alors  la  Cour- 
be fera  parfaitement  uniforme  dans  (à  marche, 
autant  que  l'uniformité  peut  convenir  au  chaa^ 

gemenc  cçacUnid}  Sç  ion  comprend:  qu'àpcès^ 

avoir 


SiVolr  tbïkmé  autour  d  un  Point  commûtî ,  Ibu^ 
lours  à  diftance  égale ,  elle  viendra  rejoindre  le 
rointdont  elle  étoit  partie.,  Çeft  4a  Ligne  cir* 
tHhiré^^  \z  {>ius  réguHere  de  toutes  les  Courtes* 

Au  contraire  ^  fî  cet  écartement  de  la  Rec- 
titude le  ^ait  toujours  à  chaque  Point  en  raiibn 
dîffêrente  des  ècartemens  precédens>  la  CoisrBe 
fera  tout^-fait  irréguMere. 

Mais  il  eft  un  milieu  :  la  Courbe  après  avôk 
procédé  irrégulièrement  pendant  ^  un  certain 
elpace»  peut  reprendre  la  prelniere  coutfe  à 
xebours^  ënlbrte  que  Técarternent  par  où  le  le* 
cond  eipace  commence  >  fbit  comme  le  dernier 
lécarretnônt  du  premier  e/pace  \  le  ftconà  y  com- 
me le  pénultième  dé  Je^ace  précédent  >  &le5 
autres  de  /tiite  en  rétrogradant. 

,  Dans  cette  Tuppolîtion  il  eft  évident  i*^,  que 
la  Courbe*  doit  être  allongée  »'&  nom  parfaite'^ 
ment  fonde  cotttme  b^iréukhre.  l^  Quelle 
aura  cependant 'U^e  certaine  tégulàrité  >  en  ce 
que  leipatiâescoçrelpondafif es' auront  la  même 
courbure.  Telles  font  les  Courbes  ellyptiques^ 
paraboliques  ^  hyparboliquell  ^  &cv 

Il  eftciDUtife  de  pouffer  plus  loin  Ce  parallèle 
4elailUgne'4j)roite  &  de  la  Ligne  courbe.  Il 
fiiffit  de  «DUS  étfee  former  une  idée  nette  de  leur 
nacare  9^  àt  l&ur  conftrudHon.  Confîdérons* 
les  nsiilntefiaiit  iîparément  Tune  de  Tautre^ 


.  j      'OS      ..   ^  .  .  •  .     .      . 
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^V.      CHAPITRE  PREMjlEIC 

DE  LA  LIGNE  DROITE. 


$.  I. 

J>€s  dherfes  f  options  oufituations  que  deux  Li* 
gnes  droits  fçttvtnt  avoir  réciproquement. 

THN  comparant  deux  Lignes  droites ,  on  ne 

r 

éliquc* 

Tofitloti    '    u  Deux  Lignes  droites  peuvent  ctretelle- 
paraiieie.    me;nt  difporées ,  qu'elles  coniervent  entr  elles  h 
^^S*  4-    même  diftiinc^  dans  toute  leur  LongMcur.  Cette 
première  Situation  ie  nomme p4raU€l^'^  ôc  nous 
eft  repréfentée  (èi^blement  pat  axm  allée  port 
faitement  tracée  au  Cordeau*    .:.  Z  ..     l-m  i 
Il  eft  important  de  remarqudr  ^e  le  plus  ou 
le  moins  de  diftance  entre  ceé.LigoesiyiDe.faic 
rien  à  leur  Parallélifinti  8c  quercetredlftânito 
peut  être  aMgmcntée  ou  dinûiiuéev  GxmKpitîi 
Parallélifiné  «en  fouf&e ,  pourvu  <j^'augmeBtée 
ou  diminuée»  eUe  fbit  toujours  la  même  entre  le$ 
Points  correibondans*  Cette  diftance  pourroit 
même  être  anéantie  fans  que  les  Lignes  ceflaflent 
d'être  parallèles.  On  n  a  gu'à  les  wppoiêr  exac- 
tement pofëes  Tune  à  côte  de  Tautre  fans  aucun 
intervalle.  Leur  Parallélifme  confifteroit  alors 


*ïk  (é  toucher  dans  toute  leur  Longueur ,  fafas  ja-"S 


liiais  s'éloigner  ni  Ce  confondre^  V  Ltv,  h 

Pour  concevoir  encore  plus  clairement  le  Pa*-  ^h^p.  I. 
taUélifme  de  deux  Lignes  droites,  iûppofons*  ^ 
les  d*abord  entièrement  couchées  runèfurlW 
tre  9  enibrte  qu  elles  (oient  >  pour  ainfi  dire,  une 
feule  &  même  Ligne.  C^  une  d  entr'elles  foit 
enHiite  fêparée  de  l'autre,  par  un  mouvement 
uniforme,  également  répandu  dans  tous  Tes 
Points.  Il  eft  évident  qu'à  quelque  intervalle 
îque  Ibit  portée  la  Ligne  mue ,  elle  fera  parallèle 
à  celle  qu'elle  a  quittée.  Car  le  mouvement  étant 
également  répandu  dans  tous  les  Points  qui  la 
compo/ênt ,  tous  ces  Points  s'éloignent  égale- 
ment de  ceux  qu'ils  couvroient  for  la  Ligne  en 
repos,  &  tracent  dans  leur  route  des  Lignes 
égales ,  mefures  de  la  diftance  des  deux  Lignes 
qui  ont  été  (éparées. 

.  La  Ligne  dans  fon  niouvement  uniforme ,  à 
paircouru  fucceflîvenient  tout  Tefpace  compris 
entre  les  deux  Parallèles  *,  &  par  conféquent  k 
chaque  Point  de  tk  marche ,  elle  a  tracé  une 
Ligne  femblable  à  elle-même.  Il  eft  évident  que 
toutes  ces  Lignes ,  contigues  (ans  fe  confondre» 
{bnt^;6utes  parallèles,  le^  unes  aux  autres*)  &  pac 
coniéquent  aucune  Ligne  ne  peut  être  parallèle 
3t  fiihe  des  deux,  qu  elle  ne  Iç  foit  à  l'autre. 

On  voit  manifeftement  par  cette  description  > 
que  la  longueur  des  deux  Parallèles  ne  fait  f  ieit 
àléûtParafiéllfme.  Elles  ont  toutes  les  deux  leur 
Difeâion  fixée  v&  par  confëquent  il  ne  peut  arr 
river  aucun  changement  à  leur  diftance  mututt^ 
le  t  quand  même  on  les  prolongeroit  à  l'infini^ 

B  ij 
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2*  Lorfque  deux  Lignes  droites  ne  font.paf 

TLiv.  I.    parallèles  9  elles  (ont  teSement  diipofées^au'é* 

Chap.  I.  loignées  d'un  côté  »  elles  Ce  rapprochent  necet 

Pofition  ^c™^**^  P^  l'autre  :  elles  Ce  rencontrent  en- 

f>erpendi-  *^  >  OU  iè  rencontreroient  û  elles  étoient  (uffi* 

caldre  9c  iâmment  prolongées. 

oblique         "Mais  cette  rencontre  Ce  fait  où  par  la  châte 
^ig-  ^    direéte  d'une  de  ces  Limes,  ftir  l'autre  •,  &  c*eft 
la  fîtuation  perpendiculaire  :  ou  par  une  chûtç 
;moins  direoes  Se  c  eft  la  fîtuation  oblique* 

La  cliûte  perpendiculaire  nous  eft  fenfible^ 
Meilt  repréfentéepar  ceUe  d'un  corps  fort  pe/ânr, 
ou  pafr  Télévation  d'un  arbre  droit  &  bien  planté, 
&  mieux  encore  par  la  fufpenfîon  d'un  plorrob 
ïur  un  terrein  parfaitement  de  niveau.  Mille 
«xemples  nous  repréiêntent  la  chute  oblique. 

De  deux  Lignes  droites  qui  Ce  rencontrent 
^  un  Point,  nous  HippoTons  ordinairement  que 
y  une  fert  de  bafe  à  l'autre ,  c*eft-à-dire,  que  l'une 
jeft  en  repos  >  &  que  l'autre  vient  la  frapper.  On 
appelle  la  première^  lA^ne  horiTiontaU  \a)  par- 
ce qu'elle  eft  repréfentée  par  une  Ligne  drottc, 
que  nous  imaginons  tirée  d'un  Point  de  i'ho-- 
rizon  à  celui  qui  lui  eft  direâemerit  oppofë.  Et 
celle  que  nous  fuppo(bns  tomber  lur  la  Ligne 
liorizootale ,  s'appelle  Oblique  ou  Pèrpendicu^ 
laire  ^  félon  la  manière  plus  ou  moins  ,dir'eâ;ei 
•dont  elle  toaibe  (ur  Xhorizjomalc 

{a)  II  me  faut  pas  prendre  cette  expreffien  à  larisoeur. 
Je  ne  m'en  fers  que  pour  me  faire  entendre  plus  atlSneiit. 
le  (cai  bien  qu'il  n'y  a  de  ïâgnes  horv^ptatues  que  depuis 
sa  création  du  moiuie,:&  que  la  Géoaïétrie  eftétcratUc. 
Cette  note  ièrvira  pour  tous  Ic9  eiulroits  QU  je  p^urnû 
CDipIoyer. cette  expreflloo. 


i 
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Mab  entrç  deux  Lignes  qui  k  rencontrent  en 

un  Point ,  il  eft  indifl^rent  laquelle  on  prendra    Li v.  t». 
pour  Ybonz.ont4l€*  Car  en  retournant  la  Figure ,  ^hap.  iv 
s'il  en  eft  befbin ,  pour  fixer  llmagination»  cefe      ^' 
qui  nous  paroifToit  en  repos  nous  paroîtratom* 
ber  ',  &  ççIIq  qui  paroifibit  tomber  3.  p^roitra  ea 
repos^ 

Cette  obf^rvatîon  nous  apprend  d'abord  une 
chofe  alFez  importante;  c*eft  que  fe  caraibere 
de  Perpendiculaîre  &  d*Oblique  eft  réciproque 
aux  deux  Lignes  qui  Te  rencontrent  en  un  Point: 
c'eft-à-cftre ,  que  lî  la  première  eft  perpendicu- 
laire ou  oblique  iur  la  féconde  >  la  fbcozufe  eft 
'auilî  perpendiculaire  ou  oblique  fur  la  première.. 

Telles  /ont  les  trois  fîtuations  oâ  deux  Lignes 
droites  peuvent  être  lune  à  Tégard  de Tautre. 
Il  n  7  a  perfonne  qui  ne  sfen  forme  aifSment  une*  * 
idée  fo^t  nççte  &  fojrt  dîftAnfte.  Pour  en  tirer 
des  vérités  géométriques ,  noug  allons  les  com-^ 
parer  enfèmble  ^  en  commçnçanç  par.  la  Pern 
pendiculaire  &  lX>blique., 

JLrA  Ligne  perpendiculaire  par  fa  chute  direéle    Compa- 
5*^loignc  te  plus  qu*il  eft  pqfKble  de  la  fîtuations  tT^ion  de 
parallèle*  Elîe  n,e  montre  à  la  Ligne  horizontale  ^  P^^^oa?» 
que  le  Point  par  lequel  elle  le  frappe.  En  fup-  SîJ*^^ . 
pofânç  qu  elfe  partage  cette  dernière  en  deux  j^  Cobli* 
parties,  çHç;  ne  panche  pas  plus,  d^tjo- côté  <^e,quç^^ 
de  l'autre^ 

Il  n'en  eft  pas  de  même  de  fe  Ligne  oblique;. 
Çelle<i  préfente  à  riïorizontali?  la  fuite  de  fè& 
Points ,  non  paç  de  front  comme  là.parallele  >,^ 

^ais  tA  l;iaifânt  plus  ou  moins*  En  partageani; 

8... 
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Tborizontale  en  deux  parties >  elle panche  don 
L*v,  I.     côté ,  &  s*en  approche  d  autant  plus ,  qu  elle 
Chap,  L    s*éIoigne  de  Tautre. 

^f'  ^'  Pour  fe  familiarifcr  avec  ces  idées ,  fuppoiôns 

*'  *  que  la  Ugne  CD  qui  rencontre  la  Ligne  hori- 
zontale AB  )  puifle  iê  mouvoir  à  droite  &  à 
gauche  fur  le  Point  D  >  comme  iur  un  pivot* 
Faifant  ulàge  de  cette  mobilité  >  Je  couche  d  a* 
bord  la  Ligne  CD  (ur  la  partie  DB  de  l'horizon- 
taie.  Dans  cette  fituation ,  CD  n  eft  ni  perpendi- 
culaire  ni  oblique  iur  AB)  mais  parallèle  pétant 
couchée  (ur  la  partie  DB  de  cette  dernière. 

Relevotis  maintenant  là  Dgne  CD  fur  le  Point 
D ,  mais  peu  à  peu.  Dès  le  premier  pas  >elle  quitte* 
le  Paralfâifine  &  devient  oblique  fut  AB ,  & 
même  trcs-oblique,  parce  qu*elle  eft  encore  ex- 
irémement  proche  de  la  partie  DB  deThori- 
3&ontale,  &  fort  éloignée  de  la  partie  DA  de  la 
même  Ligne.  Mais  à  mefûre  que  CD  s'élèvera 
fur  le  Point  D ,  elle  s'éloignera  de  la  partie  DB  ^ 
&  Ce  rapprochera  de  la  partie  DA.  Ainfi  en  s'é- 
cartant  de  plus  en  plus  du  Parallélifine,  elle  de- 
viendra moins  oblique* 

Elle  arrivera  enfin  au  milieu  de  Cst  courfê  >  de 
façon  que  le  Point  C  aura  autant  de  chemin  à 
faire  pour  de/cendre  (ur  A^  qu'il  en  a  fait  pour 
remonrer  depuis  B,  Or  ceci  n  eft  pas  particulier 
au  Point  C  :  tous  les  autres  Points  de  la  Ligne 
CD  (è  trouveront  au(K  également  éloignés  des 
deux  parties  de  la  Ligne  horizontale  »  pui(que 
tous  ont  fait ,  par  proportion ,  le  même  chemi» 
que  le  Point  C.  Le  Point  r ,.  par  exemple ,  qui 
d'abord  étoit  couché  fur/danala  partie  DEde 
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rhori2omaIe>  doit  avoir  fait  la  moitié  de  fa 

c'oûrfê,  lor(que  le  Point  C  aura  fait  la  moitié  de    Li^»  ^ 

la  fienne  V  c'èft-à-dîre ,  qu'il  a  autant  de  chemin  Chap*  I^ 

à  parcourir  pour  arriver  (ut g  dans  l'autre  partie      ^* 

db  l'horizontale,  qu'il  en  a  parcouru  depuis  qu-il 

a  quiné  /I  H  en  eft  de  même  ât  tous^  les  Points 

de  la  Ligne  CD  9  relativement  aux  Points  (ur^ 

Ie(qucls  ils  étoient  couchés  /ùr  lapanie  DB,  & 

à  ceux  où  ils  arriveront  (ur  la  partie  DA»  Ainfu 

k  Dgné  CD  dans  toute  ià  longueur  >  fera  ^a^ 

lement  éloignée  des  deux  parties  de  l'horizon^ 

laie  réparées  par  le  Point  D.  C'éft  cette  fituatioit. 

de  CD  iur  AS.  que  Yon  nomme  pcrpemUcuUi^ 

yr,  fituation  la  plus oppofëe- qu'il  fèpuUie  à  1» 

parallèle. 

Continuons  db  faire  mouvoir  la  Bigné  CD 
lîir  le  Point  D,  &  vers  lapartie  DA  de  Fhori* 
zontale.Dès  le  premier  pas,  elle  celïèca  d^etre 
perpendiculaire  >  &  deviendta  oÈrhque  de  nou-* 
veau  •,  f>arce  quequittant  le  Jûfte  milieu-entre  les^ 
deux  parties  de  la  Eigne  horizontale,^elle  s'é- 
Ibignera^dè  DEtout  autant  qu'elle  s'àpprocherâr 
dé  DA,  jufqiià.  ce  quenfttv  couchée  (ur  cette 
partie  DA,  ellie^ne-Éoic  plus  nk oblique  ni.perr 
pendicul^ôreé. 

Obfervons  que  ïôrfijue  CD  ceffe  d'être  per- 
pendiculaire ,  elle^  devient  oblique  dans  un  fensv 
contraire  à  fapremieie  Obliquité.  Car  dans  fon-; 
uajet  en  montant ,  elle  étoitplusprès  de  la  par* 
tie  DB  que  de  la  partie  DA-,  au  lieu  qu'en  dei^ 
cendant  elle  eft  toujours  plus  près  de  la  partie^ 
DA^que  de  la  puw  DB.. 


tjv.  I.    v^Ette  marché  de  la  L%ne  CD  établit  d-une 
Chaik  l,  manière  fenfible  la  vérilé  de  plufieucs,  PropQfî^ 
^*  ^'     ^  tians  de  Géométrie ,  fans  qu'il  foit  beToiade  re^ 
qourix  à  de  longues  démonftrations^ 

f  ig*^^  ^<  5i  /i^e  Perp^ndict^ire  CD  a  un  d§  fes  fainv^ 
C9mfne  C,  égMemmt  ilpigné^  de  deux  Faims  Ai 
^  B  djs  U  Ligne  jiBfur  la^H^lU  <Ue  t<mbe ,  touêi 
U^  mitres  Points  de  la  PerfendictilaiH  y.  ^omme  e 
C^  Dyfetênt  cgalemmt  difims  de^  A  &  de  B. 

Car  fî  le*  Point  e.  étoiç  plu3  pcès  de- Aque  de 
Bju  k  Ligne  CI>  feroit  en  cet  endroit  plus  près 
de  la  partie  DA  de  l'horizontale  que  de  la  partie^ 
DB  de  la  même  Ligne  >  &  par  conféquent  CDi 
i»e  feroU  plus  PetpeAdicul^fe  ^^^  çc  qui  eft.  contre 
I4  /uppoiîtji.onw. 

De  imm^lSi  un/^iJ^jtÇrdmitâ^teliiqmCDé^ 
deu^^  Points  »  comme  C  &  e^  chacun  également^ 
diftans dei  deu^.  Points  A&  BdiSt U Ligne,  hori^ 
z.ontate.y  chacun  dgs  aufres  J^oints  de  CD  firot 
également  diftant  de,  A  &  de.  B^C^  la^  Ligne  fem 
fi^rp^ndimlaire  fir  AB^ 

Cap  les  deux  Points  Q  &.  e  qui  déterminent 
la  Direâiion  de  la  Ligne  CD ,  tenant  le  juftQ 
xnilieu  entra  Ijcs.  Points  A  &  B.de^  rbpri^Oiitale , 
tous  les  autres  Points  dç^CP  feront  néceflaire^ 
inent  dans  ce  ji^  niilieu  3^  quj^ifi  n^jêijne  0^  1% 
ptQlpngeroit  jiufqai;  finfint 

F|g^  <•  flwpe^jk  avoir  d^  Lign^  flus^  f^rf^i4^urf 
f aires  les  unes  que  les  autres^ 

Ç$X  h  P^rpqfidiçiilairUé  n  eft  pas  fuiceptibic^ 
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lie  plus  ou  de  moins.  Le  mibeu  jufte ,  oâ  nôtre 
Ligne  CD  eft  parvenue  dans  (on  trajet  de  B  en    Lit.  I. 
A ,  lorliju'elle  eft  devenue  perpendiculaire ,  eft  Cmap.  I- 
une  iîtuation  unique  &  indivifible.  La  Dgne  CD      ^*  ^' 
perpendiculaire  eft  également  diftante  des  deux 
côtés  de  l'horizontale.  Pour  peu  qu'elle  quitte 
ce  pofte ,  il  n'y  a  plus  d'égalité  >  &  la  Perpen--. 
dicularité  s'évanouit. 

Il  eft  évident  au  contraire ,  c^une  Ligne  f  eut 
être  pins  où  moins  oblique ,  parce  qu'elle  peut  être 
plus  ou  moins  panchée  ftir  la  Ligne  qu'elle  ren- 
contre* Dans  le  trajet  que  nous  avons  fait  faire 
à  la  Ligne  CD,  nous  l'avons  vue  dans  toutes  les 
fituatlons  où  elle  peut  être  oblique ,  &  plus  ou 
moins  oblique  >  iur  les  deux  parties  dç  ta  Ligne 
horizontale^ 

D^un  Points  comme  D ,  d^s  ia  Ligne  AB ,  Fif.^. 6:7; 

wn  ne  peut  élever  quune  feule  Perpendiculaire*^ 
ou  y  ce  qui  eft  la  même  cho^  :  d  un  Points  eom* 
me  C  y  hfiTs  U  Ligne  AB ,  en  ne  peut  aUaiJfer 
quune  feuk  Perpendiculaire^ 

Car  dans  X\m  &  dans  Tautre  cas  >  il  faut  que 
la  Perpendiculaire  foit  également  diftante  des 
deux  parties  de  la  Ligne  horizontale  qu'elle  fë- 
pare  au  Point  D.  Or ,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit  >  ce  jufte  milieu  eft  unique  &  indivifible.  Il 
faut  donc  que  tous  les  Points  de  la  perpendicu* 
laire  y  foiënt  exaâ:ement  placés.  Donc  toute 
autre  perpendiculaire  que  l  on  voudroit  abbaif- 
iêr  4ui  Point  C ,  ou  élever  du  Point  D ,  pa^eroit 
néceffairement  par  la  routç  DC>j&  cpuvriroiif. 
f  X^âiçipent  ççççe  Ligne, 


t6  GEOMETRIE  MeTAKIYSIQUE. 

Il  eft  évi<ient  au  contraire  >  que  d»  Peint  ZH 

hvr.  I.    dans  U  Ligne  AB  on  peut  élever;  &  que  dm  Point 

Chap.  I.   £  ijf^j  i^  Ligne  AB  on  Veut  abbaijfer  étutank 

^'  '       itObUaues  ifu  tm  jugera  a  propos^ 

^'  ^*  Il  eft  encore  évident ,  que  i  Obliquité  de  ce^ 

lignes  élevées  ou  al^baijfées  dtpend  de  Leur  éloi^ 

gnement  de  la  Perpendiculaire  ;  que  lesplm  éloir-> 

.  gnées  y  font  les  plus  obliques  ;  les  moins  éloignées  ^ 

moins  obliques  ^  &  les  également  éloignées ,,  éga-* 

lement  obliques. 

Remarquons  néanmoins  que  dans  ce  derf^ier 
cas ,  les  également  inclinées  partant  dun  mime- 
Point  ,  doivent  avoir  leur  Obliquité  de  cotés  dif- 
férens.  Car  pour  être  également  inclinées»  il  faue 
qu'elles  s'éloignent  également  de  la  Perpendi- 
culaire*, ce  q^i  ne  (è  peut  faire  du  même  côté. 

Hg*  7*  De  toutes  lès  Lignes  que  ton  peut  abbaijfer  du. 
Point  Cjur  f  horizontale  AB^  la  Perpendiculaires 
efi  U  pbés  courte  y  ItJ  phtt  obliques  font  les  plus: 
longues ,  ^  les  égMement  obliques  font  égales^ 
Car  il  eft  évident  que  la  Perpendiculaire  tom- 
be direâement  fuie  Thorizontale  fans  sécarter 
ni  à  droite  ni  à  gauche  >  &  que  les  Obliques  au» 
contraire  ne  parviennent  fur  Thorizontale  qu  en 
s'écartant  plus  ou  moins.  Donc  le  plus  court  che<* 
min  pour  arriver  du  Point  C  fur  la  Ligne  AB  % 
eft  tracé  par  la  Perpendiculaire^  Ztoncs^  &ç«. 

Comparai-  -L*A  comparaifoii  que  nous  allons^  fèîre  m^nte- 
fondcsPo-  '^^nt  de  la  fituation  parallèle  avec  la.perpendî- 
filions  pcr-  culaite  fitToblique,  répandra  de  nouvelles  1»^ 
pcndicolai-  miercs  fuiL  cette  véfité* 
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Soient  FG  Parallèle  à  AB  :  CD  Perpencficu- 


laire  auffi  fur  AB  -,  &  CE  Oblique.  I.I  v.  l. 

Du  Point  C  partent  trois  Lignes  CG,  CD,  Cha*.I. 

CE,  dont  la  Direâion  eft  déterminée  par  le  fe-      ^ 
cond  Point  qui  fiiit  C  immédiatement.  ^^  ^  ®W*- 

La  première  Direâion  qui  ya  vers  G  eft  pré-  Jl"^*  *^J:^ 
cifëment  la  même  que  celle  de  AB ,  à  la  diftance  ^^  ^*^*  ^ 
près.  De  forte  que  fi  CétoittranfportéenD,  le,  pig.  i» 

{)remier  Point  qui  fiiit  C  fe  confondroit  avec  cc- 
ui  qui  fuit  D  *,  &  ainfi  des  autres  Points  fiibié- 
quens.  Ceft  cette  identité  de  Dire<^on  qui  for- . 
me  le  Parallélifme  des  deux  Dgiies. 

Dans  la  Perpendiculaire  CD ,  le  premier  Point 
qui  fuit  C  eft  précifément  au-defTous,  en  s*é.car- 
tant  autant  qu'il  eft  poilibie  de  la  Diredlion  pa- 
rallèle qui  va  vers  G  ou  vers  F,  Ce  fecond  Point, 
tend  donc  uniquement  à  s'avancer  vers  la  Ligne 
AB ,  fans  qu  on  y  puiffe  tendre  plus  direâe- 
ment. 

Dans  roblique  CE ,  le  iecond  Point  n*eft  p^ 
immédiatement  au-deflbus  de  C  :  il  n  eft  pas  non 
plus  à  coté  ',  mais  entre  les  deux.  U  forme  donc . 
une  nouvelle  Diredion  qui  tient  plus  oj;i  moins  / 
de  la  Direâion  parallèle  &  de  la  perpendicu- 
laire. Cette  nouvelle  Diredion  tend  en  même 
tems  vers  G  &  vers  D^  &  çonçwne  il  eft  impoflS- . 
ble  qu*eile  parvienne  en  G  ou  en  D ,  elle  iuivra 
une  route  intermédiaire  qui  la  conduira  Sm  le 
Ligne  AB ,  entre  D  &  B» 

l^E  cette  comparai/on  xles  trois  fîtuations ,  il 
réfulte  plufîeurs  vérités  importantes ,  qui  n  ont . 
prefc^ue  befoin  <jue  d  être  pcppoiëcs* 


I. 

Liv.  I.        Une  JLigm  ftrPtndicuUirtfkr  une  des  mital^ 
Chap.  L  icles^  tefiAHjfijkr  Contre. 

$•  I-  Nous  venons  de  voir  que  CD  n'eft  perpcndi* 

^^  '  culaire  fiir  AB ,  que  parceque  (à  Diredion  s'é- 
carte également  de  la  Direâion  parallèle  qui  va. 
vers  G  &  vers  F.  ]>onç  DC.çft:  autflî  perpencUr 
culairç  fur  FG^. 

Une:  Ligne  oblique  tirée  entre  Paralteles  ejt 
êgakmtnt  inclinée  Jur  Sune  &Jur  t outre ,  méiis^ 
en  digèrent  fens. 

Car  la  Direâion  dfes  deux  Parallèles  étant 
ab/blumenc  la  même  à  la  diftançe  près ,  il  eft* 
impoffible  que  ^Oblique  CE  ne  foit  pas  autant 
inclinée  fur  la  Parallèle  FG  qu  elle  l*feft  fur  ^a.Pa^ 
rallele  AB. 

Mais  Tinclinaiion  change  de  côté ,  parce  que 
fi  CE  eft  panchée  à  gauche  fur  AB ,  elle  doit  être 
panchéeà  droite  fiir  la  Parallèle  fupérieui^e.  La 
même  raifon  qui  luî  fait  regarder  la  partie  AB 
de  la  Ligne  AB ,  lui  doit  faire  regard|er  ta  partie^ 
CG  de  la  Ligne  FG. 

De  toutes  les  lignes  ^fte  ton  ftut  tirer  it une 
Paralkk  à-  faHtroytkrPerfendi^ilairet  efi  la  flm 
courte ,  lés  également  obliques  fint  épates ,  &  ta 
^lus  oblique  eft  la  plus  longue* 
^%-  *•  La  Parallèle  FG  ne  peut  jamais  arriver  fur  ABi 
fAt-elle  prolongée  à  l'infini.  Donc  glus  une  Ligne 
tiendra  de  la  Dtreâlon  paraUcle ,  &  plus  elle 
aura  de  chemin  à  faire  pour  parvenir  uir  la  Pa^ 
caUele  inférieure,  Dopc  la  plus,  oblique,  fera  li> 
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plus  longue  :  donc  les  égalemenc  obliques  fê- 
xonc  égales  '^  ààùc  la  PerpendiiCukdre  ouï  ne    I-xv»  !• 
«lent  rien  du  tout  de  la  Direâion  parallèle  >  &  Chap.  l 
oui  ne  tend  uniquement  que  vers  la  Ligne  ÀB,      *' 
'fera  la  plus  courte  Ligne  que  Ton puine tirer 
4'une  Parallèle  k  Tautre» 

Cette  .propriété  de  la  Perpendiculaire  eft  fi 
icsfpftMp  %  que  les  comœençans  font  tentés  de 
regarder  cette  Ligne  comme  la  /êule  droite.^ 
Se  roblique,  comme  une  eipéce  de  Courbe* 
Tout  n'eft  pas  faux  dans  cette  erreur.  Car  la  Per- 
pendiculaire a  beaucoup  du  caraâere  de  la 
ligne  droite*,  &  TOblique,  de  la  Ligne  courbe. 

£n  confidérant  la  Ligne  AB  comme  vn  ieul  Fig.  ?•  *  *ç 
objet,  on  voit  que  û  1  on  ne  peut  tirer  qu'une 
lêule  Ligne  droite  d*!^  Point  à  un  autre,  on 
ne  peut  aulCabbaifler  qu'une  iêule  Perpendicu- 
laire du  Point  C  iur  la  Ligne  AB9  8c  que  fi  la 
Xigoe  droite  eft  la  plus  courte  que  l'on  puifie 
'tlriCr  d W  Point  à  un  autre  >  là  Perpendiculaire 
e^  auffi  la  plus  courte  qu  on  puifle  abbaifièr  du 
Point  CfiirAB. 

D'un  autre  côté ,  comme  d^un  Point  à  un  fil- 
tré ^  on  peut  tirer  jplufîeucs  Courbes»  dont  la 
plus  courbe  eft  la  plus  longqe  ;  on  peut  «uŒ,  du 
Point  C  4irer  pluheurs  Obliquer  uir  AB ,  dont 
la  plus  longue  lera  la  plus  oblique. 

La  Perpçaidiculaire  eft  donc  la  droite  par  ez« 
cellence  ;  &  l'Oblique,  quoique')CJh:oire,  a  les  qua- 
lités de  la  courbe ,  relativenient  à  la  Ligne  AB. 

La  PirpendicuUén  efi  U  mefin  ixaUc  dt  U 
Sfiançî  ii  Jknx  ParalMcs^ 
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•  Car  la  mefûre  de  la  diftance  d'un  Point  àî  Utt 
liv.  î.    autre ,  eft  la  Ligne  droite ,  comme  étant  le  plus 

•Chap.  1.  ^ourt  chemin.  On  mefùreroit  mal  cette  diftance 
^'  *  par  une  Courbe  qui  peut  varier  à  rinfinî.  Dont', 
puifque  la  perpendiculaire  eft  la  plus  courte 
Ligne  que  ronjuifle  tirer  d'une  PafâUele  à  fau- 
iit  9&  que  les  Ôblioues  peuvent  varier  dans  leur 
Longueur  à  Finfini,  la  Perpendiculaire  eft  la  feule 
«Vraie  mefûrè  aeTeïpacé  parallèle.  r 

,':'.■'  .  >         -  -    '     ■       •  i 

-'  Dptx  Lignes  Hrpendiculaires  \  dans  wt  ejl^ 
face  farallele  i'fhjït  êtUs-mêmes  faralteles.  .  , 
Fig.  8.  :  Car  il  eft  évident  que' fi  Ton  fait  aVancfer^CD 
^^  '  '  yets  LM  auflî  Perpendiculaire ,  en  '  coiffetvant 
touîours  à  CD  la  firuanôn  perpendiculaire ,  Ife 
Point  C  arrivera  Ibt'J:' en  même  tèms  que  D 
for  M.-  Car  fi  toutes  les  deux  partaht  du  Poiht  L 
xietonièoient  pas  for  ^<  ,^|*line  feroît  oblique ,  & 
raiitre  perpendiculaire  :  be  qui  ferqit  contre  la 
luppofition»  Dont  dans'îeur  première  fi't'uatibn 

îihtetvaHe  CL'étoit  égal- à  DM. 'j  "  ■[ 

De  même  :  Dç/^x  Lignes  également  oiliques 

éntf^é' ParallèleJr  }Jfohraiip  parallèles ,  ' fàùirvîtquç 

Heur  incUnaifin  Joît^'dù [même  fénsJ   .^      '  ^ 
'  Gai^u  moyen  de^régâlité  de  hncïinairôri  des 

deùi  obliques  CE ,  LN ,  Rntervaïle'  DE  eft  é^al 

à  MN.  Dpnè  Ct^  égale  CL. 
On  peut  prbjpôièreèsVéricé^'d'ùhè  manière 

encore  plus  générale  &  pitis  luhiïnéirfe.f  ; 

•  Deux  PerpendituUïres  literies  Juf  une  Lfgnc 
horiz^ontale  finf  néce^aifement  parallèle/.    , 

^  Car  fi.  ces  Lignés  n'étoié^t  pas  pârâlîele^s,*  el- 
les  fe  rencontreroient  en  un  Poinr^létaat  foffi-^ 
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jfiimmœt  prolongées.  Il  (èroit  donc  vrai  de  dire 
ique  d'un  Point  1  on  pourroit  abbaiilèr  deux     Liv.  I. 
Perpendiculsdres  Cm  une  Ligne  horizontale  s  et  ^^ap,  I. 
qui  eft  abfiirde.  *•  ^ 

De  mâne:  Denx  é^Mlement  iAUijues  en  même 
fens^  iUvUs  fur  une  Ligne  horizjontsle  ^fent  né- 
€effairemene  pdralUkr* 

Car  &  c&s  Lignes  n  étoient  pas  paralleie^  >  en 
les  prolongeant  réelles  k  rencontreroient  en  uh 
Bqîiii  l:fl^  abbaîfimtMtine  Perpendiculaire,j  on 
verroit  deux  Lignes  également  obliques  en  mê- 
ine  iêns  partir  du  même  Point ,  &  k  rendre  (ùr 
l'horizontale  >  plus  éloignées  Tune  que  l'autre 
du  Point  oà  tombe  la  Perpendiculaire. 
' .  Il,  n'eft  pas  befbin  de  prouver  que  (feux  égiBi* 
lement  obliques  en  i(êns  contraires  ,  ne  ibnc 
|ioinc  paratleles.  Il  eft  évident  que  ces  Ligne» 
tendent  mutuellement  k  {e  rencontrer  en  un 
Point.  ^ 

•  6.  ^   ^ 

"  Lerfyiimne  Ligne  dmte  enxoiàpe  tuèé  (eiitre\ 
tUe  ne  change  pas  de  Dire^n.  -'  ^  • 

:■'  "ÇoioA&coupée  au  Point^D  par  la  Perpendir   %•  9i| 
culâirei  CE;  &  au  Point  G  par  1  ôbliqiie  LM.  La 

ÏartieDË^ft  autant  perpendiculaire  (uf  AB,quë 
i  f^tie  GD  ^  Se  ia  partie  GM  autant  oblique; 
que  la  partie  LG.  Il  faut  feulettient  obftr^ër  que 
rObiiqiBté  change' de  côté  dans  Tinrbfftâiôn; 
c'èft-^à-dire^  que  ula  partie  LG  eft  inclinée  ^  gau- 
che aukcfe(Kis  de  la  Ligne  horizontale, la  pisirtie 
GM  fera  Inclinée  à  droite  :au-deflbus  de  laiyS^ 
!        i&€fLigne«  -  * 

f  £t  comme  k$  PMratldies  ont  la  meète  Direct 
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cion,  &  deux  Paralldes^  on  un  plus  grandnombr^ 

Lit.  I.    font  coupées  par  la  Perpenaiculaire  CE  &  par 

Chap.  I.  l'Oblique  LM ,  ces  deux  dernières  Lignes  coni- 

^  ^^'      fcrveront  la  même  raifbn  de  Perpendiculaticé 

&  d'Obliquité ,  foie  au-dèflus^  foie  au'-deilbus , 

^c  dans  les  espaces,  parallèles  s  en  obfêrvant 

toujours  que  rinclinaiion  des  Obliques  chaitge 

de  CQté  dans  les  incerfeétioQS  &  dsms  chaque 

^ace  parallèle.  .     , 


tm 


.,^  ■    |.    II.  :  ■   ■',■■■■■''      [ 

lÈS    ANQIÈS.  ;  . 

/ 

L^-Af^h  eft  Vûmfirtm^  dèdeuxLigÉnsqiliJi 
rfncamtrem  en  un  fàint.  Ainfi  ce  ^ue  nou( 
avons,  dit  daos  le  Pàtagraphiâf  précédent  fùr^ia 
rencontre,  des  Ligtifis  i^ous  s^onduit  à  confidérer 
TAngle,  qui  en  eft  le  réfultatv 

Les  deux  Lignes  qui  ibrment  TAngle ,  en  ^nt 
les  CSféf^^o^  les  i^m^^/i\&ble  Point  qui  les  réu* 
lutteneftleS^in^/.^OtiUv/'Wiir/f»  . 

hQrÇfmmet  n'eil  qu\in  ..Poincy  >&:iioti:  pas 
TAngte.  Il  faiM:  f^!^  4eb,ce,9otoc  parlent  deux 
lignjss  ^lon  dçiux  Dire^ions.  différentes  ^  Se 
qù  el|^  ^'^caricent  1  une  de  raùtiie  à  mefure  qu  et 
les;i9j^;^rt>longée$L    ^ 

.  Cette,  première  notion  deTArigle  Eût  com-^ 
prendre  aifènient  que  (iigi^^ndetur  ou  ùi  ^etictife 
XÈ&àkpenà  en  aucune  forte  de  la  longueur  ou  de 
la  bçiéve^^  d^s  Cpités*  Un  très-grand  Ang^e  peut 
être  iformé  par  des  Lignes  très-petites  v&  loa 
peuc^  prolonger  à  TidlàKle^  Cotés  d'un  très- 

petit 


z 


X>E  lA  Ligne  d&oiti^  ^ï 

^tit  Angle ,  fans  qu  il  change  de  nature.  Ceft 
dans  le  fond  de  l'Ange  qu'il  faut  dd(cendre  pouf    Liy .  L 
làific  l'origine  de  l'ouverture  des  Lignes*,  car  .^hàp.  U 
c  eft-Ià  que  TAngle  k  forme  &  iê  détermine  im-      ^  ^^' 
nuablement. 

Je  iumotc  trois  l^oînts  A  >  Ë  >  C  tangés  ïân^ 
intervalle  en  Ligne  droite ,  &  par  conféquent 
me  fâifânt  point  Angle.  Si  le  Point  A  fè  dérange 
tant  ibit  peu  de  cette  première  Direâion ,  fans 
quitter  le  Point  B ,  c'eft  alors  que  l'Angle  eft  For- 
mé. Alors  commencent  les  Direâ:ions  obliques» 
ui  fe  continuent  jufqu  à  ce  que  le  Point  A^  dans 
i)n  circuit  autour  du  Point  B  >  arrive  en  un  lieu 
également  diftant  de  la  place  quH  occUpoit  d'a- 
bord ,  &  de  celle  qu^occupe  le  Point  C  Dans 
cette  situation  les  Points  A  &  B  forment  une 
Direction  perpendiculaire.  Les  Direâions  obli- 
ques recommencent  lorlque  A  delcend  vers  C  % 
|ufqu'à  ce  que  ces  deux  Points  étant  confondus  ^ 
il  n  jr  ait  plus  d'Angle. 

On  peut  le  rendre  fenfîble  le  jeu  des  trois 
Points  avec  un  compas  ordinaicè.  Ouvrez  ^  le 
d'abord  de  telle  façon  qu'il  forme  une  Ligne 
droite.  Les  deux  Pointes  feront  A  &  C^t  &  là 
charnière  fera  B.  Tenez  la  jambe  BC  fermement 
appttyée  fur  un  Plan  horizontal  :  enllilte  relevez 
peu  i  peu  la  jambe  AB.  Vous  verrez  toutes  les 
Dire<5ûons  obliques ,  la  fituation  jiirpendiculai* 
re ,  &  cous  les  écartemens  que  peuvent  avoir  , 
deux  Lignes  qui  Ce  rencontrent  en  un  Point* 

Tous  ces  écartemens  le  réduifent  à  deux ,  le 
|>erpendiculaire  &  f  oblique*  Il  y  a  donc  aulll 
en  général  deux  fortes  d'Angles ,  fçavoir  l'Angle 

C  > 
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perpendiculaire  ou  droit  »  &  l'Angle  ifbliqftt^ 

Liv.  ï*        L* Angle  droit  eft  formé  pair  là  pofitiofi  per- 

t:HAp,  ï,  pendiculdire  de  deux  Lignes.  N^6  avons  ex- 

«  '  ^\o    V^^^  ^^^  le  Paragraphe  précédent  pourquoi 

^'    ^*   la  Perpendiculaire  étoit  regardée  comme  là 

droite  par  excellence* 

L'Angle  oblique  eft  formé  pat  ïa  pofitioii 
oblique  de  deux  Lignes*  Mais  comme  ^cett^ 
Obliquité  peut  confifter  en  t:^  <jue  louv^rtute 
des  deux  Lignes  eft  moindre  ou  plus  grande^^fOé 
i'ouverture  perpendiculairç ,  nous  diftingueroni; 
auffi  deux  fortes  d'Angles  obliques ,  VAign ,  for* 
mé  par  une  ouverture  de  Lignes  moîndtè  ^e 
rouvettar e  perpendiculaire  •,  &  YOhtm ,  fottèié 
jpar  unie  caiverture  plus  grande. 

L'Angle  droit  eft.  toujours  uniforme ,  &  ne 
peut  être  plus  ou  moins  droit  \  parce  que  !fc* 
Perpendiculaîres'qui  le  forment ,  ne  peuvent  être 
plus  ôû  moins  'perpendicul^res.  Les  Afig^ 
obliques  au  contraire  peuvent  "être  plus  ott 
I  moins  aigus ,  plus  ou  motms  obttis  -,  psûrce  <]ue 
l'obliquité  des  Lignes  peut  augmenter  ou  di*- 
minuer  à  l'infini. 

Ces  principes  étant  étâbfis ,  les  PropcyfitionS 
de  Géométrie fiir les Anglesne demandent pref» 
^ue  aucune  dlfeuâron. 

Une  Ligne  rencontrant  une  autre  Ligne  ent» 
Tes  extrémités ,  forme  deux  Angles ,  qu'on  ap* 
pelle  Angles  de  fuite  j  &  ces  deux  Angles  font 
toujours  égaux  à  deux  Angles  droits. 
Hg.  iT,  Car  la  Ligne. CD  fera  perpendiculaire  ou 

oblique  fur  la  Ligne  AB,  ' 


Si  CD  eft  perpendiculaire ,  elle  forme  nir 
AB  de  part  &  d'autre  un  As^  droit*  J;^^-  ^* 

Sî  CD  eft  oblique,  elle  faxipera  4  W  coté  ^^^J  '^ 
tin  Angle  aigu ,  ic  de  Tautre  un  Angle  obcui»     ' 
Or  il  eft  hi^kttt  que  ce$  deux  Anglea  iSant  com-  * 
pris  dans  la  capacité  des  deux  drc^ts ,  font  égaux 
à  ceur-ci.  Ce  que  l'Angle  aigu  cDB  a  de  moins 
que  le  droit ,  c'eft  le  petit  Angle  cDC  t  &  ce  mê- 
me petit  Angle  cDC ,  eft  ce  qfic  l'Dbcus  cDA  a 
de  plus  que  le  droit»  Par  conféqueuc  fi  i  on  ôte      • 
à  l'Ange  obtus  te  iqpi'il  a  de  trop ,  pour  le 
joifidre  à  T Angle  aigu ,  les  deux  Angles  devien- 
dront égaux  8c  droite  Donc  ils  étoient  égaux 
à  deux  droits^ 

U  fuit  de-Ià  que  û  du  Point  D  de  la  tispc  AB^ 
en  éière  des  deux  câtés  de  la  Perpcnmculaire 
durant  de  Lignes  obliquesque  1 00  voudra  »  cous 
lea  Angles  formés  par  ces  Làgot»  équivaudront  . 
4  deux  droits^  putfqu'ib  iôat  compris  daiv  Ist 
capacité  des  detuc  An^jles  drçîGs  fbcniés  p^  la 
Perpendiculaire  CD» 

Il  eft  néceftaire  d'airertir  ici  qu  on  appeile 
CûmfUmtm  d'un  Aiig^^  l'Ao^  aigu  qu'il  faut 
ajouter  à  un  autre  Angle  ^gu^  pour  que  çdyA- 
ci  (bit  égal  à  un  droit  \  &  qu  on  appelle  Suf^ 
pUment^  i'Angle  aigu  «ju'ii  faot  sqouter  à  un 
Angle  obtus ,  pour  que  cduî^di  vaille  deux  An- 
^l^<lroit&  Ainfi  le  petit  An^  iDC  eft  le  Ccm-  p}g,  14, 
fkmtm  éè  l'Angle  fiD£^  parceou'il  s'en  faut 

Îréoiiément  la  valeur  de  hsopi  ^  que  i' autre  ne  ibit 
gai  À  un  Angle  droit»  De  même  l'Angle  BDE 
aigu  ^ft  le  SufpUment  de  l'obtus  ADE  ;  parce- 
que  Tobtus  joint  à  Taigu  a  la  valeur  de  4{?ux 
Angles  droits,  C  ij 


2. 


Lit.  I.        VntlÀgntJtnkt^  €mc9ufépnuncémmLign€ 
^HAP.  I.  4mti^  forme  4p$s0rc  jingics^  qui  fris  tnfinSu  ^ 

^'  ^'      fint  igâux  k  quatre  Angles  droits. 
Fig.  li  •  &:     Si  k  Sécante  eft  perpendiculaire ,  elle  forme 
<x«  quatre  Angles  droits» 

Si  la  Sécante  eft  obfiqiie  >  elle  forme  deux 
Angles  de  iiûte,  au^deflîis  de  l'horizontale  AB, 
'&  deux  au^eflbus. 
i^;.  *t  3  •  D'où  il  liiit  que  fi  plofîeurs  Sécantes  coupftnt 
f  horizontale  AB  au  Point  D,  tous  les  Ailles 
formés  par  ces  Sécantes  équivalent  à  quatre  An- 
gles droits,  puisqu'ils  (ont  renfermes  dans  la 
capacité  des  quatre  Angles  de  fiiite  formés  par 
une  feule  Sécante. 

Il  faut  remarquer  que  tous  ces  Angles  ont  le 
Point  D  pour  Sommet  conmiun  :  d'où  il  réfîilte, 
Hg.  13.  nfiCyfiaun  Point  marqué  jkr  un  Plan ,  on  tiro  dos 
Lignes  droites  dans  toutes  les  DireStions  foffi^ 
htes^  tous  les  AngUs  formés  far  ces  Lignesfint 
égaux  à  quatre  Angles  droits. 

•    .  3-    / 

Des  quatre  Angles  formés  far  tinterpsSHon  de 

-deux  Lignes  »  ceux  qui  font  offofes  far  le  Som* 

'Vnet  font  égaux. 

Fig.  II.  de     11  n'y  a  pas  de  dffîculté  fi  la  Sécante  eft. pcr- 

^^'  pendiculairè.   Si  la  Sécante  eft  oblique  ^  ion 

Obliquité  au-deffbus  de  l'horizontale  eft  la  jné- 

me  qu'au-deflùs^  éi  ce  n'eft  quelle  change  de 

côté.  La  Sécante ,  qui  s'approche  de  l'horizon* 

cale  au-deflus  du  coxh  droite  s'en  approche  au- 

4:anc  au-delTous  du  côté  gauche  \  &  la  même 

Sécante  qui  s'éloigne  au-deiliis  de  Thorizôntale 


Liv.  I^ 

Chap.  I^ 

$.  IL, 


Fig.  hy* 


I>I  hA  LiGNt  Blt^OlTR  J7 

<ki  côté  gauche ,  s'en  éloigne  autant  au-deflbus 
dacôté  droit.  Donc  L'Aigu  eft  égal  àFAiguop- 
pofé  i  &  rObtus  à  rObtus*. 

4- 
S$  d^un  Fiant  dtêne. Parallèle  oitabbaife  une- 

Ligne  droite  fur  Loutre  Parallèle  »  les  quatre, 
jânghs  qœ  uttt  Ligne,  firmei  dans  tenace  pa- 
rallèle fint  égaux  à-,  quatn.  cingles  droits* 

Cette  Dgne  formera  quatre  Angles  droits,,    Fig.  i;» 
û  elle  èft  perpencficulaire.  Si  elle  eft  oblique  >, 
elle:  formera  deux  Angles  de  iùite  fur  la  Paral- 
lèle (upérieure  >.&  aytanç  fur  Djiférieure. 

Des  qtêatr$'Angks fermés  far  uneLigne  qui  tra-^ 
t^erfi  fejpace  parallèle^  les  Alternes  fontegaïax^ 

On  appelle  Angles  alternes  >  celui  qui  efl  fîir 
la  Parallèle  d  en-haut ,  &  celui  qui  eft  fur  la  Pa- 
rallèle d  en-ba%  en  iêriis  oppolé.  Tels^  font  lea 
Angles  0  &  p ,  X  &  n 

I;es  quatre  Angks^£>oc  droits,  lorfque  la  Li- 
gne traveriànte  eft.perpendiculaire.  ^ 

Loribu^Uë  eft  oblique  »  elle  a  Ja  même  incli- 
naiibn .  lur  la.-  Parallèle  fupérieure.  &.  (ur  l'infé- 
rieure, mais  en  lens  différente.  Donc  l'Aigu  eft 
égal  à  l'Aiga  oppolé  $.&  l'Obtus  àrohtus,. 

Des  quatreu  Angles  formés- par  la  Ligne  qui 
pra^j:rfe  tenace  parallèle ,  It^  deux  internes , 
çefi'àfdire ,  ceux  qui.fint  du  même  coté  de  la  Li-i 
gne  tra3fexfwtey.o  &i  ty^ou  bien  s  (tp,,-fint 
égaux  à^{U0x^droits. 

Car  s  Sco  (buts  Apgle&dç  iùite' égaux  à  deux 
droits  X  de  mcme  que  ^  &  it;  Or  les  Alternes  o  & 

e  iij 


Kg-ï^i 


p^s&t  font  égaux.  Donc  pour  faire  la  valeur 

Lxv.  I.    de  deux  Angles  droits,  il  eft  égal  de  |oindre  à 

Chap.  I.   t^pono^Scde  joindre à^^ > i^ ou /* 
$.  II.  j^ 

Vm  Ligne  qui  coupe  deux  ParalUks ,  firmtt 
huit  Angles  égaux  à  huit  droits^ 
Flg:.  x^.  Sçavoir ,  huit  Andes  droits,  (î  la  Sécante  eft 
perpendiculaire  i  &Tôrfou  elle  eft  oblique  >  deux 
Angles  de  fuite  au-demis  de  la  Parallèle  Supé- 
rieure, deux  au-defTous  -,  &  de  même  deux  An- 
gles de  fuite  au-deflu&de  la  Parallèle  inférieures 
&  deux  au-delTous. 

Et  comme  TObliquité  de  la  Sécante  eft  tou* 
fours  la  même  >  Jk  que  feulement  elie  change  de 
côté ,  à  chaque  Parallèle  qu*elle  traverfe ,  il  eft 
manifefte  que  des  huit  Angles  qu'elle  forme,  les 
quatre  aigus  {bac  égaux  entr^eux ,,  ainfi  que  les 
Quatre  obtus»  • 

Lor/qHune.  Ligne  ecupe  deux  Pàrsttetes  ^  tAf>^ 
gU  externe  efitoufours  égal  afin  oppop  interne*. 
H^if.  t€^  On  appelle  Angle  externe  celui  que  forme  la 
Sécante  au-defïiis  de  la  Parallèle  iupérieure>  & 
atT-deflTous  de  l'inférieure.  Ainfî  loriqu  une  Sé- 
cante traverfe  deux  Parallèles ,.  des  huit  Angles 
qu'elle  forme,  il  y  en  a  quatre  externes  &  qua- 
tre internes^  Or  chaque  externe  eft  égal ,  non  à 
l'interne  contigu  (  ce  qui  n'arrive  que  lorfijue  W 
Sécante  eft  perpendiculaire  )•,  mais  à  (on  interne 
ôppofé.  k^fx  h  ^dia\ey  S^^*  ^^  les  deux 
Parallèles ,  étant  égalenient  inclinées  (at  la  Se** 
cante ,  forment  des  Angles  égaux  dans  te  Hiê* 
me  fens>  1^  Se  fk  droite  x  b&  dï  gauche  k£ 
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Se  f  à  gauche  de  Tautre  côté»  a.  Sce  à  droite. 

De  jp«i$  b  8çd  An^es  de  faite  font  égaux  à    Liv.  i. 
deux  <kom  i^Scf  Angles  internes  font  aufli  C^ap.  xu 
égaux  à  dieux  droits^  Donc  TAngle  dfert  defup-     ?*^  *•* 
pîément  à  TAngle  k  &  à  l'Angle /.  Or  deux  An- 
gles dont  le  fiij^lcment.efl;le  n^me,  font  égaux 

cntt  eux^ 

U  eft  aifé dedétermkier  par  lesmèxies prin- 
cipe$  ».  ce  <jui  dok  arriver,  lorlquùne  Sécante 
coupe  trois  ParaUeles >lor Quelle  en  coupe quar 
tre  >  ou*  tel  autre  nombre  que  Ton  voudra. 


CHAFITILE  n. 

IXE  LA  LIGNE  CIRCULAIRE, 

Et  d^s  Portions  ok  lOirLignt  droite  J^tu  être  X 
[égard  de,  cette  Cmrhe*. 

T^TOus  eonfidèron«  îcila  Ligne  cîrculaîre,  ou 
XV  Circcoiférence  duXercle  >  moins  comme 
ta  borne  d^ie  Figure  plane,  que  comme  une 
Courbe  dont  il.  faut  examiner  laformation ,  & 
les  rapports  qu'elle  a  avec  certaines  Lignes  droir 
tes  qui  lut  appartiennent  en-quelque  forte*    ' 


lORMATlON  DE  J-A  LIGNE  CmCULAIRl. 

T  A.Liffie cmuUin  pfkCirQQnfirence de  Cerçlç 
^efi:  une  Ligne  courbe ,  dont  mu  Lej  Pointjfinf 
ég^dcMfiflteioigne/  abia  J^oint  quon  affelleÇemxe^ 

C  te 


'4©  Géométrie  Mëtaphtsique. 

RâppeQons-nous  ici  ce  que  nous  avons  défa 

Liv.  I.    établi  au  commencement  de  ce  Livre  fiir  la  for- 

Chap.  II.  mation  des  Lignes.  Nous  avons  prouvé  »  i*l  que 

^'  ^      toute  Ligne  tan»  droite  que  courbe  doit  néceP 

iairement  commencer  par  deux  Points  placés 

Tun  auprès  de  Tautre  fans  intervalle^ 

z**.  Que  les  deux  premiers  Pokuane  décident 
pas  de  la  Re<^tude  ou  de  îa  Courbure  de  la 
Ligne  V  &  que  par  conféquent  ceft  le  troifiémc 
Point  qui  détermine  (a  nature. 

}**.  Enfin ,  que  fi  le  troifiéme  Point  eft  placé 
dans  la  même  Direction  que  les  deux  premiers  s. 
la  Ligne  eft  déterminée  aroite  ;  &  courbe ,  fi  le 
troifieme  Point  forme  une  nouvelle  Oireâioa 
différente  de  la  première. 

If  faut  ajouter  îcî  queles  trois  premiers  Points- 

3ui  décident  de  la  Courbure  d'une  Ligne,  ne 
éterminent  point  Tefpece  de  Courbure  qu'elle 
aura  d^s  fon  prolongement.  Car  la  pofition  dut 
troifieme  Point  ne  fait  que  changer  la  Dite(Sliori 
des  deux  premiers ,  ce  qui  eft  eflèntiel  à  toute 
Ligne  courbe*  Toutes  les  Courbes  f^oientdonc 
de  la  même  elpece,  fi  la  po/kion  des  trois  pre« 
miers  Points  en  déierminok  la  nature..  Ceft 
donc  la  pofieion  du  quatrième  Point ,  ou ,  ce  qui 
levient  aameme  y  c'eft  la  manière  donc  la  troi* 
fiéme  Diredion  s'écarte  de  la  féconde ,  qui  dé* 
cidè  de  Te/pece  particulière  de  la  Cdurbe* 

Si  cette  troifieme  Diredioji  s'éparte  de  la  fe- 
conde^dans  la  même  raifon  précifôment  que 
ccllè-ci  s*eft  écartée  de  h.  première,  k  Courbe 
eft  détermmée  circulaire ,  &  d'une  parfaite  ré- 
{ulatîcé«  Pour  continuer  la  Ligne>  il  faut  a|ou^ 
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ter  Points  fur  Points ,  &  qu'à  chaque  nouveau 
Point ,  la  Dircétion  change  en  même  raifbn  que     Liv.  I. 
les  précédentes.  On  conçoit  alors  que  la  Courbe  ^*^'j  ^* 
tournant  uniformément  autour  d'un  Point  cen- 
tral >  toujours  à  égale  diftance ,  viendra  rejoindre 
enfin  le  premier  Point  d'où  elle  eft  partie. 

Mais  fi  le  quatrième  Pdint  forme  une  troîfié- 
me  Dircdion  qui  s'écarte  de  la.  féconde  >  autre- 
ment que  celle-ci  s'eft  écartée  de  la  première  » 
c'eft  le  commencement  d'une  Courbe  différen- 
te de  la  circulaire.  Quelle  fera  cette  Cpurbeî 
C'eft  ce  qu*on  ne  peut  décider  qu'en  ajoutant 
d'autres  conditions  plus  particulières.  Car  la  dit 
férence  de  raifons  peut  varier  à  Tinfini  :  au  lieu 
que  Tidentité  feule  eft  fimple  &  unique.  Mais  il 
cft  inutile  d'entrer  dans  cette  ^Théorie.  Nous 
n'avons  befein  que  delà  Courbe  circulaire>  dont 
Il  s'agir  de  développer  de  plus  en  plus  la  forma- 
tion. 

Les  trois  premiers  Points  de  la  Dgne  circii- 
laîre  forment  deux  Dîrcftîons  obliques  l'une  fur 
l'autre ,  d'où  réfelte  un  Angle  obtus ,  dont  le 
fcpplément  eft  un  Angle  aigu  formé  par  la  fe^ 
conde  Dirçâfeion  &  par  le  prolongement  de  la 
première. 

Cet  Angle  obtus  Teft  infînîment  »  &  le  fîmplé* 
ment  eft  infiniment  aigu,  c'eft-à-dire,  queiOb- 
tus  diffère  infiniment  peu  de  la  valeur  de  deux 
Angles  droits ,  &  que  le  (upplément  eft  cette 
différence  infiniment  petite.  Car  fi  la  déclinailbn 
4u  troifiéme  Point  de  la  Ligne  circul»re  fbr- 
moitun  Angle  d'une  ouverture  aflignable,  îl  n^ 
Êittdroit  qu'un  nombre  aflîgnable  #  ces  Angles» 
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&  par-  conféquent  un  nombre  fini  de  Points  |, 
Liir.  I.     pour  faire  une  circonférence  deCerde  fènfible  t 
Chap.  U.  càaque  Direâion  cfc  deux  Poinrs  feroic  une  LL- 
^  gne  droite  dont  la  longueur  pourroit  être  fixée  v 

&  le  Cercle  lui-même  ne  feroit  qu  un  Polygone 
d'un  nombre  fini  de  coté.  Il  f»it  donc  conce- 
voir l'Angle  formé  par  les  trois  premiers  Points. 
de  la  Ligne  circulaire  >  comme  un  Angte  infi-*^ 
niment  obtus  v  &  Ton  ftipplément ,.  comme  uti 
Angle  infiniment  aigu» 

Les  trois  premiers  Points  de  la  Courbe  cireur 
laire  formant  un  Angle  obtus  tel  que  je  l'ai  dé^ 
crit»  le  quatrième  Point  fera  avec  le  iècond  & 
le  troifiéme  un  fecond  Angle  obtus  aWblument 
égal  au  premier  :  le  cinquième  Point  formera  ut> 
troifiéme  Angle  >  &  de  même  les  Points  iuWë- 
quens*.  De  forte  que  la  Ligne  circulaire,  confi* 
derée  en-<ledans  ^  n*èft  autre  choie  qu'une  itf^ 
finie  continuité  d'Angles  obtus  parfaitement 
4gauX)  &  formés  par  le  changement  perpétuel' 
&:  uniforme  (fe  DireâioiK 

Telle  eft  la  compofition  de  la  Ligné  circulai^ 
xe.  Prouvons  maintenant  que  fa  conflruAipn  la 
rend  telle  que  je  viens  de  la  décrire*. 
Fig*  X7.  Pour  cek  fiippofons  une  Ligne  droite  &  in- 
flexible CA,  mooile  fui  le  Point  C  comme  fur 
un  Pivot»  Faifons-Ia  mouvoir  par  rextrémité  A» 
enforte  que  le  Point  C  ne  puiuè  que  tourner  fui: 
lui-même  (ans  fortir  de  û  placc^  Dès  que  A  fot- 
4ikA  de  la  fienàe  »  on  aura  deux  Points  fai/ânr  une 
Dlreâion.  Pour  marquer  un  troifiéme  Point ,  ik 
^faut  que  la  Pointe  A  quitte  cette  première  Di- 
^çâlon  ^  &f|pe  le  fécond  &  le  troifiéme  ?o'v» 
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en  forme  une  nouvelle.  Car  fi  le  troifiéme  Point 
écoit  dans  la  première  Direâion,  la  Ligne  CA    Liv*  I- 
iè  feroit  allongée ,  cequi  eft  contre  la  uippofi*  Chap.  IL 
tion.  Ces  trois  premiers  Points  donneront  donc      ^'  *• 
un  Angif  obtus.  Le  quatrième  Point  (èra  formé 
de  la  même  façon ,  &  donnera  une  troifiéme  Di- 
reâion.,  &  un  (ècônd  Angle  obtus.  La  force  qui 
retient  la  Ligne  CA  en  Ci  &  qui  Tempeche  de 
s'étendre,  étant  toujours  la  même ,  la  Pointe  A 
en  s'avançant  déclinera  à  chaque  pas ,  &  tous  les 
Points  de  la  circonférence  du  Cercle  feront  tra- 
cés à  même  diftahce  de  C  »  juiqu'au  dernier ,  qui 
Viendra  fe  coller  au  Point  A ,  d  où  l'on  étoit  partie  ^ 

Cette  conftruAion  s'exécute  d*une  manière  w 

fenfible  par  le  mouvement  d'un  Compas,  dont 
on  appuyé  une  Pointe  de  telle  façon ,  qu'elle  ne 

fuifle  tourner  que  fiir  elle-même ,  pendant  quç 
autre  Pointe  décrit  une  Ligne  dont  tous  les 
Points  font  également  diftans  du  Point-milieu  » 
marqué  fur  le  Plan  par  la  première  Pointe,  Telle 
eft  la  définition  de  la  Ligne  circulaire  :  définition 
exaâe,  prife  dans  la  nature  de  cette  Courbe,  8c 
dans  la  manière  de  la  conftruice* 

JLI Ans  tous  tes  Elémens  de  Géométrie ,  on  a 
foin  d'établir  &  de  ptouver  ^  que  l'on  peut  ton-- 
pUrs  foin  fajftr  une  circtmfénnce  de  Cercle  par 
trois  Pmnts  donnés ,  pouryu  quils  ne  fiient  pof 
fanges  en  Ligne  droitt. 

Ce  Théorème  (èmble  d'abord  ne  tendre  qu*i     • 
la  pratique.  Mais  en  lé  confidérant  d'une  vue 
fupérieure ,  on  verra  qu'il  tient  intimement  à  la 
nature  de  la  Ligne  circulaire  «  telle  qu  elle  vient 
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—  d'être  expliquée.  Pour  cela  donnons  à-  cette 
Liv.  I.    Propofîtioi>  un  peu  plus  d'étendue ^u'on  nelui 
Ckap.  II.  çjj,  donne^  ordinairement.. 

On  peut  faire  fajfer  une  infinité  dt  Ligner  cir^ 
culairespar  deux  Points  donnés  A  &  B. 
Fîg.  iz^  Car  fi  Kon  coupe  la  Direâion  AB  pat  une 
Perpendiculaire ,  qui  parctrge  la-Direétion  par  Ist 
moitié  au  Point  D ,  chaque  Point  de  la  Perpen- 
diculaire fera  égalemenr  éloigné  de  A  &  de  B* 
Donc  chacun  <fe  ces  Points  peut  être  le  Centre 
rfune  Ligne  circulaire  qui  paflèra  par  A  &  par 

jH  B.  Obfervons  que  cette  Perpendiculaire  peut 

^  être  prolongée  à  TinfinL. 

2.. 
On  ne  peut  faire  Pajfer  de' Ligne  drcutsire  par 
trois  Points  placés  dans  la  même  DireSion. 

L Wg.  19,  Car  ces  Points  ainfi  rangés,  déterminent  telr 
leiTienf  f» Ligne  droite,  quil  eft  abfiiMrdede  les^ 
/ûppo/er  partie  d  une  Courbe»  Auffi  n*eft-il  pas 
pomble  de  trouver  un  Point  qui  foit  égalenienc 
éloigné  de  A ,  B,  &  C  Car  fi  d  un  Point  D  Ion 
tire  une  Perpendiculaire  DB.,  fiir  la  Dirediom 
ABC,  les  Lignes  DA  &  DC  feront  obliques ^& 
par  conféquënt  plus  longues  que  DB^ 

On  peut  faire  pajfer  une  Ligne  circulaire- par 
trois  Points^  lorjqféils.  ne /ont  pas  dans  la  même 
DireBion. 
Flg.  10.  Cav  les  deux  Direûions  AB:,  BC  étant  incli- 
nées Pune  fiir  1  autre ,  &  les  deux  Perpendiculai^ 
res  qui  les  traverferont  par  le  milieu ,  étant  aufli 
de  leur  côtç  inclinées  Tune  fin  l!autre  >  doivenc 
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iè  rencontrer  en  quelque  Point  D.  Or  ce  Point 
commun  aux  deux  Perpendiculaires  eft  égale*    I-iv.  I. 
ment  éloigné  de  A  &  de  B ,  de  B  &  de  C ,  &  pa^  C«^'-  "• 
cohfêquent  eft  le  Centre  d  une  Circonférence      ^*    ■ 
^ui  paueroit  par  les  Points  A ,  6  »  C 

4-    , 
O»  tu  pe$u  frire  pajfer  qu  une  Ligne  circuUite 

paries  trfiis  Pmms  qui  ne  font  foâ  dans  Umemi 

DireSi^n^ 

Car  pour  tracer  cette  Ligne  circulaire  »  il  fatit  Fi;.  20, 
trouver  un  Point  également  éloigné  des  trois 
Points  A ,  B  >  C  Mais  ce  Point  ne  peut  (e  trou- 
ver au  en  D  »  où  le  i^umiTent  les  deux  Perpen« 
diculaires  »  qui  coupent  par  le  milieu  \ts  Direc- 
tions AB ,  BC  Donc  il  ne  peut  palier  qu  une  /eiile 
Ligne  circulaire  par  les  trois  Points  A ,  B ,  C 

Et  cela  ne  doit  pas  étonner^  quand  on  refilé* 
chi  t  (ut  la  nature  de  cette  Ligne*  Car  trois  Points 
faiiânt  deux  Direâions,  déterminent  une  Cour- 
be en  génftal ,  pui/qu  ils  ne  peuvent  appartenir  . 
à  une  ligne  droite.  Par  les  trois  Points  donriés 
on  pourroit  donc  faire  paifet  d'autres  Courbes 
que  la  circulaire^  mais  celle-ci»  une  fois  déter- 
minée par  le  Point  central  D ,  ne  peut  être  fii* 
jette  à  variation  »  parceque  fa  marche  eft  ablb- 
lument  uniforme. 

Il  n'en  eft  pas  de  même  lorique  Ton  n*a  qu'une 
Dîredion  AB.  Car  une  feule  Direâion  ne  dé- 
termine aucune  Ligne  »  parce  que  toute  Ligne 
commence  néceflairement  par  une  première 
Direâioff.  Donc  du  Point  A  au  Point  B  on  peut 
tirer  toutes  fortes  de  Lignes^  d'abord  une  droi« 
te  y  &  enfuite  toutes  les  Courbes  imaginables« 


4^  GeOMET&ÎB   METAMT^tQpEi 

5  Donc  on  peut  fairepafTer  par  A  &  B  toutes  I^ 


Lzv.  I.    Lignes  circulaires  aUez  grandes  pour  s'étendre 
Chap.  il  ju^u'à  A  &  B. 

U>r^  i^^]^^^  circulaire  piut  pajftir  quil^ncfrif 
par  quatre  Points  >  &  mime  par  un  plus  grand 
fAmbre  qui  changent  de  Direaion  ^  quoiquils  pa* 
roijfent  ajfiz,  biz.arrement  arrangés* 

Car  il  eft  poffible  qu  ils  fe  trouvent  également 
diftans  d'un  Point-milieu»  Si  Ton  marque  au  har 
eard  pludeurs  Points  iur  une  Circonférence^ 
&  qu  enAiite  la  Circonféren^  difparoitlë ,  ces 
Points  appartiennent  à  la  Ligne  Circulaire)  queK 
que  bizarre  que  foit  leur  arrangement.  Par  con» 
fèquent  fi  les  marquant  (ùr  un  Plan  >  ils  (è  trou* 
voienr  placés  comme  fur  ta  Circonférence  ^  il 
eft  certain  que  Ion  y  pourroit  faire  paâèr  une 
Ligne  circulaire.  Mais  pour  une  fois  que  ce  ha** 
zard  réûflirott ,  il  yen  lairoirnUUe  où  i  on  man* 
Fig.  1 1 .  Gueroit  (on  coup.  Ayant  les  trois  Pctnts  A,  B,  C  : 
u  je  veux  faire  une  troifiécne  Diceâion  ^^qc  un 
quatrième  Point  Hy  il  sl'agit  de  ^çavoir  où  fe  le 
placerai.  Car  il  ÊHit  que  la  P^eadlculaire  qui 
coupera  par  le  mâieu  la  iKiuveile  Direâion  CD 
aille  k  réunir  aux  deux  autres  au  Point  £«  Or 
Ton  comprend  que  ce  fer  oit  le  plus  grand  hazard 
du  monde  i  fî  la  chofe  s*exéaitoit  avec  une  Ci 
grande  précifion,  lorfqu on  place  le  quatrième 
Point  D  par  caprice  »  &  iàns  iûivre  de  ré^s 
certaines. 

La  raifon  en  eft  fort  fimple.  Trois  Points  for- 
mant deux  Directions  appartiennent  à  toutes 
fortes  de  Courbes,  Par  confëquent  on  y  peut 


\ 


làxre  paiter  un  Cercle  ^  une  Ellypie»  &jc*  Mais  le 
miatriéhie   Point   déterminant   Fefpece  de  la    I-iv-  !• 
Courbe)  il  faut  lui  donner  la  pofitlon  qui  con*,^^^"^*  ^ 
vient  à  Telpece  de  Courbe  qu  on  y  veut  faire      ^* 
palier* 

0;i  Jira  Jkremtnt  pajfer  unt  Li^ne  ùrctihurt 
far  quatre  Ptrints ,  ^  Tmnupir  amant  de  Points 
^ue  ion  voudra ,  à  deux  <onditions  :  la  Première  » 
^ue  Us  Points  foient  placés  a  égale  dijlance  :  la 
ficomde\^ue  les  DireÛiom  qui  changent  à  chaque 
nouveau  Point  yfiient  également  inc limées  Us  unes  ' 
Jur  Us  autres ,  eTifirtt  que  ttms  Us  Aftgles  formés 
far  troif  de  ces  Points  jfoiem  foffaitemem  égaux. 

Car  nous  ^vons  iftontré  onc  quatre  Points , 
formant  trois  Diffeâions  également  inclinées» 
détérnmient  immuablement  )a  Ligne  circulaire. 
Nos  Points  âtués  à  égale  diftanceles  uns  des  au- 
tres ,  imkent  autant  qu'il  eft  poffible  la  conti- 
^ité<ies  Points  ^e  k  Courbe.  £nfin  leur  por- 
tion uniforme  a  tdiement  le  caraâere  4e  la 
Orconférence  du  Cercle  »  qu  on  voit  clairement 
iqùlls  ^1  font  f^artie^  &  que  pour  la  décrire  en 
enftier  »  il  «te  s*agiroit  que  de  nippléer  les  Points 
intermédiaires.  Par  conséquent  totisces  Points 
ïbnt  également  éloignés  d'un  Ofctitre  commun , 
^ui  feroit  fe  Point  d'interfeétion  4e  toutes  les 
i^evpeiKiicdiaires  cirées  par  le  milieu^echaque 
SèreâîQiu 


Lit*  L 
.Chap.  n. 

S.  II. 
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$.11. 

DE-T   LIGNES   DROITES 

Tirées  foit  aa-dedans  fait  t^uràchors 
de  I0  Ligne  circtdaire. 

I. 

Raïon.  T  A  principale  de  ces  Lignes  eft  le  Raiott^ 
Fig.  i7«  l--^  c*elt-à-dire ,  cette  Ugne  CA,  par  le  mou* 
vement  de  laquelle  nous  avons  conçu  la  conP- 
trudbon  de  la  Circonférence  du  Cercle.  CA  eft 
répétée  autant  de  fois  qu  il  7  a  de  Points  dans  lâ 
Qrconférence ,  &  mefure  la  dïftance  de  ces 
Points  au  Point-milieu,  que  Ton^ nomme C^»- 
tre*  Cette  diftance  eft  toujours  la  même,  &  par 
confëquent  tous  les  Raïons  du  Cercle  (ont 
égaux.  Vérité  fîmple»  mais  d'une  admirable  fé« 
condicé.  t 

IL 

Diamètre.      On  appelle  Diéimétre ,  le  Raïon  AC  prolongé 

Rg«  *^'    dans'la  même  Direûion  depuis  le  Centre  }mP- 

qu'au  Point  oppoie  de  la  Circonférence.  Ainfi 

le  Diamètre  eft  double  du  Raïon.  Donc  tous 

les  Diamètres  (ont  égaux  :  donc  ils  pafient  tous 

►ar  le  Centre  :  donc  fi  l'on  pouvoit  ÏSxer  le  nom» 

»re  des  Raïons ,  il  fèroit  double  du  nombre  des 

Diamètres. 

La  grande  propriété  du  Diamètre  eft  de  divi^ 
fer  la  Ligne  circulaire  en  deux  parties  égales. 
Ayant  le  Diamètre  ou  double  Raïon  AB  :que  ' 

le 
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là  Râïon  CB  foit  immobile ,  pendant  que  AC 
s'élèvera  fiir  le  Point  fixe  C.  Au  premier  pas  qu  il     1 1 ▼•  !• 
fera ,  les  deux  Raïons ,  qui  d  aboxd  n  étoient  Chap.  II^ 
qu  une  Ligne  droite ,  commenceront  à  faire  An-»     ^* 
gle  ^  &  le  Raïon  AC  entameta  les  Direâions 
obUques  dont  nous  avons  tant^arlé.  Arrivé  au  ^ 

Point  a^  il  fera  perpendiculaire ,  &  paireraén« 
fuite  par  tous  les  degrés  d'Obliquité ,  jufqu  à  ca 
qu'il  ioit  arrivé  fut  le  Raïon  BC 

Continuant  fa  route  par  en  bas  >  il  reprendra 
les  Dire&ions  obliques  >  deviendra  perpendicu* 
lairerau  Point  a  inférieur ,  &  pour  la  quatrième 
fois  il  épuifera  toutes  lesDireâions  obliques  > 
en  remontant  jufqu  en  A. 

Ce  mouvement  du  Raïon  AC  démontre  qu'il 
a  fait  autant  de  chemin  en  allant ,  (bit  de  A  en 
B ,  foit  de  B  en  A.  Donc  la  portion  circulaire 
AB  eft  égale  à  la  portion  BA  :  Donc  le  Diamètre 
AB  divîle  la  Ligne  circulaire  en  deux  parties 
égales ,  ou  bien  en  deux  demi-Cicconférences.. 

IIL 

N  appelle  Carde  toute  Ligne  droite  tirée     ï***  Cot-» 
d'un  Point  de  la  Qfconférenceàtun  autre ^  &  ^"* 
Arc; cette  partie  de  la  Circqijférènce  Soutenue      **  *^' 
&  comme  retranchée  par  lâPCorde. 

Le  Diamètre  eft  compris  dans  la  généralité  de 
cette  définition.  Rien  n  empêche  en  eâet  qu  oa 
ne  le  mette  au  nombre  des  Cordes  s  avec  cettù 
prérogative  cependant ,  que  tèul  de  toutes  les 
Cordes  il  pafle  par  le  Centre;  qu'il  diviie  la  Cir- 
conférence en  deux  parties  égales  v&  qu'il  a 
pour  Arc  lune  ou  l'autre  des  deux  demi-Circon-< 
férences  qu'il  fépare» 

D 
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t>^  comp^raîilôn  du  Diamètre  avec  les  autr^ 

Liv.  I.    Co|:<les>  doiuie  les  Pjropoficions  iuivatites^ 
Chaf.  il  i^ 

^'  ^^'         Ih  tomes  hs  CmrMs ,  G€llê  mi  pa^for  k  dn^ 

irt  d»  Ctrck  efi  Ufimgrmie. 
Fîg.  a  3 .        Car  elle  foutienr  une  demi  -  Circonférence 
entière  >  au  lie^  que  les  autres  icmrienneixr  dès 
Arcs  moindres. 

La  feule  infpeâion  de  la  demi-rCireoa£h:enco 
Soutenue  par  le  Diamètre  >  fùffit  pour  rendre 
cette  vérité  palpable.  Les  deux  Points  de  la  Cir« 
conférence  qui  font  avi-deffiis  des  extrémicés  A 
^  B  du  Diamètre  »  ne  s'élèvent  pas  perpendicu? 
lairement ,  mais  commencent  d^  part  &  d'aurro 
iine  Direâion  oblique.  Les  Points  fiibfêquens 
par  des  changemens  de  Direâiotn  pareils  fe  rap 
jM?Qcheoc  de  plus  en  plus^imeiore  qu  ils  s 'éloi- 
gnent du  Diamètre  >)ujqu'à  ce  qu'en&%  les  deux 
Côtés  latéraux  de  cette  vouce  fè  joi^eot  en  ua 
Paint  également  éloigné  des  extcéinit3é6  4u  Oia^ 
«létre  AB. 

DW  il  fiut  i^ ,  qu  tf0tf  CoTik  tfi  id^^mflm 
,gMnie  mi  Plus  pttin ,  a«-o22p  €0  flm  proche  am 
'      '       pins  ékignee  au  Centre  au  Cwch. 

2^  Que  les  Coràee  égtdemem  éloignées  Ju  Cem^ 
$re  »  fim  égdês. 

.  ^'^  Que  Us  Arcsfimenus  purdesCmdtsJga-^ 
ks  y  fim  é£0ux  ;  &  iuMUmt  plm  grauds  oupbu 
petits  ^  fleurs  Cordes  fim  désignes  plm  lotH 
gués  ou  plus  courtes. 

. .  4*^  Que  les  Cordes  propremem  dites ,  ne  me-^ 
fiiretit  que  des  portions  de  Longueur  ou  de  Lésr^ 
geur  dans  le  Cercle  :  au  lieu  quf  celle^  qui  pajfi 
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fâr  U  Centre  ,  eft  app4lUeûaiF  fxeeUenet  le  Dla- . 

métré  du  Cercle^  farcefi$eUe  k  mefutt  en  tewefens    tiv.  I. 
€ians  fa  ftnê  grande  Lenguenr  <ù*  LéHfgenr.  Ch ap.  II. 

1.  ^*  ^^* 

Vn  Diamètre  ferfendiculaire  fi$r  une  Corde  ^ 
Ja  coupe  en  deux  parties  egatts.  « 

Orr  le  Centre  du  Cercle  eft  ëgjjement  élor-  Fig.  24. 
né  des  Points  A  &  B  communs  à  la  Corde  &  à 
a  Circonférence.  Or  le  Centre  eft  un  des  Points 
du  Diamètre  perpendiculaire.  Donc  tous  les 
Points  du  Diamètre  perpendiculaire,  &  par 
Iconfëquent  le  Point  D,  commun  au  Diamètre  & 
à  la  Corde ,  font  é^lement  éloignés  de  A  &  db 
B.  Donc ,  &c. 

D*oà  il  fiiit  I**,  que  le  mime  Diamètre  £F 
tOHpe  en  deux  parties  égales  les  deux  Arcs  ^ue 
fipare  la  Cerde  AS*  Cat  les  Points  E  &  F  eona* 
muns  au  Diamètre  &  à  la  Circonférence ,  font 
chacun  à  une  diftance  égale  des  Points  A  &  B 
extrémités  de  la  Corde.  Donc  la  Cof  de  qu'oa 
tîreroit  4e  E  en  A ,  feroît  égalé  à  celle  de  E  en 
B  :  &  edle  de  F  en  A,  à  celle  de  F  en  B. 

Il  fiiit  1^,  que  fi  le  DiapUrre  eft  ptrpendien^    Yig.  a;. 
taire  fur  un  autre  Diamètre ,  la  Circonférence 
fera  coupée  en  quatre  parties  égales. 

3- 
Lcrfqm  deu^  Cordes  font  parallèles ,  les  Arcs 

ttmifris  entr  elles  font  égaux^ 

Ceft  une  liiîte  de  Tuniformitè  qui  règne  danè    Fig,  z^. 

la  Courbure  de  la  Ligne  circulaire.  Car  il  eft  de     ^ 

TelTence  duParalIèlifme,  que  les  Lignes  (èmbla- 

blement  tirées  dans  Telpace  parallèle ,  (oient 

égales,  les  Perpendiculaires ,  aux  Perpcndicii* 

Dij 
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laites  'j  les  Obliques ,  aux  également  obliques  ; 

Liv.  I.    donp  les  Courbes^  aux  également  courbes* 
Chap.  il      D'où  il  fidt  i°^  que^î  au  lieu  de  deux  Cwd'ts 

^*  "  faralleUs  ^  on  avoit  une.  Corde  HK  fdralUle  à 
une  Ligne  LM^  qui  ne  toucheroif  le  Cercle  quau 
feul  Poini  E ,  Us  Arcs  compris  entre  ces  Parallc' 
Usferoient  égaux ,  tArc  EH  à  fArc  EK. 

x^.  Qœji  au  lieu  dune  Corde  &  dune  Tan* 
gente  farulleles  »  on  avoit  deux  Tangentes  pa- 
rallèles LM^  OP ,  les  Arcs  compris  entre  ces  Pa^ 
ralleks  feroicnt  égaux.  Ces  Arcs  fèroient  deux 
demi-Qrconférences.  Nous  parlerons  incelTam- 
ment  de  ces  Lignes  tangentes. 

Les  Sé-   V^Uoique  les  Raïons,les  Diamètres  &  les  Cor- 

4cantc$.       des  pudent  être  regardés  comme  des  Sécantes 

du  Cercle  dont  elles  coupent  en  effet  la  Qr- 

conférence  »  on  ne  donne  néanmoins  pour  l'or« 

dinaire  le  nom  de  Sécantes  qu  à  des  Lignes  qui 

dahs  le  Cerde  ne  font  ni  Diamètre  ni  Corde. 

Fig.  17.  &      Il  y  a  deux  fortes  de  Sécantes  :  les  extérieures 

^»i^*  qui  partent  d'un  Point  hors  du  Cercle ,  telles 

que  AB  »  AD  s  &  ks  intérieures ,  qui  partant  d'un 

Point  pris  dans  l'intérieur  du  Cercle ,  ne  cou« 

pentla  Qrconférence  que  dans  un  feul  Point. 

Flg.  27«  Les  Sécantes  extérieures  partant  d'un  Point  A 
hors  du  Cercle  en  coupent  d'abord  la  partie 
convexe,  pour  arriver  enfuice  à  fâ partie  con- 
^  cave.  On  peut  donc  les  considérer  en  entier  >  ou 
feulement  dans  leur  partie  extérieure  Ah ,  ou  Ad. 
£n  ne  confidérant  que  cetre  partie ,  on  doit 
dire ,  que  de  tontes  les  Sécantes  extérieures^%elU 
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ifui ,  frdongu-fajfemit  far UCentre ,  eft lapbu 
courte.  Liv.iJ. 

Car  iî  efr  manîfefte  que  du  Point  A,  le  plus  Chap.  ir. 
court  chemin  pour  parvenir  à  la  convexité  ck»     ,^*    '^ 
Cercfe,  eft  la  route  (]^i  conduit  au  Centre,  c  eft- 
à'dlre ,  de  A  en  h^  qui  par  rapport^  au  Point  A 
#ft  Fendroit  le  plus,  élevé  de  hi  Circonfiîrencj&t 
Donc  AÂ  eft  plus  courte  que  Ad. 

Si  Ion  tire  au  Point  b  une  Ligne  LM  perpen-^ 
^ulaire  à  A& ,  Ad  fera  non-ièulement  oblique 
fut  LNi,  mais  elle  paflèraoutre^  Donc  Ad  effi 
plus  longue-  que  Ah. 

C*eft  tout  le  contraire  Ior(qu^on  confîdere  le» 
Sécantes  extérieures  dans  toute  leur  {Longueur ^ 
depuis  le  Point  A  |uiquà.laconcaVité  du  Cercle. 
Il  faut  dire^  aTors,  que  de  famés  ks  Sécantes  ex^ 
térieures ,  celle  qui  pajfe  far  le  Centre  eft  l^flttâ 
kngue  ;  &  la  fins  cputte  »  celU  qui  s  en  éloigne  Iç^ 
ftbu.  * 

Car  le  Point  B  eft  vifiblementle  f4iis  enfoncé 
dans  k  concavité  du  Cercle  relativement  au 
Point  A,  comme  le  Point  ^  eft  ie^plu&haut  de  la 
convexité.  Par  confëquent.>le  chemin  le  plus  '^ 
cour&pour  aller  duPoint  A  julqu à kt  concavité 
du  Cercle ,  n  eft  pas  de  parcourir  toute  la  pro-» 
fondeur  du  Diamètre,  mais  plutôt  defuivrela 
Corde  oui  retrancberoit  le  plti$  petit  Axe  de  lx>  .  ^ 
Circonférence. 

Si  Ton  tire  du  Point  A  une  kigne  qui  touche 
fimplement  le  Cercle  au  Point  F ,  fens  entamer 
l^  Circonférence ,  cette  Ligne  plus  longue  qu'aur    - 
cune  de  celles  qui  s'arrêtent' à  larconvesdté'dli 
Çetde^eft  eamçme  tems  plus  courte  qu'aucune 
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de  celles  qui  coupent  la  Qrconfiétence.  Car  fî 

"Liv.  l.     l'on  fait  approcher  AF  de  la  Sécante  diamétrale 

Chap.  II.  AB  ^  elle  entteta  dans  le  Cercle  'j  msàs  il  faudra 

^*       ,     qu  elle  s^allonge  pour  atteindre  juiqu^  la  con* 

cavité  y  par  exemple ,  pour  devenir  la  Ligne  AD. 

Elle  s'allongera  donc  tou)ours  de  pltis  en  plus  en 

defcendant  vers  B  y  juCqui.  ce  qu  elle  le  confonde 

avec  la  grande  Sécante  diamétrale  AB. 

Les  Sécantes  intérieures  font  de  deux  fones» 
Elles  partent  d  un  Point  placé  au-deflus  du  Cen- 
tre ,  ou  d*un  Point  placé  au-cfcflbus.  Je  ne  parle 
point  de  celles  qui  partiroient  du  Centre  même  : 
ce  font  des  Ratons* 

De  toutes  les  Séc/intes  intérieures  de  la  fre^ 
miere  forte ,  Id  plm  lottgue  eft  celle  qui  pajfe  par 
le  Centre. 

Kg.  1 S  *  Car  le  Point  B  où  cette  Ligne  aboutit ,  eft  dans 
la  plus  grande  profondeur  de  15  concavité  du 
Cercle  relativement  aU  Point  A.  Achevons  le 
Diamètre  par  la  Ligne  pon<ftuée  AJ.  Il  eft  évi- 
dent qu'en  faifant  circuler  cette  petite  Ligne  au- 
'  tour  du  Point  A ,  il  faut  pour  qu  elle  touche  à  la 
Circonférence  j  qu  elle  s'allonge  à  mefure  qu'elle 
defcend  vers  B ,  jufiju'à  ce  qu  elle  foit  confon- 
due avec  AB. 

y^g.  19*  D'oi\  il  fuit  >  que  de  tmtes  les  Sécantes  inté- 
rieures de  la  féconde  forte ,  la  plus  courte  efi  celle , 
ijui  prolongée ,  pajferoit  par  le  Centre. 

Il  eft  inutile  de  s'étendre  davantage  lur  ces 
Lignes  fécantes  dont  on  fait  alTez  peu  d'ufage 
dans  la  Géométrie^ 
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V>^N  appelle  Tangente ,  ««  X#jf»f  dnite  qui  CiA*.  iD 
ewr^èr  it  Ctnti  rfrns  fittétm  àéms  fa.  cofAçiti     ^'  ^i.' 
intérieure.  ^J^^^ 

Jd  me  contenterai  d'expofer  ici  ce  qu  on  trou- 
ve dans  les  Elémens  ordinaires  de  Géométrie 
fût  la  nature  &  les  ptoptiérés  de  cette  Ligne- 
importante. 

Une  Peirfendicutâire  AB  fin  Pextréniie  dfk 
JSiahn  du.  Cé/t-cU  ne  tûuche  U  Cmmférenct  quen 
%m  fetU  Pvwu  Fig*  }^' 

Car  le  Raîon  CA  eft  aufli  perpendiculaire  iiit 
AB>  &  par  eonféquent  la  plus  courte  Ligne  que 
i  on  puiile  y  tirer  du  Centre.  Toute  autre  Ligne 
tirée  du  mène  Point  fut  AB  feroit  ôbllquis  y  ôt 
plus  longue  que  le  Raïën  CA*  Ôr  une  Lighé 
tirée  du  Centre  ne  peui^  être  plus  longue  qu'uil 
Raion,^  moitis  quelle  ne  forte  de  la^Circea?- 
ftrenCe  du  Cercle.  Donc  tous  les  aurres  Points 
de  la  Ligne  AB  ^  qudques  proches  qu  ils  puiflënfc 
€tre  de  A^  font  hors  de  là^  Circonférence  :  Donc 
la  Ligné  AB  ne  touche  le  Cercle  qu  au  Point  Ai. 
teile^la  pri^priété  eifentieUé  dekTàngetite« 

2. 

On-  *r  pttH  faire  fafer  a$i€Un^.  I^ignt  droite 
eJitre  le  Cercle  &  la-Tangente. 

Toute  autre  Ligne  droite,  comme  EA,  qui 
viendroit  aboutir  au  Point  A5  ehtr^oitnecef'- 
fairement  dans  la  Circonférence*^  Car  puilque  le 
Raion  CAeft  perpendiculaire  fur  laTangente  AB> 
U  doit  être  ooUque  fur  toute:  autre  Ligne  noa 

D  iv 


5^  GmMETMI  METAPHYSiqpt, 

parallèle  à  AB ,  &  par  conféquent  iur  la  Dgne 

Liv.  I.     EA.  Donc  une  Perpendiculaire  tirée  du  Centre 

Chap.  II.  ftir  ç^fçc  Ligne  EA  feroit  moins  longue  que  le 

^*  ^^      Raïon ,  &  par  conféquenc  rencontrefoit  E  A  dans 

l'intérieur  du  Cercle. 

On  peut  abbaiffer  EA  tant  que  l'on  voudra  ; 
le  même  raifonnement  aura  lieu,  juiqu  à  ce  que 
cette  Ligne  foit  confondue  avec  FA  prolonge» 
ment  &  continuation  de  Ja  Tangente. 

On  peut  faire  p^Jfcr  unç  infinité  de  Lignes  cir-^ 
€tflairfs  ^ntre  k  premier  Cercle  &  hTangente^ 
fans  que  celle-ci  touche  ces  Lignes  circulaires  cte 
fiH$,  £un  Soinu 

Soit  le  Raïon  CAprolongé  en  en*haut  ju(qu^ 
f  j  &  4e  Tint^rvallç  çA ,  foit  décrit  un  nouveau 
Cercle  plus  grand  que  le  premier.  Il  eft  évident 
pax  la  précédente  Propofition,  que  le  ^raod 
Cercle ,  non  plus  que  le  petit ,  n'aura  que  le  Point 
A  de  commun  avec  la  Tangente,*Car  le  Raïon 
çA  perpendiculaire,  fur  AB  „  eft  la  pjus  courte 
Ligne  qu'on  puifTe  tirer  du  Centre  c  fîir  la  Tan- 
gente^ Donc  toute  autre  Ligne  tirée  du  Point  9 
Jur  AB  feroit  oblique  \  par  cpnfëquent  plus  Ion-* 
g^e♦,  pat  confçcp:|çn|  fortiroit  de  la  Qrconfër 
rence. 

;  Qjri  pew  prolonger  en  çn-hau.t  è  vqlonté  le 
Raïon  cA ,  &  de  cbaque  Paint  décrire  de  nou* 
Velles  Lignes  circulaires ,  qui  par  la  même  raifon 

m  touc&ei^ont  1^  TangeAtç  qu'au  feul  Point  A. 
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Toutes  ces  Lignes  circulaires  ne  fi  touchent    I-it*  !• 
n  plus  au  AH  Point  ji.  Chap.  H. 

Car  fi  le  Pbint  qui  fuit  A  dans  le  grand  Cer-     ^' 


cle,  étoit  encore  confondu  avec  le  Point  qui 
luit  A  dans  le  petit ,  les  changemens  de  Direâion 
ièroient  les  mêmes  dan$  les  deux  Cercles  :  leur 
Courbure  ne  ieroit  pas  différente  \  &  comme  la 
Courbure  circulaire  eft  uniforriie  dans  fa  mar^ 
che ,  les  deux  Qrconférences  continueroient  de 
confondre  leurs  Points ,  &  de  ne  faire  qu'un  (èul 
Cercle  :  ce  qui  feroit  contre  la  fuppofition. 

Telles  font  les  quatre  célèbres  Propofitîons 
fur  la  nature  de  la  Tangente*  Elles  paroîtront 
démontrées  à  c^ux  qui  ny  donneront  qu'une 
attention  (uperficielle.  Mais  pour  peu  qu'on 
veuille  approfondir,  on  s'appercevra  que  cette 
niatiere  eft  fiiiceptible  de  difficultés  confidéra- 
Jbles,  qui  demandent  de  nouveadk  édairciflè- 
mens.  Je  renvoyé  cette  diicuiSon  au  Livre  fiit. 
vant  y  ou  je  traiterai  plus  à  fond  des  Elémens  de 
l'Etendue. 

§       III. 

DE   LA    LIGNE    CIRCULAIRE, 
Çqnja^rée  comme  mefure  des  Angles. 

NOus  n*avons  pas  eu  befoin  de  recourir  }l 
la  Ligne  circulaire  pour  connoître  la  na- 
ture des  Angles  &  leurs  propriétés.  La  finfple 
pofition  dç  deu^  Lignes  droites  qui  k  reneon* 


5  s  Qeometru  MrrAmrsiqcT& 

trênt  en  un  Point ,  a  iûffi  pour  nous  en  donner 


I>iy«  L    ums^  id^  nette»  &  pour  ea  développer  les 
^^'-  II»  pendances.  Mais  d  iaur  avouer  «jue  la  coaGdé^ 
.Sk  nik     j-^oQ  ^  la  Ligne  tirculake  répand  un  grand 
jour  (ùr  cette  matière^ 

£n  effet  >  à  Texception  de  TAngle  drok  que 
)a  pofition  perpendiculaire  de  deux  Lignes  rend 
toujours  uniforme  &  toij^urs  le  même)  le) 
aigus  &  les  oI>tus  n  ont  point  d  état  fixe  >  &:  font 
iuureptibles  de  plus  ou  de  moins  à  l'infini.  U  faut 
donc  une  mefiire  etaâe  pour  en  déterminer  la 
grandeur  \  Se  la  Qrconference  de  Cercle  noùt 
donne  cette  meiùre  fimple  &,  naturelle  que  nous 
cherchons* 

Rappelions  en  peu  de  mots  ce  que  nous  avons 
établi  dans  le  premier  chap.  de  ce  livre  j  $•  ii. 
Fîg.  II.  Nous  avons  vu  i®.  quelorfque  deux  Lignes 
droites  le  coupent  perpendiculairement ,  elles 
forment  quirre  Angles  droits  >  dont  léâotnmet 
commun  eft  au  Point  d  mterfeâion. 
Kg.  12.  •  1%  Que  lorfque  deux  Lignes  fe  coupent  ôbli>^ 
quement ,  elles  forment  quatre  Angles ,  deux 
aigus ,  &  deux  obtus  y  que  les  deux  aigus  font 
égaux  éntr'eux  >  sdnlT  que  les  deux  obtus  :  qu  un 
aigu  &  un  obtus  pris  ensemble  font  égaux  à  deux 
droits  ;  &  qu  enfin  lès  quatre  valent  quatre 
droits. 

1 3  •  i^'  Qijc  fi  ^*^^  f^^^  pafler  par  le  Point  dlnter- 
feftibii  de  deux  Lignes  droit&s  autant  d'autres 
Lignes  que  1  on  voudra  j  tous  les  Angles»  formés 
par  cette  multitude  de  Lignes  ^  équivaudront, 
oéeeffairement  à  quatre  Aiigles  droits. 
D'où  nous  avons,  conclu  9.  que  fi  d^ua  Point  g^ 
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on  tiré  de  divers  côtés  autant  de  Lignes  ^  on 
fugera  à  prbpos ,  ce  Point  fera  le  Sommet  com-    Liv- 1. 
mun  dune  multitude  d'Angles,  qui  j  pris  enfem-  ^^^-  ïî< 
hki  en  valent  quatre  droits.  ^  *•  "^' 

Ce  Point  9  principe  d'une  infinité  de  t)lrfc<^  Fig.  j  u 
tiorïs  diâerentés ,  nous  repréfente  trop  fentible^ 
nient  le  Centre  d  un  Cercle ,  d'où  partent  una 
infinité  de  Raïons>  pour  que  Ton  puifle  s  y  mé^ 
prbndre.  Par  conféquent,  u  de  ce  Point  pris  pour 
Centre  «  Ton  décrit  une  Circoiiférence  qui  coupe 
toutes  ces  Lignes^  il  eft  évident  que  les  Arcs 
compris. entre  les  côtés  de  ces  Angles  feront  leur 
nlefiire  S  que*  plus  TAngle  fera  grand ,  &  plus 
TArc  le  fera  au(Ii'>  &  qu'enfin  tous  ces  Angles 
pris  enfemble  étant  égaux  à  quatre  droits ,  la 
Circonférence  entière  fera  propre  à  mefiiret 
quatre  Angles  droits  ou  leur  valeur.  Entrons  eh 
quelque  détail. 

Deux  Lignés  fe  coupant  perpendiculairement,  Fi^.  3  té 
û  du  Point  d 'interfeâion  pris  fobur  Centre ,  on 
décrit  uhe  Qrconférence ,  qui  coupe  les  quatre 
côtés  des  quatte  Angles  droits ,  la  Qrconféren^ 
ce  fe  trouvera  partagée' en  quatre  Arcs  égaux  ^ 
dont  chacun  fera  la  mefiite  d'Un  Angle  droit. 
Ainfi  TAnglé  droit  étant  roujours  le  mêtœ ,  fà 
niefuré  fera  toujours  le  quart  de  la  Circonféren'- 
ce  d'un  Cetclë. 

Si  deux  Lignés  fe  coupent  obliqutment;  &  Fig*  31* 
que  du  Point  d'interfeâibn  pris  pour  Centre , 
on  décrive  une  Circôhfërence  qui  coupe  le* 
quatre  cotés  des  quatre  Angles ,  dont  le  Sommet 
commun  eft  le  Ceritre  du  Cerclé ,  la  Circonfé* 
rence  fe  trouvera  partagée  en  quatre  Arcs  ^  deux 
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grands  &  deux  petits ,  qui  tous  enièmbîe  •  for* 
tiy*  I.    ment  la  meftire  de  quatre  Angles  dtôits ,  par- 
C9AP.  II.  ceque  tous  ehfemble  font  égaux  à  quatie  quarts 
^'  de  la  Circonférence.  De  plus  les  Angle^oppofi^ 

étant  égaux  ,^Ies  Arcsqui  les  melurent  font  égaux 
auffi.  En  effet,  en  ajoutant  à  l'un  des  grands  Arcs 
1  un  des  petits  à  volonté ,  le  gcand  &  le  petio 
Joints  enfemble  font  une  demi<-Circonférence. 
Rg'  H*        De  même  encore,  fi  une  Ligne- DC  tombe 
'  &tt  Tbôrizontale  AB  iàns  la  tiraverfer ,  les  deux 
Angles  de  fiaite  formés  par  cette  Ligne  étant 
égaux  à  deux  droits ,  ont  auflî  pour  mefiire  to- 
tale une  demi-Circonférence.  Car  du  Point  de 
réùnion^  C  pri»  pour  Centre  >  on  peutdéeme 
une  demi-Crrconférence  dont  la  Ligne  horizon-^ 
taie  ou  partie  de  cette  Ligne  fera  le  Diamètre  î  Se 
la.  demi-Circonférence  fera  coupée  en  deux  Arcs 
par  la  Ligne  DC  qui  forme  les  Angles  de  fuitct 
Kg.  6.  &      Rappeflons-nous  que  c'eft  par  le  mouvement 
H*  de  ce  Raïon  CD  fiir  le  Point  C  que  nous  avons 

déterminé  tous  les  états  d'aigu '&  d'ebtus  pas 
le/quels  un  Angle  peut  pafTer.  Appliquons-y  Ist 
mcnire  circulaire. 

Si  le  Raion  CD  eft  couché*  fiir  là  partie  CB 
de  la  Ligne  horizontale ,  il  n'y  a  point  d*Angle  > 
&  la  demi-Ckconférence  dont  AB  eft  Diamè- 
tre ,  n  eft  coupée  en  aucun  endroit.  Mais  dès  que 
CD  commence  à  fe  relever ,  l'Angle  aigu  k  for- 
me du  côté  de  CB  >  &  l'Angle  obtus  du  côté  do 
CA.  Alors  le  Raïon  CD  partage  la  demi-Cir- 
conférence en  deux  Aires;  l'un  très-petit,  me-^ 
fure  du  petit  Angle  aigu  -,  &  lautre  très-grandx 
mefcfç  de  l'Angle  obtms. 
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A  mefure  €|ue  le  Raïon  mobile  fe  relèvera  > 
l'Angle  aigu  deviendra  plus  grand  >  ainfi  que    Liv.  h 
l'Arc  oui  le  médire  j  &  l'Angle  obtu^  diminuera  Cha».  IL 
avec  {on  Arc ,  juiqu  à  ce  qu'enfin  le  Raïon  CD     ^  • 
devenant  perpendiculaire  (lir  le  Diamètre  AB  » 
formera  deux  Angles  droits ,  &  coupera  aui&  la 
demi-Qr conférence  en  deux  Arcs  œaux* 

Le  Raïon  CD  en  deicendant  enmite  vers  la 
partie  CA  du  Diamètre ,  fera  pafTer  l'Angle  aigu 
de  ce  côté ,  &  l'Angle  obtus  du  coté  de  CB  :  & 
Ton  verra  l'Angle  aigu  diminuer  avec  fon  Arc» 
&  l'Angle  obtus  &  (on  Arc  augmenter  à  pro- 
portion y  à  mefure  que  le  Raïon  deicendra,  juf- 
qu  à  ce  que  confondu  avec,CA>  il  n'y  ait  plus 
aAngle« 

Il  iùit  de  tout  ce  qui  vient  d'être  établi  » 
1^.  que  tout  Sommet  d'un  «Angle  quelconque 
doit  être  confidéré  comme  le  Centre  d'un  Cer- 
cle ,  Se  les  côtés  de  l'Angle ,  coupés  par  la  Cir* 
conférence  >  comme  les  Raïons.  de  ce.  même 
Cercle* 

x\  Que  l'Arc  ccnnpris  entre  les  côtés  de  l'Ai»- 
gle9  eftiameiure  de  fa  grandeur  ou  de  fà  peti- 
telfe  :  enibrte  que  l'Ange  eft  plus  grand  ou  plus 
petit  9  félon  que  l'Arc  compris  isntre  fês  côtés  eft 
une  portion  plus  ou  moins  confidérable  de  la 
Qrconférence  du  Cercle, 

^^  Que  la  mefure  d'un  Angle  droit  étant  le 
quart  d'une  Circonférence ,  on  doit  dire  en  gé- 
néral que  la  mefure  de  l'Angle  aigu  eft  un  Arc 
plus  petit ,  &  celle  de  l'Angle  obtus ,  un  Arc  plus 
^rand  que  le  quart  de  la  Circpnférence. 

4^  Ejofin  »  que  l'Arc  qui  mefûçe  un  Angle  ob* 
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tus  eft  toujours  moins  grand  qu'une  demi*Gr* 
Lit.  L  conférence*  Car  le  Diamètre  ^in  la  ibutient  n'é- 
Chav.  il  jant  qu'unç  liffie  droite ,  ne  forme  point  d'An* 
^*  ™'     gle. 

Pour  rendre  cette  admirable  mefûre  d'un 
ufâge  plus  commode ,  les  Géomètres  font  con- 
venus de  dlvifer  la  Circonférence  du  Cercle  en 
^60  parties  égales  ou  Degrés  :  chaque  Degré  > 
en  éo  }Ainute$  :  chaque  Minute  9  en  60  Secon- 
des »  &c*  Ce  nombre  de  j  60  eft  arbitraire  *,  mais 
il  méritoit  la  préférence  fur  tout  autre;  parce- 
que  de  tous  le$  nombres ,  c'eft  celui  qui  fournit 
le  plus  de  divifions  en  Moitiés,  Quarts,  demi- 
Quarts  ,  ^c.  Tiers ,  demi-Tiers ,  &c. 

Par  ce  moyen ,  on  (pécific  très-aifément  là 

gandeur  de  tous  les  Angles  que  Ton  veut  me- 
rer.  3^0  Degrés  ibnt  k  mefiire  de  quatre  A11- 
gles  droits  :  180  de  deux'^  &  90  d'un  Angle 
droit. 

:  Et  comme  l'Angle  obtus  a  peur  mefiire  un 
Arc  de  plus  de  5)0  Degrés;  &  Taigu,  un  Arc 
moindre ,  leur  grandeur  fera  très-  eic^ement 
déterminée ,  quand  on  pourira  dire  du  premier , 
par  exemple ,  qu'il  eft  ae  i  eo  Degrés ,  de  <  1 20 , 
de  130,  &c,  8c  du  fecond,  qu*il  eft  de  éo,  de 
45  >  de  30,  Sec. 

Mais  il  eft  très-important  de  fe  convaincre 
que  l'Arc  d\in  petit  Cercle  eft  tout  auflî  propre 
à  mefiirer  un  Angle ,  que  l'Arc  d'un  Cercle  plus 
grand.  L'efTentiel  eu  que  cet  Arc  quelconque 
toit  compris  exaâiement  entre  les  deux  côtés  de 
l'Angle ,  &  tracé  du  Sommet  pris  pour  Centre. 
En  effçt  nous  avons  v^  que  la  grandeur  ou  la 
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petiteflè  de  TAngle  ne  dépend  en  aucui^  ù^ue 
de  la  grandeur  ou  de  la  p^cîtefTe  de  fès  côtés.     Liv.  L 
Car  l'Angle  n'étant  que  Toùverture  de  deux  Li-  ^hap.  if, 
gnes  ^ui  fe  réuniffenc  en  un  Poifïf ,  il  eft  tout      ^  ^* 
formé  par  les  premiers  Points ,  qui ,  joints  au 
Sommet  Point  commun ,  commônçaac  <ku3c  ^U 
teâions.  Que  ce^  deux  Piredbions  foient  plus 
ou  moins  prolongées  >  elles  n  en  feront  ni  plus 
ni  moins  perpendiculaires ,  ni  plus  |ii  moins 
oblioues  1  une  à  l'égard  de  TaUtre*  U  eft  donc 
indiflérenc  de  donner  plus  ou  moins  d'étendue 
au  Raïon  de  l'Arc ,  qui ,  du  Sommet  pris  pou( 
Centre ,  ièra  tracé  entre  les  cotés.        ^ 

Pour  rendre  cette  raifbn  encore  plus  tenSMc  ^  ^S*  i  f  • 
fiippofbns  pluiieurs  Circonférences  cpnçentrif 
ques  >  c'-eft-a-dire  »  des  Qrconférences  inégales 
en  grandeur,  mais  décrites  clu  même  Centre* 
Que  Ton  diviiè  par  des  Raïons  la  plus  grande 
Circonférence  en  tet  nombre  d'Arcs  que  l'on 
|ugera  à  propos >  par  exemple,  en  quatre  Arcs 
égaux  par  deux  Diamètres  perpencuculaires  :  il 
eft  évident  que  les  deux  Diamètres  partagent 
également  en  quatre  Arcs  égaux  les  petites  Cir^ 
conférences  concentriques  \  &  que  tous  ces  Arcs 
de  90  Degrés  chacun ,  font  aufli  prppres  les  uns 

3ue  les  autres  à  mefurer  par  exçim>le  l'Angle 
roitAÇB- 
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Liv.  l* 
Chap.  II.  §f    I  V. 


s.ty. 


'MESURÉ   DES  ANGLES 

^iH  n  ont  pas  leur  Sommet  dans  le  Centre 

du  Cercle^ 

LOriqu  un  Angle  eft  formé  par  deux  Raïons  » 
onneftpasen  peine  de  fa  mefùre  :  TArc 
qui  le  borne  détermine  fa  grandeur.  Mais  on 
peut  faire  dans  le  Cercle  plusieurs  Angles ,  qui 
n  ayent  pas  le  Centre  pour  Sommet ,  tels  que 
ceux  qui  ièrpient  formés  par  deux  Cordes  »  ou 
par  une  Corde  &  une  Tangente  9  ou  enfin  par 
deux  Sécantes  intérieures  ou  extérieures  ^  & 
Ton  demande  fi  TArç  fur  lequel  ils  sappuyent> 
peut  (èrvir  à  les  meiuren 

Il  eft  certain  que  cet  Arc  y  me/ùre  naturelle 
de  r Angle  dont  le  Sommet  eft  au  Centre,  eft 
trop  grand  ou  trop  petit  pour  déterminer  la 
grandeur  des  autres  Angles  dont  le  Sommet  (è* 
roit  ailleurs  que  dans  le  Centre  du  Cercle.  Car 
ces  Angles  font  plus  grands  ou  plus  petits,  que 
TAngle  du  Centre  qui  s'appuyeroit  fiir  le  même 
Arc.  Il  j(embleroit  donc  que  l'Arc  compris  en- 
tre leurs  côtés  ne  pourroit  fervir  à  les  faire  con- 
noître.  Eh  pourquoi ,  a]outeroit-on ,  fè  donner 
la  peine  de  chercher  leur  grandeur  dans  un  Cer- 
cle ,  où  ils  font  étrangers  en  quelque  façon  ?  Ne 
peut-on  pas  aifément  la  découvrir  en  décrivant 
de  leur  Sommet  pris  pour  Centre  des  Arcs  qui 
les  melùreront  exaâement  ? 

Tels 


y 
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Tels  font  les  railbnnemens  que  la  parefTe  ftig- 


irfidk 


géré.  Mais  les  Géomètres  ne  font  pas  (ujets  à  ce    tiv.  I. 
défaut,  ils  ont  voulu  trouver  dans  le  Cercle  Chap.  II. 
même ,  où  ces  Angles  font  contenus ,  de  quoi     ^' 
fixer  leur  valeur.  Le  fiiccès  a  couronné  leur  en- 
treprise >  &  leur  découverte  qui  lembloit  d^- 
bord  ne  Satisfaire  que  la  curiputé ,  s'eft  trouvée 
par  la  Sliite  d  un  uiàge  très-étendu.  Suivons-les 
dans  cet  examen.  Si  la  lumière  de  Tévi^ence, 
qui  nous  a  guidés  )u(qu  à  préfent ,  paroît  un  peu 
nous  abandonner  ici ,  la  certitude  nous  eti  dé- 
dommagera. 

;  Confîdérons  d'abord  les  Angles ,  qui ,  formés  Angles  à 
^^^par  deux  Cordes,  ont  leur  Sommet  fans  la  Qr»  1^  Circon* 
^^confiérence  du  Cercle.  On  a  trouvé  quV/r  offt  ^tcncc  for- 
fourmejkre  la  moitié  de  t  Arc  fur  lequel  ils  s^dp^  ^  P?^  ^ 
fuyent;  &  par  confëquent ,  que  Vjin^le  du  Cen*  ^^ 
$re  qui  s^affuyeroU  fur  le  même  Arc ,  feroit  dou*  pj».  3  ^^ 
ile  ae  [Angle  a  la  Circonférence. 

Mais  en  vain ,  pour  nous  convaincre  de  c  Ae 
vérité  y  tlcberions-nous  d'approfondir  la  nature 
'de  l'Angle  &  de  l'Arc  qui  le  borne.  La  compt- 
raifon  que  nous  pourrions  faire  des  deux  Angles, 
ne  nous  apprendroit  que  la  iupériorité  de  1  An- 
gle au  Centre  >  fût  l'Angle  à  la  Circonférence. 
Car  les  côtés  de  l'Angle  ADB ,  quoique  beau- 
coup plus  longs  que  ceux  de  l'Angle  ACB,  n'ont 
cependant  que  la  même  ouverture  en  AB.  Donc 
fécartement  des  côtés  eft ,  au  fortir  du  Sommet, 
plus  confidérable  dans  l'Angle  au  Centre ,  que 
dans  l'Angle  à  la  Circonférence*.  Mais  cette  fii* 
périoritp  du  premier  fiir  le  dernier  eft-elle  du 
4auble3  L'Arc  AB  trop  grand  pour  meiurcc 

E 
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exaâement  l'Angle  ADB»  fiifErdic-il  pour  en 

Lt V.  L    mefiirer  encore  un  autre  de  la  même  grandeur? 

Chap^  II,  c*eft  ce  que  la  feule  lnQ)eûion  des  deux  Ankles 

S.  iv^     ^  ^^^^  apprendra  jamais  parfaitement.  U  &ut 

donc  avoir  recours  à  des  Angles  fiibfidiaires , 

<ftii  comparés  avec  nos  Angles,  nous  en  donnent 

ie  rapport  précis. 

Si  du  Point  D pris  pour  Centre,  &  de  Tinter, 
valle  DA  ou  DB ,  je  trace  un  Arc  ponâué  corn* 
f>tis  entre  les  côtes  de  TAngle  ADB,  cet  Arc 
qui  meAif  e  FAngle  à  la  Circonférence ,  doit  avoir 
^ne  Courbure  moins  forte  que  l'Arc  de  l'Angle 
au  Centre ,  puiiqu  il  fait  partie  d'un  plus  grand 
Cercle*  Il  ne  feroit  donc  pasimpoffible  ouel'Arc^ 
AB  contint  une  fois  plus  de  Degrés  dans  Ion 
Cercle ,  oue  l'Arc  ponâué  dans  le  fien.  Mais  il 
feroit  difficile  de  le  prouver  d'une  manière  géo* 
métrique,  quoii^e  dans  la  pratique  il  fbt  aiiS 
de  le  vérifier. 

J'en  dis  preique  autant  dîitie  aunre  métliodet 
qui  pàrott  d'abord  fort  naturelle^  la  voici. 
'  Si  du  Point  D  pris  pour  Centre,  &  de  l'inter- 
valle DC,  on  décrit  un  Arc  compris  entre  les 
côtés  de  TAngle  ADB ,  ce  petit  Arc  aà  fera  la 
véritable  mefore  de  notre  Anglew  Or  cet  Arc  né 
a  la  même  Courbure  que  te  grand  AB ,  puiÂ 
qu'ils  ont  le  même  Raïon  DC  ou  CA.  AinS  ces 
deux  Arcs,  appartenans  à  Cercles. égaux,  p*- 
f  oiilènt  de  nature  à  pouvoir  être  aifiment  corn* 
parés^ 

Je  remarqué  en  effet  ^  que  le  petit  Arc  ah  eft 
également  éloigné  du  Sommet  D,  &  de  l'Arc 
JàB  iûr  lequel  les  côtés  prolongés  de  l'Angle  oDk 


^àppùytnté.  U  (èmbleroit  donè  que  detlz  titeo 
psrcant  de  A  &  3  doivait  fornier  on  Angle  Sbqx 
fois  plus  grand  en  allant  le  réunir  ea  C  moitii 
cheniin»qQe  i^ilt  alloieoc  fè  léunir  en  D  »  suffi 
éloigné  de  C>  <pieC  r«àde  fAre  A&  Par  cOniSb- 
quent)  PAti|^e  au  Centre  iêroit  douUf  de  F  An* 
gle  à  la  Qreon£kefu:e(&  fAi£AB>mefiireda 

Eremier,  feroît  double  de  TArc^é,  melùre  du 
!Cond  Mais  quoiqu^on  pulfië  aifiment  Jaflifiet 
ce  raiionnement  daitf  ia  pr^tic^ue  •  ii  &ut  néan» 
moins  convenir  qu(*îl  câ;  ^op  rmt  »  Se  pcirprô* 
pre  à  porter  l'évidence  wis  Vmptiiu 

Pour  prouver  géomècriquement  que  PArc  AB 
eft  double  de  4^ ,  il  faudrolt  établir  auparavant.^ 
fepj^  torique  deux  Gérdes  ^aux  ont  buts  Cen* 
très  dans  la  Circonfirence  nin  de  f  autre  »  Ils  6 
coupent  nnituellement  le  tied  de  leurs  Occon« 
f&rences^  Car  de4à  il  fiiivroàt»  que  U  partie 
EsCiF  de  la  Circonfitenoe  ponâuée  »  étant 
^aîe  àrArc  EÛP,  ne  iêroit  que  moitié  du  grand 
Arc  EABF.  Par  coniëquent  »  tout  Angle  partant 
du  Point  D  Centre  du  Cercle  ponâu^^A  abou« 
tiflânt  k  la  concavité  de  l'autre  Cerck ,  doit  f 
couper  un  Arc  douUe  4e  cdal  qu'il  a  coupé 
dans  la  Qrconfirence  ponftnée.  Si  du  Point  D 
Ton  droit  deux  Lignes  aux  deux  Points  de  Sec« 
tion  £ ,  F  des  deux  Cercles  >  TAn^e  EDF  Ibrmé 
par  ces  deux  Lignes  mtcit  iK>iir  ntefutie  ia  par^ 
tie  EétdF  de  la  Gtecoi^écence  ponâuée  ;  Se  par 
coniémietit  la  moitié  de  TArc  EABF  double  de 
EéCbF.  Or  tous  les  Ai^s  dont  le  Sommet  Ce* 
toit  en  D>  &  qui  aboutlroient  i  la  concavité  du 
pcemier  Cercle  i  ibnt  con^rls  dans  la  capacité 

Eij 
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_^  de  l'Angle  EDF,  Donc  chacun  de  ces  Angles  îRfr- 

Hiv.  I.    roit  pour  mefure)  ou  bien  la  partie  delà  Ch> 

CkAP.  IL  conférence  ponétuée  qu  il  coupe ,  ou  bien  la 

$•  Iv;.     imoîtié  de  TArc  fut  lequel  il  s  appuyé  dans  le 

ftenAct  Cercle  non  ponâué. 

•    Mais  pour  prouver  la  Propoiklon  d'où  ces 

conféquences  dérivent ,  il  faudroit  d'autres  prin* 

cipes  que  ceux  que  nous  avons  ^établis  )u(qu'à 

préfent.  Renonçons  donc  à  ces  méthodes  trop 

compliquées  »  &  i?enfermons-nous  dans  ce  que 

nous  içftvons  dé)a  de  Ja  namire  des  Angles ,  & 

de  la  htuation  réciptll^ue  des  Lignes  droites 

'    les  unes  à  l'égard  des  autres. 

T^S*  ^7»  Je  lûppofe  que  l'Angle  ADB  ait  un  de  fès  cô-^ 
tés  DA  paflant  par  le  Centre  du  Cercle,  c'eft-à- 
dire ,  que  àes  deux  Cordes  qui  le  forment ,  Tune 
foit  un  Diamètre.  Je  demande  lèulement  qu\)n 
tire  un  fécond  Diamètre  EF ,  de  (maixiere^qa  il 
foit  paisillélë  k  k  Corde  DB  fécond  côt-é  de 
l'Angle. 

-  On  s'apperçoic  d'abord  queila  Pardilele  EF 
coupe  l'Arc  AB  en  deux  parties  égales.  Car  l'Arc 
FB  compris  dans  l'eipace  pâitaUele  eâ;  égal  à 
TArc  ED  du  même  Cercle  compris  dans  h  mê- 
me e/pace^  comme  on  l'approuvé  dans  le  $.  IL 
"  Or  l'Arc  ED  eft  égal  à  l'Arc  AF ,  autre  partie  de 
l'Arc  total  AB.Car  les  deux  Diamètres  qui  fe 
coupent  ferment  deux  Angles  au  Centre,  op- 

i)ofés  par  le  Sommet.,  &;|)ar  confèqutnt  égaux, 
cfijuels  ont  pour  mefure  l'Arc  fur  lequel  iks'ap- 
puyent.  L'Arc  ED  déjà  égal  à  FB,  l'eft  donc  aufll 
^.AF.:  donc  AF  eft  ég^àFB  :dow:4'Arc.AB 


eftvdivifôen  deux  parties  égales  pas  la.  Parallèle 

IFi  Liv*  I. 

Dut!  autre  côté  la  Parallèle ,  en  coupant  le  Chav.  .ir^ 
premier  Diamètre  en  d  donne  un  Angle  au     ^*^^^^   • 
Centre  ACF ,  qui  a  pour  nteiîire  FArc  AE ,  moi- 
tié de  AB.  Sidonc  cet  Angle JKjF-étoit  égalât 
L'Angle  à^  la  Circonférence -ADE^  il  fèroitmar 
xiifeffar  quece  dernier  aucoit  pour  mcfme  la 
moitié  de  FArc  AB  iiir  lequek  il  s!appuye.  On 
régalité  '  des  deux  Angles  (àute  aux  yeux.  Cac 
H^gle  ACPeff  excerne  à  Fefpaee  parallèle ,  & 
par  confëquenc  égal  à'ibn  oppofé  Ultérieur  ADB* 
ârniî  qu'on  Fa  prouvé  cf^denus  Chap»  I.  S^  IL  De 
plus ,  F Anple  ACF  eft  égal  à  FAngle  ECD  qui  lui 
eft  oppoiè  par  le  Sommet  r&  celui-ci.  eft  alterr 
iie>  &:pàr  con/Squeht  égal  àFAngle  ADB.  Donc 
l'Angle  à'  la  Circonfeiîence  ADB  eft  égal  à  FAuf 
gle  au- Centre  ACF..  Donc  le  preipier  a^pouç 
meiure-FArc  AF  moitié  d'e  FArc  (ur  lequel, il 
«appuyé.  C  elfcce  qitil  falloiff  d^mont^rer.^ 

Apcès  notis  él^re  aâuré»  de?  la  mefure  .des  An* 
glès  à^la  Circonférence  dont  Fun  des  côtés  eil. 
un  Diamètre ,  il  ne  lèra^pas  diâiôle  de  nous  cout 
vaincre  que  tousles  Angles  de  cc:tte  efpéae  >  for- 
més par  deux  fimplcs  Cçtdc^xïvônt  ga$  une  mer 
furc  diffiiriînte^ 

Car  ou  bien  k&  Gentre-dii  Cercle,  fe-trouvera    pig^  yt^ 
entre  les  deux  Cordes^  ou.bleail  fera  en-dehors* 

Dans  le  premier  cas,  du  Sonwnet-DdeFAar 
gle  tirez  lie  Diamètre  DE  -.XAi^e  ADB  fera 
paçtagét  en^  deux  Angles ,  qui  pf  is  enfemble  fon; 
égaux  à  i  FAngle  totaU  Ot  cha^usv  des  petits  Anr 
gles  ayant  le  Diaaaétte  pour  up^de  fe^cotésj.a 

E  ii>. 
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pour  mefiite  la  moitié  de  TArc  fiic  lequel  il  s*af>» 

Liv.  !•    puye*  Donc  TÂngle  cotai  a  pour  memre  la  moi» 

Chap.  il  tié  deTArc  AB^cotnpofë  des  deux  Arcs  AE» 

«•  ^v-     EB. 

Fig-  59«       0^^  ig  fécond  tas  9  fi  du  Sominet  D  on  tire 

le  Diamètre  DE  »  Ofi  a  trois  Angles  à  la  Circoti^ 
férences  Tçavôir,  TAngle  total  EDE>  8c  deux 
autres  Angks  EDA»  Ai>By  qui  pris  eufemble  % 
{ont  éaaux:  à  TAagle  total.  L'Angle  tot^  EDA 
âjant  ks  Diamètre  pour  un  de  iès  cotés»  a  pour 
tnefure  la  moitié  de  TArc  total  EAB.  Par  lam£« 
me  rsàfon  f  Attgk  EDA  apour  mefure  la  moitié 
de  TAre  £A«  Dditc  PAngie  ADB,  refte  de  TAn* 
gle  total,  a  pour  me(ûre  la  moitié  de  l'Arc  AB« 
refte  de  TArc  total. 

On  exprime  autrement  la  proportion  gén^ 
raie  9  en  diiant,  que  fjingU  éw  Centre  eft  £mkk 
de  tAngh  à  U  Cktenférence  :  &  cela  eft  exaâ: 
toutes  les  fois  que  l'Angle  au  Centre  peut  s'ap«> 
pujrer  fur  le  même  Arc  que  TAngle  à  la  Qrcoo^ 
férence.  Mais  cela  ne  peut  avoir  lieu ,  quç  dans 
le  cas  où  celui-ci  s'appuye  fur  un  Arc  moindre 

f{ue  la  dèmi-Orconference.  Car  sll  s*appu]rok 
ur  une  demi^irconfiirence  emiere>les  deux 
Lignes  tirées  du  Centre  aux  deiux  Points  oà  cet 
Angle  aboutit ,  fèroient  un  Diamètre, &  non  pas 
un  Angle.  A  plus  forte  raifbn  l'Angle  au  Centre 
ne  pourroit-il  s'appuyer  fur  un  Arc  plus  grand 
que  la  demi^^irconférence. 

Il  fuit  i^,  que  t^ut  Us  AngUs  ii  U  Cinonfi' 
tenue ,  ^i^i  s  4f furent  fur  tm  Arc  moindre  fue  U 
demi^Cirçonjerençe  »  fin$  tm)ours  sigm  ;  puifque 
la  moitié  de  cet  Arc  n^a  pas  ^o  Degrés. 


? 

tu 


\ 


De  lA  LiGNB  cmcutAiRE«.  7*r 

^.  ^iie  i«Mi  criMT  tfféi  iéiffyytnt  fur  $mt  iU* 


mn^Jiramfhinct  ^  fint  drêiis.  "^vr.  !.. 

)•.  Que  ctmx  ^  séfpmemjw  un  Arc  flm  Chap.  il, 
£rand  aue  U  demi^irc^ertiKe ,  fint  cbuês^  ^"  ^^' 

Ett  aip^oiânc  l'Arc  AB  9  <}uel  qu'il  (bit>  re*  Fig.  40 1^ 
tranché  par  une  Cotde,  k  Ceccle  fe  trouve  4^r4.^*> 

fartage  en  deuec  Stgmem.  (G»  c'eft  aitifi  que 
on  nomme  une  portion  quelconque  de  Cercle- 
terminée  par  un  Arc  &  par  une  Corde  )  Si  lai 
Corde  eft  un  Diamètre  x  les  deux  Segmens  (ont 
des  detni-CerclBS^  Mais  il  ce  n  èft  qu  une  (impie 
Corde>.leCecctee({;  partagé  en  deui^  SegmenSv 
i|^£âux  »  l'un  plus  g^and>.&  Tàucre  plu»^pecit  que 
£e  <feflû-Cercte» 

Les  Géomètres  k  &rv€nr  iawttkt  âb  cette 
dhrKibfi  du-  Cercle  en  Segmens  pour  exprimer 
les  concluâonspfécédeotes.  Ilsdiiênt>.que  TAa^ 
gle  à  la  Circonférence  cbns  le  grand  Segment 
e(t  toujours  aiga;  quil  e(k  toujours  otttus  dans 
le  petit  Segment  s.  &  toujours  droit  dans  le  de? 
miU>rcle.. 

Mais  il  faut  encore  remarquer  avec  foin  ,que 
fi  Ton  plaçoit  des  Sommets  cFAngles  dans  tous 
les  Poinfô  de  l'Arc  ^  (bk  éat  grand  Segment  yfoïii 
du  petk vfbît  du  demi-Cercle ,  tous  ces  Angles 
feroient  également  aigus  ,ou.égalemenc  obtus 
à2Lti^  chaque  Segment ,  &  tous  Atiglês  droits 
dans  le  demi-Ceccie.  Et  e'eft  cequi-démontre 
h.gr^de  utikcé  de  cette  manière  de  medirer 
ks  Angles  à  la:  Circonférence..  Car  il  k  trouve 
quelquefois  dans  un  Segment  de  Cercle  une  mut- 
titude  de  œ^.  Angles  qui  paroidènt  (i  dîfférens 
les  uns  des  autres ,,  qaQn<  ne  fetoit  pas  teméde 

£  iv 
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les  comparer  enfemble;  &  qui  néanmoins  font 

Liv.  I.     égaux,  parcequ'ils  s*appuyent  tous  iur  le  même 

Chap.  I.   /^j.Q^  L^  Reftitude  de  tous  ces  Angles  dans  le 

^'       :     demi-Cercle  eft  rfunufage  encore  plus  étendu.». 

Les  autres  Segmens  donnent  des  Angles  aigus; 

ou  obtus  égaux ,  fans  déterminer  leur  valeur 

précife.   Le   demi -Cercle  détermine  l'Angle 

droit,  en  quelque  Point  de  b Circonférence 

que  le  Sommet  (bit  placé» 

'Angles    Aprcs  avoir  reconnu  la  vraie  mefûre  de  l'An- 

formés  par  gle  formé  par  deux  Cordes ,  il  ne  fera  pas  diffi- 

une  Corde  çj|ç  jg  trouver  celle  de  TAngle  qui  feroit  fàtm/i 

ntc    ***"  P^*"  "^^  Corde  &  par  une  Tangente.  Les  Geo- 

^«•'43.    '^^fr^s  l'appellent  1  Angle  du  Segment. 

Cet  Angle  a  auffi  fon  Sommet  D  dans  la  Cir- 
conférence î  mais  fes  deux  côtés ,  au  lieu  de  s'ap- 
puyer for  un  Arc ,  en  renferment  un  entr'eux» 

La  propriété  de  cet  Angle  eft  d'avoir  feur 
mejkre  la  moitié  de  tArc  renfermé  entre  fes  cotés», 
Pour  le  prouver,  foppo/ons  d'abord  que  la 
Corde  foit  un  Diamètre  DE,  L'Angle  formé  par 
le  Diamètre  &  la  Tangente  eft  droit ,  puisque  le 
Diamètre  eft  perpendiculaire  for  la  Tangente. 
Cet  Angle  a  donc  pour  mefore  la  moitié  de  l'Arc 
DAE,  qui  eft  une  demi-Circbnférence. 

Sùppofons  maintenant  que  la  Corde  qui  fait 
Angle  zvtc  la  Tangente,  ioit  une  fonple  Corde 
DA.  Si  Ton  tire  encore  le  Diamètre  DE,  l'on 
aura  l'Angle  total  EDB,  &  les  deux  Angles  quel- 
conques EDA,  ADB,  compris  dans  l'Angle  total. 
Ôr  cet  Angle  total  a  pour  mefore  la  moitié  die 
TArc  total  EAD.  D'ailleurs  l'Angle  à  la  Qrcon* 
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ïërence  EDA  a  pour  mcfiire  la  moitié  de  l*Arc 
EA  fur  lequel  il  s'appuye.  Donc  l'Angle  ADB,    ï-ïT-  ï- 
refte  de  TAngle  total ,  a  pour  mcfure  la  moitié  ^^!L 
de  TArc  AD  renfermé  entre  fes  côtés  &  refte  de    .  '     * 
l'Arc  total. 

JLL  ne  nous  refte  plus  qu  un  mot  à  dire  for  Ie$    ,  Angles 
♦Angles  formés  par  deux  Sécantes ,  foit  intérieu-  formés  pat 
res,  foit  extérieures.  Les  Géomètres  ont  eu  auffi  ^"  ^^^ 
la  curiofité  d*en  chercher  la  meiure  dafts  des 
Arcs  du  Cercle  où  ils  font  placés. 

I  •  Soit  un  Angle  ADB  dont  le  Sommet  eft  Rg«  44* 
«u-deffus  du  Centre  &  au-deflbusde  laCircon-: 
férence ,  &  dont  les  cotés  (oient  des  Sécantes 
intérieures  DA ,  DB.  Il  eft  évident  que  cet  An- 
gle eft  plus  petit  que  l'Angle  au  Centre ,  &  plus 
^and  que  TAngle  à  la  Circonférence ,  qui  s*ap- 
puy croient  fur  le  même  Arc.  Cet  Angle  n*a 
donc  pas  pour  mefûre  tout  YAtC  AB  s  niais  auflî 
il  en  a  plus  de  la  moitié.  Les  Géomètres  ont 
trouvé  qu'il  falloir  prendre,  pour  (upplément  de 
là  meiure  >  la  moitié  de  TArc  EF  coupé  dans  le 
haut  de  la  Circonférence  par  le  prolongement 
des  côtés  AD ,  BD. 

2.  Si  les  deux  Sécantes  intérieures  ont  leur   Fig.  ^f^ 
Sommet  au-deflbus  du  Centre ,  il  eft  évident 

que  l'Angle  qu'elles  forment  eft  plus  grand  que 
l'Angle  au  Centre.  L'Arc  AB  ne  fuffit  donc  pas 

{)our  le  mefiirer  •,  &  Ton  a  trouvé  qu'en  prenant 
a  moitié  de  cet  Arc  AB ,  il  falloit  y  joindre  la 
moitié  de  l'Arc  EF  coupé ,  dans  le  haut  de  la 
Circonférence,  par  le  prolongement  de  fes  côtés. 

3.  U  eft  évident  encore,  qu'un  Angle  ADB  %•  4^* 
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formé  hors  du  Cercle  par  deux  Sécantes  e:nf<« 

Lsv.  U    rîeures  qui  coupent  (a  Surface  convexe  »  pour 

ÇHà,w,  I.   y^ctùx  s'appuyer  fui  Ùl  concavité»  eft  plus  petit 

^'  w'un  Angle  àta  Circonférence  auis'âppujreroit 

for  le  mone  Arc  AB.^  Cet  Angle  n*a  donc  pas 

pour  mesure  la  moitié  entière  de  TArc  AB  :  ilen. 

fant  retrancher  la  moitié  de  TAxc  £F  coupé  dans 

la  partie  iûpérieure  du  Cercle  par  les  deux  car 

tés  DA  »  DB.  L'on  dit  donc  <{ae  cet  Angle  a  pour 

piefiire  la  moitié  de  T Arc  (ùr  lequel  il  s  af^ye  ». 

moins  la  moitié  de  celui  qu  il  coupe  en  «itraot 

dans  le  Cercle» 

Ces  trois  Proportions  foot  tout-à-fast  danr 
l'analogie  de  ce  que  nous  avons  établi  Cm  la  na- 
ture des  Angles  à  laQrconférence*  Mais  on  ne 
peut  les  démontrer  en  rigueur  qaau  moyen  des 

[propriétés  du  Triangle  >  dont  on  va  traiter  dans 
e  Livre  Suivant. 

D'ailleurs  les  Angles  formés  par  des  Sécantes* 
ne  (ont  d'auciu>  uiage  dans  la  Géométrie.  Ei^ 
eâet ,  à  quoi  pourroient  lêrvix  des.  mefùres  aufli 
peu  naturelles,  qu'dfaut  prendre  dans  des  Arcs 
diâérens  du  même  Cerde.  Cet  objet  n  étant 
donc  que  de  pure  curiofité  ^nous  n'en  parlerons 
pas  davantage)  &  nous  paierons  tout  defùite 
a  la  confîdération  des  Figures  planes  toutes  fbi> 
mécs. 

Fin  du  franitr  Uvtt^ 
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LIVRE  SECOND. 

LES    FIGl/RES    PLANES. 

LE  premier  livre  de  cet  Ouvrage  nous  u 
mis  fous  les  jeux  les  matériaux  des  Sur- 
faces ou  Figures  planes.«Nou5  avons  me<* 
me  vu  le  commeacemeot  de  leur  formation 
dans  les  Angles ,  qui  nous  préientent  une  porr 
tion  d'étendue  terminée  de  deMX  cotés.  En  fixant 
la  longueur  des  jambes ,  &  joignant  leurs  extré- 
mités par  d  autres  Lignes  y  on  les  fépareroit  de 
jtous  les  efpâces  environnans,  Ceft  cette  éten- 
due oorqee  de  toutes  |>arts  par  un  cettain  nom- 
bre de  Lignes  >  qui  va  faite  Tobjet  de  nos  re- 
cherches* 

.  Le  nombre  de  Lignes  employées  à  former  une 
enceinte  peut  varier  à  Tinfani.  Un  Angle  étant 
donné  >  il  eft  facile  de  clore  l'eipace  par  une  feule 
Ligne  droite*  Mais  au  lieu  de  trois  Lignes ,  on 
peut  en  mettre  quatre  >  cinq ,  vingt ,  &c.  &  c'eft 
la  quantité  de  ces  Lignes ,  &  la  différence  des 
Angles  Qu'elles  forment  par  leur  union  >  qui  conA 
tituent  les  diverfès  e/peces  de  Figures. 
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On  roit  d'abord ,  fans  qu  M  (bit  befbin  de  Ir 
Liv.  II.  prouver,  que  toute  Figure  plane  a  néceflàire-^ 
ment  autant  d'Angles  que  de  côtés.  Car  chacun 
de  çes<:ôtés-étant  joint  à  deux  autres ,  participe 
à  la  formation  de  deu^i  Angles.  Ainfi  une  Figure 
de  trois  côtés ,  a  trois  Angles  :  une  de  quatre  >  de 
cinq>  de  fîx'  côtés ,  a  quatre ,  cinq ,  (îx  Angles  > 
&c. 

Ceft  fiir  ce  fondement  que  l'on  fe  contente 
de  défigner  les  Figures  planes  par  Jeurs  Angles. 
On  leur  donne  à  toutes  le  nom  général  de  Pofy^ 
gofHi  ;  &  le  nom  de  chaque  efpece  eft  tiré  du 
nombre  des  Angles.  Le  Triangle  a  trois  côtés  : 
le  Tétragme  ou  Ouadrilattre ,  en  a  quatre  :  Jk 
Pentagone ,  cinq  TiExagine ,  fix  :  VEptagona , 
fept  :  ÏOilogSne^  huit  i^EnnéagSne  ^  neuf:  le 
Décagone ,  dmc  :  VEndéeagone ,  onze  :  le  Dodé^ 
cagom  ^douzt.  On  ne  dbnne  pas  de  nom  par- 
ticulier à  la  plupart  des  Polygones  qui  ont  plus 
de  douze  côtés* 

Cette  première  notion  des  Figures  planes 
nous  préfente  deux  points  de  vôe  différens , 
'         fous  lefquels  on  peut  les  confidérer  :  fçavoir ,. 
leur  Quantité  &  leur  Qualité. 

Lsi  Quantité  iïunc  Figure  eft  la  portion  d'é- 
tendue renfermée  dans  les  bornes  :  ùl  Qualitt^ 
eft  la  forme  de  /on  Conrour  ou  Périmètre.       ^ 

La  Quantité  dune  Figure  plane  dépend  dfc 
la  longueur  plus  ou  moins  grande  de  tes  eôtés^ 
la  Qualité  dépend  du  nombre  des  côtés  &  des 
Angîes. 

La  Quantité  fait  qu'une  Figure  plane  eft  plus 
ou  moiiTS  grande  :  c^eft  la  Qualité  qui  coiiftitiMt 
les  efpeces. 
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Deux  Figures  égales  en  QHttntiié  peuvwH  T^^^j 
'âiffifrer  félon  la  Qualité t  on  Cercle ,  par  exem-    Uv.  JI. 
pie ,  &  un  Quarrf  Et  deux  Figures  de  la  même 
J^alité,  peuvent  différer  en  ^an'tité  .\"pat 
exemple ,  un  grand  &  un  petit  Triangle. 

Cette  double  vOe  (jue  1  on  rie  peut  embraflèc 
tout  à  la  fois ,  nous  oblige  de  dirifei  ce  Livte  en 
plufîeurs  Seâions. 

f  Dans  la  première  ,  nous  confidérerons  les 
■Figures  planes  par  leur  Qualitt,  c'eft-k-dire ,  par 
rapport  à  leur  contour ,  au  nombre  de'  côtés  qui 
les  terminent ,  aux  Angles  formés  par  les  Lignes 
environnantes. 

Diias  la  féconde  SeéHon  >  nous  coniîdéretons 
les  Figures  par  kur  Quantité,  c'ell-à-dire  >  par 
rappoit  à  l'étendue  qu'elles  renferment  ;  &  nous 
tâcherons  d'établir  des  régies  fiires ,  pour  dé- 
couvrit &  déterminer  cette  Quantité.^ 

£nlîn ,  comme  les  Figures  planes  peuvent  être 
par&itement  Semblables  par  leur  _^alité,  dos 
être  pour  cela  de  la  même  grandear ,  nous  con- 
fîdJECf  ons  ces  rapports  de  ûmilitude ,  tant  à  l'i- 
£atd  du  Périmètre  de  ces  Figures ,  qu'à  l'égard 
de  l'eipace  qu'elles  conrienneM.  Ce  fera  la  ma- 
tière aune  troiftéme  Sedion. 
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chap.i.  PREMIERE    SECTION. 

L£S  FIGVRBS  PLANES^ 
Confiàéréts  félon  leur  térimétre^ 


CHAPITRE  PREMIER. 

LE  TRIANGLE. 

D£  toutes  les  Figures  planes ,  le  Tdanjg^e  eft 
la  plus  fimple.  Il  faut  au  moins  trois  Lignes 
droites  pout  fotmer  une  enceinte  s  i^^  troi^ 
fbffifent.  Une  Ligne  droite ,  en  uniiTant  les  ez« 
trémités  des  famMs  d^un  Angle  ^  fornie  âf?ec  el^ 
les  deux  Angles  nouveaux. 
Cette  Figure  fi  fimfJe  eft  en  même  tems  br 
ius  îkcCfpAty  êc  celle  <]u1t  importe  le  dlua^  de 
ien  conuoicrê  ;  parce^'elle  entre  dans  la  com« 
pofîtion  de  toutes  tes  autres  >  &  qu'elle  en  efi 
pour  ainfi  dire  l'Elément. 


bi 


$.  I. 

DU  TRIANGLE  EN  GENERAL. 

ON  remarque  dans  un  Triangle  les  Cotés» 
les  Angles,  laBafè,  k  Sommet  &  laHau- 
teun 
La  Bafi  d  un  Triangle»  eft  le  Côté  inférieur 


•  •  f 

PÉMMETRE   MS  PoLYGÔnES.  7$ 

iiir  Itffiicl  on  le  conçoit  appuyé»  Mais  comme , 

^n  touttam  la  Figure  >  chacun  des  Cotés  peut    tir.  II,. 

devenir  Tinfif rieur ,  tous  font  également  pro-  J[-  ^^^ 

Êtes  à  fervir  de  Baie»  On  prend  néanmoins  pour      /\[ 
sfe  le  plus  grand  Coté  >  lorsqu'on  n'a  pas  de 
raifon  d'en  prendre  un  autre. 

Le  SmuMt ,  eft  la  Pointe  de  TAngle  oppoiS 
jk  la  Ba6« 

La  Hmutnr^  eft  une  Perpendiculaire  abbaiA 
lée  du  Sommet  iax,  la  Bafe ,  prolongée  s'il  en  eft 
bdôin. 

La  première  tnQ>eâion  du  Triangle  nous  dé- 
couvre d'abord ,  que  It  pl$ts  rrani  Coté  tjt  tow^ 
J99trs  offofl  Mi  flm  grand  An  He;  le  fins  petite 
éÊn  fbu  piiii  Angh  i  &  Us  Cotés  égétttx  »  stnk 
Angks  égâusc^ 

£n  effet ,  les  deux  Côtés  d'un  Angle  étant  dé-  ^S-  ^ 
terminés  d'une  Longueur  quelconque  >  il  eft 
évident  qu'ils  feront  plus  ou  moins  écartés ,  à 
proportion  que  l'Angle  fora  plus  ou  moins 
grsind.  Ôr  plus  ils  foront  écartés  »  &  plus  !a  Li- 
^e  qui  joint  leurs  extrémités  doit  aroir  tlê 
Longueur.  On  fera  le  même  raifonnement  en 
comparant  Tun  après  l'autre  ces  deux  premiers 
Côtes  avec  le  troifiéme  qui  les  mût.  Donc  le 
plus  grand  Côté  eft  oppofé  au  plus  grand  An* 
gle,&c. 

La  longueur  des  lignes  qui  terminent  un 
Triangle  peut  varier  à  l'infini.  Mais  comme  la 
grandeur  de  l'Angle  eft  indépendante  de  celle 
des  Cotés ,  il  eft  évident  que  Us  AngUs  £%n 
WriangU  tpukonqno  peuvent  être  égaux  à  çenx 
Jtun  pUis  grand  ou  dfnn  pUts  petit. 
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Ces  deux  premières  vérités  fur  la  hature^cftï 
L'iv.  II.    Triangle  en  général,  ont  fait  fbupçonner  que 
I.  Sbct.    l'on  pourroit  découvrir  la  valeur ,  non  de  cha- 
Çha^.  I.    qyç  Angle  particulier  dont  la  grandeur  peut  va- 
^'   '       rier  fans  nn ,  mais  des  trois  Angles  pris  eniem* 
ble  :  &  comme  TAngle  droit  eft  le  /èul  dont  ht 
grandeur  foit  fixe  &  déterminée  ^  on  a  recherché 
s*il  y  auroit  un  rapport  confiant  entre  les  trois 
Angles  de  quelque  Triangle  que  ce  foit  >  &  un 
certain  nombre  d'Angles  droits. 
Flg.  I .         Pour  trouver  ce  rapport  j  rappellons-nQus  que 
les  trois  Sommets  d'un  Triangle  n  étant  pas  ran* 
gés  en  Ligne  droite ,  on  y  peut  toujours  faire 
pafTèr  une  Qrconférence  de  Cercle ,  à  Tégard 
de  laquelle  les  trois  Côtés  du  Triangle  feront 
des  Cordes.  Et  comme  ces  trois  Cordes  fê  Joi- 
,  7       '    gnent  par  leurs  extrémités ,  il  efl  évident  que  les 
trois  Arcs  quelles  foutîennent ,  pris  enfèmble, 
font  toute  la  Qrconférence  du  Cercle  circon- 
Icrit. 

Les  trois  Angles  de  tout  Triançle  fpnt  par 
confequent  des  Angles  à  la  Qrconférence ,  donc 
chacun  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'Arc  fur  le- 
quel il  s'appuye.  Donc  les  trois  Angles  pris  en- 
iemble  ont  pour  mefure  la  moitié  de  la  Circon- 
férence. Or  la  moitié  de  la  Circonférence  efl  h 
meflire  confiante  de  deux  Angles  droits.  Donc 
les  trois  Angles  de  tout  Triangle  font  égaux  a 
deux  Angles  droits. 

Comme  nous  venons  de  nous  occuper  de  la 
mefure  des  Angles  formés  par  des  Cordes,  cette 
preuve  a  dû  fe  préfèncer  la  première  à  notr^ 
cfprit.  Nous  verrons  d'ailleurs  par  Ufiiite,  qu'il 
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telft  très-important  de  confidérçr  (buvent  le  Ttiâti- 

glétamrtie  infcrit  dans  lé  Cercle*  Or  cette  pQ-    Ltv.  ïl,  ! 

ution  du  Triangle  fait  toucher  au  doigt  légalité    ^'  ^^^^* 

de  (es  trois  Angles  à  deux  Angles  droits.  Voyons  ^*l^^'  ^'  ] 

néanmoins  fi  nous  ne  pourrions  pas  arriver  à        '  ' 

cette  importante  vérité  pat  une  voie  encore 

plus  naturelle* 

En  jettant  les  yeux  Cm  un  Triangle  quélcon*  Rg.  *• 
que)  &  prenant  pour  faBa^è^celui  de  fesC6tés 
qire  Ton  voudra,  on  voit  gae  les  deux  autres 
qui  s'appuycnt  for  cette  Bâ(e ,  partent  néceflai- 
rement  d*un  même  Point  A*,  &  nous  avons  vu 
que  les  Lignes  cpji  partent  d'un  même  Point, 
ont  les  mêmes  propriétés  que  ceBes  qui  traver* 
lent  un  eipace  parallèle.  Rien  h  eft  donc  plus 
fîmple  que  de  confidérer  tout  Triangle  comme 
enferme  dans  un  elpace  parallèle ,  au  moyen 
d'une  Ligne  DE  parallèle  à  (a  Baîê  >  que  Fon 
peut  tirer  ou  fiippofer. 

Les  deux  cotés  du  Triangle  forment  for  cette 
Parallèle  trois  Angles  de  foite ,  dont  le  Sommet 
commun  eft  en  A  •,  &  Ton  fçait  que  ces  trois  An- 
gles font  égaux  à  deux  droits.  Il  ne  s'agit  donc 
plus  que  de  comparer  ces  trois  Angles  avec  le^ 
trois  du  Triangle. 

Or  régalité  des  trois  Angles  de  fuite  &  des 
trois  du  Triangle  eft  manifefte.  i*'.  L'Angle  BAC 
«ui  eft  au  milieu  des  Angles  de  foite  >  eft  auflt 
1  un  des  Angles  du  Triangle,  i^.  L'Angle  EAÇ 
formé  for  la  Parallèle  fopérteure  par  Ta  Ligne 
AC  eft  égal  à  fon  Alterne  ACB  roriné  for  la 
Parallèle  inférieure  par  la  même  Ligne  AC. 
3"-.  L'Angle  DAB ,  dernier  des  Angles  de  foite , 
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2i         Geomstrib  M«TAraT$iqm« 
S\ei^  aufli  Alterne  de  l'Angle  ABC»  dernier  éa. 
Triangle.  Donc  les  t|:oi$  Angles  du  Triangle 
ibnc  égaux  aux  croîs  Âqgjes  de  fui^  ;  çlofic  Uç 
jbnt  égaux  à  deux  df  oit^ 

|?our  nous  confirmer  de.  plu;  pn  pluç  ^an$ 
tretre  découverte  &  nous  l;i  ren^ke  plqs  f^mi? 
jiere^  eflfayons  cTy  parvenir  par  lacPni^Mâîpn 
même  de  la  Figure. 

Ayant  la  Ligne  horizontale  Afii  i'él^v^  (vk 
cette  Ligne  au  Point  D,par  exemple >upe  l^igne 
X>C  çu  perpendiculaire  ou  avec  une  inclifigi/pi| 
•giielconque.  Je  prpndf  ensuite  fur  îs^  «nêff^ç  feor 
fizontale  AB ,  v^n  Ppinç  pris  à  Taventute,  F  pf^ 
exemple.  Pour  achever  le  Triangle  »  i{  ne  ^*9ffX 
)gue  dç  tirer  une  troifiénie  Ligne  de  F  çn  Ç5  9ç 
ce  Jtisfndç  ginfï  tr^jp^  fans  gwçuqiç  çprjc^Fiw  1 
jne  repréfçntç  touf  l^s  Tf4^gle;  poiÇble^ 

I^ais  au  lieu  de  teri^nçr  t^uç  d'un  90^  }ç, 
Triangle,  il  me  vient  dan;  1  e%jr«  4*pJf!Vep  9^1 
Point  F  f«r  riaotâçnt^  pne  I,ig|i§  Fg  paF^lé 
k  la  Ugnç  pC  Au  roqyea  du  P^î^I^lifee:^  le? 
Angles  internes  formçs  fpr  rhpyi^çntf^fi  p^f  l? 
diute  de  ces  deu^  JrigPS?  »  fojtiç  ^ayx  ^  4e^f 
droits. 

Maintenant  poar  transfora^^çi^  ces  à^^j^  P^r 
plleles  çn  C^tés  tf^ip  Tsl Wgl.fi"  4ftWt^fç4t  la 
S^ ,  Je  n  ai  gu>  prendre  l^t^  d^ç  4ep«  P«f 4r 
lele?,  EF  p^ç  exçp^plc ,  &  I4  fj^f^pt  ipgyvçjr^f 
le  Poiw  f  çqantge.%Mt\MV9|,r4ppçpç%j5rpjit 

!<îs  Ppints  çoipfçp  E  fis  çflRfQR4e  ay.<jç  I*  pçMW 
^  Voilà  Iç  Tc^aQgI«:fqripé. 
P^  ce  iHQftv«jS9j«48  la  lÂ^f  P ,  l'Angle 


Périmètre  des  PotyoèNES*  %f 

EFD  a  fouâert  beaucoup  de  dimimicibn ,  puié 
qu  il  fe  trquve  réduit  à  TAttrie  CFD.  Les  deuH 
Angles  fur -là  Bafe  du  Triangle,  font  dône  moin- 
dres que  deux  An^es  droits  :  tf  s'en  faut  précité 
ftment  TÀngle  retranché  ÊFG,     -  ' 

Mais  fi  fàî  perdu  ce  dernier  Angle,  fen  ai  aci 
quis  un  autre  par  l'umon  de  bli^e  EF  avec  ïà 
Ligne  CD,  fçavoir,  TAngle  DGF  troifiéme  Att* 
gle  du  Triangle  nauveUemem  fotmc.  Donc  fi  ce 
troifiéme  Angle  donne  préeiftment  ce  que  l'oij 
a  perdu  par  le  retrànçheinent  4e  fAngie  EFC  « 
les  trois  Angles  du  Triangle  feront  égaux  à  deux 
droits.  Or  Tégajité  de  ces  deux  Angles  faute 
â\m  yeux ,  puîiqu'iis  font  Alteriiesi  entre  les  Pa- 
rallèles CD ,  EF.  Donc  les  mis  Angks  du  Tris^ 
it^fint  igA^x  à  4^x  droits^ 

La  vérité  <|c  cette  Prppofitîon  fondamental^ 
4ans  la  Géométrie  méritoit  d'être  jitablie  (\xL 
plus  d  une  preuve. 

Il  fuit  dçJà  i^.Quçfihrf^  €imrfi>it  denx  Anj^ki 
dans  un  Triangle ,  le  troifiéme  fera  coffnu.  Qij:  {çf 
trois  enfemb]c  .ont  pour  me&re  une  cJcnû-Cir- 
cpnférence  de  Cercle ,  c'eft-à-dire ,  iSoDegrésL 
Par  conféquent  les  deux  Angles  connus  etai)Ç 
d  un  nombre  quelco;i;ique  de  Dçgrés  .au-^eflbus. 
de  i8o,  ce  qu'il  faudra  de  ]y>egrés  jpour  cpm« 
pletter  1 80 .  fera  la  mefiire  <}e  TAn^e  inconnu.' 

a*.  Ç^^fi  deux  Angles  £%n  Triangle pfntigé^^x 
k  deux  Angles  dun  autre  Triangle ,  (  foit  que 
cette  égalité  foit  d'Angle  à  Angk ,  foit  qu  ello 
iè  trouve  feulement  entre  la  fomme  des  deur 
Angles  de  part  &  d'autre  )  le  troifiéme  Angle  du 
premier  Triangle  fera  égal  au  troifiéme  Angle 

Fij 
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;  dn  fécond.  La  raifon  eft  la  même  que:celle  ikt 


Liv.  II.    précédent  Corollaire. 

I.  Sbct.        jO^  jj^  Triangle  ne  ptut  avoir  quun  Angle 

CHA.P.  I.  jt^Y.  Car  s'il  en  avoit  deux,  la  valeur  «les  trois 
Angles  excéderoit  celle  de  deux  Angles  droits^ 
Par  la  même  raifon ,  un  Triangle  ne  peut  avoir 
qu  un  Angle  obtus.  Mais  les  trois  peuvent  être 
aigus. 

4^  Si  un  Triangle  a  un  Angle  droit , .  les  deux 
autres  valent  un  droit  ^^  (i  ces  deux  autres  (ont 
égaux,  ils  feront  chacun  de  45 Degrés  v  &  s*ûs 
ibnt  inégaux ,  il  fiiffira  d'en  connoitre  un  pour 
connoitre  Tautre. 

^i*  4*  5^.  Si  ton  prolonge  un  des  Cotés  du  Triang^ , 

t Angle  extérieur  D  formé  par  ceprolongement , 
eft  égal  aux  deux  intérieurs  oppojes  A&  B.  Car 
cet  Angle  D  fait  avec  fon  voifîn  C  deux  Angles 
de  fuite  égaux  à  deux  droits.  Or  les  Angles  A 
&  B  joints  à  1  Angle  C  font  de  même  égaux  à 
deux  droits.  Donc ,  &c. 

On  doit  dire  la  même  chofe  des  deux  autres 
Angles  extérieurs  £  &  F  formés  par  le  prolon- 
gement des  deux  autres  Cotés  du  Triangle. 

6^.  Ces  trois  Angles  extérieurs  du  Triangle 
font  égaux  a  quatre  droits.  Car  chacun  d'eux 
avec  PAngle  intérieur  qui  l'avoifine ,  égale  deux 
droits  ;  ce  qui  répété  trois  fois ,  fait  la  valeur  de 
iix  Angles  droits  :  d'où  retranchant  deux  pour  la 
valeur  des  trois  intérieurs^  il  en  refte  quati;^ 
pour  les  trois  extérieurs. 
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DE    TRIANGLES. 

1E  Tîiàngfe  pèut^tre  cùnfidéré  >  ou-felon^  Sk  cTpccf» 
iiCôtés ,  ou  félon  fes  Angles..  -  ^«  T^^*»- 

Gonfidéré  felo&fcs  Cotés,  ou- bien  les  trois  «***• 
Gôtés  /bne- égaux  v  ou  deux^  feulement^,  ou  lès 
trois  font  d'inégale  longueur.  Dans  ie  premier 
cas,  lé  T^iangleeft  eW^^^^/^dânslè  Ibcond,. 
ifictlh .-  dans  le  troiueme ,  fialhtç» . 

Si  l'onconfid&fe  le  Trhmgfe-felon  fes  Angles^ 
comme  les  trois  pris  enfèmble  &nt  égaux  à^eux 
droits ,  il  faut  qu'il  ait  un  Angle  droit  &  deux 
dîgus  :  ou  bien  un  Angle  obtus  &  deux  aigiis  : 
ou-bien  enfin  trois  Angfesaigus.  Dans  le  prçmtes 
cas ,  il  eft  reflanglè  :  dan&le  kcQud,  .^]rM^4^^/^^,^ 
dans  le  troifiétne ,  ^i;«^^»f /^^ 

Il  eft  âmpoffible  d'imaginer  un  Tfian^k  qui. 
nàppartienne  pas  à.quel^u une  de  ces  fuc  cCç&^ 
ces.  Nous  allons  en  parcourir  les  propriécési...  . 

yiE  Triangle  éi^uil^tftéralefinéeeffkirimifHéMP:        i^. 
angle  y  ceft^à^dire,  que  (es-trois  Aiagles  (ont      Triangle: 
égaux  ;^  puiêjwe  chacun  d*feux  eft  oppofé  à  un  ^«ii*té- 
Côté  égat  Pa^  conféquent  tout>fliiangUé^$ém-r  ^  pj 
gle  eft.  aujft  équilatéral.  ^'  ^^ 

D'ailleurs  prenant  BC  pour  Bafê  ^  tes  Côtés 
AB^  AC  Ligne»éga]e»paFtant  cpun  même^Point,. 
font  également  inclinées  for  la  Bslit  BC  Donc  :  " 
dlfis  fpcmcnt  les  mèms^  Angles  ea  feiis  différa    •     ./' 

T^        ••••    , 


s  renr.  En  prenant  pour  Bafe  le  Côté  AB  ou  ACi 


Jxvy  Uà    on  prouvera  par  Ta  même  voie  que  TAnglc  en 
I.  Siçt;    a  eft  égal  à  FAngle  en  S  au  à  TAngle  en  C 
^^•/^       Enfin ,  en  fiippofant  le  Triangle  équilatéral 
•      infctit  <kns  uitGfercfe  rbCirconfercnce  fc  trou- 
vera partagée  ea  trois  Arcs  égauxpar  trois  Cor- 
:  dès  é^âlc9*  Donc  clraque  Angle  a  pour  mefîire 
la  moitié  du  tiers  eu  la  (ixiéme  partie  de  la  Cir- 
conférence* Ge  qui  montre  qiie  l'Angle  d'un 
Triangle  équilatéral  oit  équiangle  eft  toujours 
de  6q  Degrés* 

c  On  voie  pafrlà  qà^  le  Triante  équilatéral  eft 
une  Figure  par£idtement  ré^liere*  Car  c  eft 
^tnft  qu  oà  nomme  toute  Figure  donc  les  Angles 
&  les  Cotés  £>nt  parfiûtement  égaux. 

Si  dn  Sûthmtt  du  TtidngU  tépéiUtér^t  ^  9n 
^aiffe  une  PerfendicHlaire  fur  la  Baft  »  elle 
C^#r^  C€it€  Ba/e  en  deux  parties  égales. 

Car  les  deux  Cotés  AB,  AG ,  ékant  égaux  Se 
égalcinent.ÎDcIinés  fiir  la Bafe,  doivent  être  éga- 
letpeiK  éloignés  du  P«ànc  D  >  où  combe  la  Per« 
pendtculake. 

De  plus ,  cette  Perpendiculaire  partage  tAn- 
fie  du  Smnmet  in  deux  Angles  égaux.  Car  les 
deux  Coté^  AB ,  AC  étant  également  inclinés  fur 
la  Bafe,  s'éloignent  également  dfe  la  route  per- 
pendiculaire. Donc  l'Angle  BAD  égale  l'Angle 
DAC* 

Triangle  ^^^^  ^^  Tiiangfe  ifocelle  onprcnd pour  Bafe 
iToceiie.      ie  Côté  inégal  \  ibic  que  ce  (bit  le  plus  grand  ou 
Fig.  ^.     le  plus  peciCi 


Il  eft  évident  que  tes  deux  Angles fiirUBaji 


fint  égMx  dans  uTHmHiU.  Ca  ils  font  opp<>-  lÀi^tAv^ 
fh  à  desGdté^  égak«  r  &  tfâilîfeurs  leiî  deux  Câ^-  Jf^  »*ct. 
té^  égâïfij-  psÉrtmit  <to  même  Point  A,  font     V'I^  ^ 
égâlemettt  ihcf  iné^  fur  fe  Bîtfe  „Si  pat  coûficpicnt 
y  fodt  ite*  Angles  égàu±* 

Mais  la  grandeur  de  ces  Angles  aeff  point 
ibftftâtttè  >  parceqiié  l'Aiïgï'è  dû;  Sommet  peur 
yarfeif  àrôtftnî.  T6iit  eécjue  Tottpeut  *ré,  c'ëfr  ^ 
que  ce  dfetnîét  Ai^lë  ô^nt  conthr,  oti  âla  va- 
Jeuf  ded  deu*  autres»  Car  les  ttoig  ehfeniblc^ 
Âyàni  I S6  Dfegrés  pour  luefure-i  on  n*aqu*à  re- 
trancher de  cette  fomme  la  valeur  de  FAn^é^ 
du  $câtHiiêt  y  les^  deux  Angles  de  IW  frafè*  partar 
gérons  également  fe  rêftam  dfe  Degré^i^' 

Il  eft  encore  évident  qôe  UPtrfehdScHtàirtr 
iirée  dtè^  Simtn^  dtt THangkifotelkfHr  là  Bafi ^ 
tient  le  milieu  frécis  entre  les  deux  obikpêesi.^ 
fartage  en  deux  f  orties  égales  &  la  Bafe  &^ 
iAt^gté  J^  Smmet. 

On.  v^i^  par-là  que  le  Triangle  îfocelte  tîenf 
beaucoup  de  l'Equilatéral  j  ou  plutôt ,  que  ce*» 
kii*ct  ^  XlfittUé  par  excellence  y  pmfqu'il  eft 
Ificetii  àè  totites|iatts ,  air  fieu  que  le  Triiangle* 
duquel  oti  donne  ce  mim,^il'eftL  IfocéUe  que:  de 
deu3t  cotés.. 

jLi£  'TriàHj^y^^irr  nc-hotts  offie  aucurie-prd-       j . 
priété^  particulière  >  &  ne  peut  avoir  que  les     Triangle 
attributs  généraux  du  Triangfe ,  parceque  Imé-  ^^^^' 
laîitédeie^  Angles  &  dé  fes-Côtésrfarien  de^   ^^  ^* 
Me  &  de  ttiaftanr^ 

F  tir 
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l'on  confidere  le  Triangle  .  reB^mgté 
comme  reHangU ,  on  prend  toujours  pour  le 
Sommet  la  Pointe  et  TAjogle  droit ,  &  pour  Bafê 
le  Coté  bppofë,  c  efl-à-dirc,  le  grand  Cote.  Cette 
Bafe  eft  connue  fous  le  nom  à^Hyfothénufi. 

I- 
Le  Triangle  reSangU  nepiut  être  EquiUtérst 
^*^  7^  9H  Equiangle.  Car  TAnde  droit ,  étant  (on  plus 
grand  Angle ,  eft  oppofé  au  plus  grand  Coté  i  Se 
les  deux  Angles  de  la  Bafê ,  qui  pris  enfemble 
n'en  valent  qu'un  droiç  y  font  né^eflairemettC 
plus  petits,  / 

Vï^^  ?•         Mais  ce  Triangle  peut  être  ifbcdleou  fcalène» 

Îarceque  les  Côtés  qui  forment  l'Angle  droit>  & 
is  deux  Angles  de  la  Baie  peuvent  être  égaux 
çu  inégaux ,  (ans  que  le  Triangle  en  Toit  moins 
reûangle^ 

Le  Centre  du  Cercle  cirçonjcrit  a»  Triangh 
reUangle  eft  néàejfairement  le  foint-milicu  de  la 
Bafe  OH  Hyfûthénufe.. 
FJg.7.<cl.  Qp  f Angle  droit ,  dont  le  Sommet  eft  dans 
la  Circonférence ,  s'appuye  lur  une  demi-Cir* 
conférence.  Par  conléquent  THypothénufe  eft 
Diamètre  de  ce  Cercle.  Or  le  Centre  du  Cercle 
eft  au  milieu  du  Diamètre.  Nous  verrons  dans 
la  fuite  le  n^erveiUeux  yiàgQ  qu^  Ton;  f^it  dfi^  cette 
Figure. 

O^ïîn-  ^^  ^^  Triangle  re^angle  ne  peut  être  équiîa- 
1^^  téral  y  à  plus  forte  railbn  le  Trlai:uele  ^tus-aii^ 

Fig.  9.  ac  gl^«  Mais  il  peut  ctre  ifocellp  &  Kalène. 
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Le  Centre  £un  Cercle  circonfirit  au  Triangle 
pbtHs-angle  eft  nicejfairement  hors  dn  Triangle  y    Liv.  II. 
C^  au-'deJfoHS  du  grand  Cote  ^ùi  fin  de  Bàfi.         J^  SBcr: 
Car  TAngle  obtus  dont  le  Sommet  eft  dans  là      j  ^j»  '* 
Gif  conférence ,  doit  s'appuyer  fur  un  Arc  plus 
grand  que  la  demi-Circonférence.  Parconfé- 
quent  fa  Bafè  eft  une  Corde  tirée  au-defliis  du 
Centre. 

X-rE  Triangle  acutangle  peut  être  équîlatéral,        ^. 

îfocelle  ou  fcalène.  Triangle 

j  Acucangrc 

Le  Centre  du  Cercle  circonfcrit  a  toutTriangte 
MCHt angle  doit  être  dans  t intérieur  du  Triangle: 

Car  chaque  Angle  étant  aigu  ,  s'appuye  fur  pig.  iia*. 
un  Arc  moindre  qu'une  demi:Circonférence»  &  ii« 
Par  confëquent  chacune  des  trois  Cordes ,  plus 
petite  qu'un  Diamètre,  eft  au-defliis  ou  au-deC- 
ibus  du  Centre.  Donc  le  Centre  k  trouvera 
dans  Tintérieur  des  trois  Cotés  du  Triangle. 

2. 

Si  du  Centre  du  Cercle  circonfcrit  au  Trian^ 
gle  acutangle  -  équilatéral ,  on  abbaiffe  des  Per* 
fendiculaires  Jur  chacun  des  trois  Cotés  ^  ces  Ptr^ 
fendiculaires  firont  égales. 

Car  les  Côtés  du  Triangle  équilatéral  font  des    Fig.  n. 
Cordes  égales  dans  le  Cercle  circonfcrit ,  &  par 
confëquent  également  éloignées  du  Centre. 

3- 
Si  du  Centre  du  Cercle  circonfirit  au  Triangh 

acutangle^ificelle  y  on  abbaiffe  des  Perpendicur 

laires  jur  chacun  des  trois  Cotés  ^  celles  qui  tom- 

bcTQnt  Jitr  les  Cotés  égaux  firont  égales.  Car  ces 
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deux  Cotés  ^nc  des  Cordes  égales  dans  le  €er- 
Ljir.lh    clè  circonlcrit. 

%  Sbct*.       \|ji5  c^Hg  ^  uméerafiér  U  Citeinirétl ,  Jir^ 

^^^m  ^^  f^^  langue  oh  fkucmrte  tpH  chacune  Ms  dèmxi 

pV      '     autres.  Car  le  Çô(é  kiégal  eft  dans  le  Cercle  cir^ 

^*     '    çon(crit  ime  Corde  plus  proche  ofu-  plus  éloi- 

gnéeduCentre  qu'auamde&deux  aiRresGocés^ 

Enfin  yfiU  Triançle  asutangU  eft  fe alêne  y  ter 
Perpendioilaires  abbaiffées  dn  CefitreJurchMcuÈt 
des  Cotés  y  font  inégales.  .     \  . 

F^*  i^  Car  les  trois  Cotés  du:  Triangle  fisalène  font 
des  Cordes  inégales  dans  le  Cercle  circon/ctk  » 
&  par  conféquent  inégalement  éloignées  di^ 
Centre*.     . 


fcM 


CaNDltfONS  NECESSAIRES 
pour  déterminer  un  Triangle^ 

UN  Triangle  ayant  trois  Cotés  &  trois  Atif- 
gles,  il  eft  néceiTaire  pour  conftituet  kt^ 
dividuellement  quelque  Triangle  que  ce  fbîr,. 
que  ceis  &x  choies  Ibient  déteirminees;.  Mais  û 
neÀ  pas  heibin  de  les  codnokre  routes  pour 
aifigner  la  grandeur  d  un  Triar^lè  ^  parceqvie 
quelques-unes  étant  données,  tes  autres  en  font 
une  conséquence  néceffàke»  Il  ^agît  d^xâniiiiej^ 
quelles  /ont  ce^  coadirionsr  eflentidUes.. 


'fix^i^n  et  s  trojr Angles  m  déUrmiHèfsà  Lc^«  H^ 

;..Càr  ia  gnndèui:  ils9  Angles  étant  mdéjpea*  \f^^ 
dsàsté  de  iè  imignebr  «de  fears  jambes  »  il  de  f  ri^ 
poffîbte  que  des  Tnangles.dé  gtandelir  dMe^ 
rene^  à  Uinfiiiî ,  ajehc  néanmoinsiles  mèmàAn^ 
glss^iSk  y  fat  exemple^  dans  le  Ttixn^iABCà  ^^S*  '4» 
onttteîmiB  Ligne  DEf  araHele  à  la  Baie  fiC  >  o?i 
aàiSEy  nacre  le  gi^nd-Tilaiigle  j  un  petit  Txiad^ 
gle  ADE.  Or  ces  deux  Triangles  4CTC.é(pûm 
iles«ac^'eii3c.iCac  l'i^^e  c»  A  efl  comimià  à 
Fùn  âc^à  LamceA  2.^.  Les  Angles  de  laBafe  du  pëtie 
kmï  éxtecties  k  Tefpaee  parsdlele  itxmè^pat  les 
Ligxies:  D£ » BC$  &  par  cônâquent  dfaescto  cf  eus 
eO:  igsi  k  ï Angle  interhè  ifppc(&<,  i!Aagfe  eâ 
D  àf  Aol^e  en  B ,.  &f  Ai^e  en  £  à  l'Angle  eil 
C«  Domr  les  trois  Angles  des  deux  Tringles 

{otït  égaux  reipeûivemeai:;  ^  ^ 

2. 

Au  contraire,  &/  troU<^otts  duTtiangU  étant 
fiscés  i  les.  A^n^kes  trffint^itn^.  ,    .   ' 

Car  le  plus  grand  At^k  èft  nécefiàicement 
tippbfeauplmgnuidCâtéxiepluspcm, aupift  • 
petit  Cooé^  de  lès  Aaigtes  égaàx,  aux  Cotés  égauxi 
Ces  troâs  Angles  pris  emèinblè  ne  peuvent  ex^ 
céder  la  valeur  de  d^ux  droits.  Donc  ia  giaor 
deur  de  chaque  Angle  eft  déterminée^  par  la 
longueur  du  Côté  oppofô^ 

.    Soient  donc  les  trois  Lignes  M ,  N ,  O  don«   Fig.  i|» 
nées  pour  faire  un.  Triangœ  (  il  isac  fiinpofer 
que  deux  de  ces  Ligotes  pii&s.  enlènible  ftiient 
plusiongi»  que  Ja  troiiîéiii^)  &  Tan  prendM 


H 


$,UL 
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f)our  Bafê  égale  à  BC ,  &  que  du  Point  C  &  avcC 
a  Ligne  N  pour  Raion ,  on  trace  un  Arc  de 
I.  Sbct.    Cercle  au-defliis  ^e  BC  >  Tune  des  extrémités  de 
^î^^;  ^'  la  Dgne  N  étant  fixée  en  C,  l'autre  extrémité 
eft  indifférente  à  s'arrêter  dans  quelque  Point 

Sue  ce  (bit  de  TArc  tracé.  Mais  comme  cette 
erniere  extrémité,  de  la  Ligne  N  doitfè  joinr 
dre  à  l'extrémité  de  la  Ligne  O  poiu:  faite  le 
Sommet  du  Triangle»  il£Eiut  voir  en  quel  Point 
de  l'Arc  le  bout  de  la  Ligne  O  rencontrera  le 
bout  de  laJLigne  N. 

Pourxela  du  Point  B  &.àyec  la  longueur  O 
pnCe  pour  Raïon ,  foie  xracé  un  autre  Arc  :  le 
Point  A  ou  les  deux  Arcs  fè. coupent»  eft  le  feui 
où  les  Lignes  N  &  O  puifTent  fe  rencontrer. 
Donc  avec  les  trois  Lignes  données  on  ne  peut 
faire  d'autre  Triangle. que  le  Triangle.  ABC  : 
donc  la  fixation  des  trois  Coté&.du Triangle  en 
détermine  les  Angles. 


Deux  Cités  y  &[Angh  compris  entre  ces  Ci- 
tés y  déterminent  le  Triangle* 
Wg.  16.  #Car  pour  achever  le  Triangle,  il  ne  s'^^t 
plus  que  de  tirer  la  Ligne  BC  de  l'extrémité  d'un 
Coté  à  l'extrémité  de  l'autre.  Or  il  nj  a  qu'une 
manière  tie  tracer  cette  Ligne  >  parcequ'on  ne 
peut  tirer  qu'une  feule  Ligne  droite  d'un  Point 
à  un  autre  Point.  Pour  que  cette  Ligne  fût  plua 
ou  moins  longue ,  il  faudroit  que  les  Cotés  AB> 
AC  s'approchailènt  ou  s'éloignaifent.  ^  &  pas 
coiiiequent  que  l'Angle  compris  devint  plus.ou 
moins  grand  :  cç  qui  iêroit  contre  l'iri^xatfagfe^ 
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4; 

Bûux  Anglts  &imCoté déttrmimm  kTrian*   ^'^^  ^^ 
'^K  !•  Sect. 

Soit  le  Côté  BC»  &  les  deux  Angles  donnés,  5.  ni. 
maraués  ilir  cette  Ligne  par  deux  Arcs  de  Cer-  fj!  17^ 
clés  égau3^  tracés  des  Points  B  &  C  pris  pour 
Centre.  Il  £piut  néceflairement  que  les  deuk  au« 
très  Cotés ,  qui  partiront  de  fi  &  de  C  pour  aller 
Ibrxner  le  troifîéme  Angle,  Mâent  par  le  dernier 
point  de  l'Arc  en  B  &  de  ÎArc  en  C  Leur  route 
cft  tracée  \  leur  inclinaifon  for  BC  fixée.  Us  s'élè- 
veront donc  )ufqu  à  ce  qu'ils  fe  rencontrent  au 
Point  As  &  la  poâtion  de  ce  Point  A  ne  peut 
varier  :  plus  élevi ,  les  Cotés  (èroient  moins  obli-* 
ques  :  plus  abbaifTé ,  les  Cotés  ièroient  plus  obli-- 
ques^  &  par  confëquent  les  Angles  delafiaiê 
pourroient  être  plus  grands  ou  plus  petits  :  ce 
ce  qui  ieroit  contre  la  foppofition.  ^ 


Deux  Cotés ,  &  un  jingU  non  compris  entre 
ces  Cotés ,  donnent  au  Triangle  une  domU  déter^ 
mination. 

Soient  les  Lignes  M  &  N  &  l'Angle  O-  Soit   ^git.êi 
'AB  égal  à  M.  Du  Point  B  pris  pour  Centre ,  Ibit  ^9* 
décrit  un  Arc  mefore  d'un  Angle  égal  à  l'Angle 
O ,  &  touchant  d'un  côté  la  Ligne  ÀB. 

La  Bafe  du  Triangle  doit  pafler  par  l'autre  ex- 
crénité  de  l'Arc.  Mais  conune  la  longueur  de 
cette  Bafè  n  eft  pas  fpécifiée  >  tirons-la  indéfini- 
ment. 

Enfin  du  Point  A  pris  pour  Centre,  &  avec 
la  Ligne  N  prifè  pour  R^ûon^  décrivons  un 
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grand  Arc.  Cet  Arc ,  en  fuppofant  la  Ligne  N^ 
Ltr.  U.  «flèz  longue  pour  parvenir,  fuiquà  laB^ ,  la 
l.  SEct.    coupera  en  deux  Points  D  &  E.  Ainfi ,  avec  ie| 
CsAF.  II.  conditions  données ,  oà  «irbit  deux  Triangles 
ABD  9  AB£  fort  différens  f un  de  l'autre.  Dans 
le  priemier»  le  coeé  égal  à  N  forme  un**  Angle  o\> 
eus  iur  une  petite  Bafes  fit  dans  l'autre  un  Angle 
aiga  fiir  une  plus  grande  Bafê.  Donc  avec  les  eon- 
ditîons  données  »  Topi  aura  une  double  dét«rini^ 
nation  du  Triangle.  Pour  en  fixer  abfblum^ 
]a  grandeur ,  il  faut  i^oocer  que  le  fécond  Angle 
de  ta  Bote  &lt  obtus  om  aigu. 
.   De^toôtes  ces  Propofiriôns  i)  luit,  que  poix 
eonneikr^  <)ue  deux  Triangles  ou  un  pli|s  grand 
ncHinbre  font  parfaitement  égaux ,  il  (i|mt  4t 
içav^  -qu^is  pnt  les^  mêm^s  conditions  déter-^ 
inîaaiices^  (ài!^  ^'on  ibi(  obligé  d'examiner  ié 
rapport  des  aâtres  A^les  &  des  autres  OMs. 


^        • 


CHAPITRE  IL 

I,  A   P^ès  le  Triaqgle,  le  Quadrilatère  eft  1^ 

Le  Qpadri-  jfjLpïus  fîmple.de  toutes  lesîfigurçspIançs.Sîe^ 

Utcrc  en     quatre  Angles  ont-îls ,  cpnvne  les  trois  du  Trîan- 

general.      ^j^  ^  ^^  rapporx  confiant  avçc  un  çertaii;i  nona^ 

bre  tf Angles  droits?  Ceft  la  prctmiere  <}yeitioiT 

qui  vient  à  Feiprit.  ' 

Fig.  zo.        Pour  la  réfoudre ,  çpnftcuifons  Ain.OuadrjiIa-* 

tcre.  Ayant  îes  deux  JLignes  AB  ^  BCiauant  An^ 

^le  »  ù  je  joignois  rextrémité  de  ces  deux  Lignes 
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ipar  uiie  droite  AC,  ce  fêroic  un  Triangle.  Mais 
jie  voulant  pas  terminer  la  Figure  fi  ©rufque*    ï-iv*  H. 
ment,  du  Poitx  A  je  tire  une  Ligne  AD  dans    l-  ^*^** 
«ne  autre  Direâion  que  AC  y  Se  en&ite  je  joins  ^-^'^  ^'» 
ies  extrémités  D  &  C  par  une  droite  DC  Voilà 
ie  Quadrilatère  formé ,  8c  la  voye  ou'il  làut  né* 
ceflairement  prendre  pour  le  conilniire ,  de 
quelque  e/pèce  qu'il  puide  être* 

Il  eft  évident  qu'en  tirant  U  Ligne  AD  h^rs 
de  la  Direâion  de  AC ,  je  fais  l'Angle  en  A  plut 
grand  qi^'il  n^auroit  été ,  fi  j'avois  terminé  la  Fi- 
^re  par  la  Dgne  AG  :  ou  plutôt  j'ajoute  un 
nouvel  Angle  en  A  féparé  de  Ibn  voifin  par  la 
ligne  AC  De  plus ,  en  joignant  lextréinîté  D 
À  Textrémité  C  par  la  Ligne  DC ,  je  forme  ua 
nouvel  Angle  en  D.  Enim ,  TAngle  en  C  &j;2l 
plus,  grand  que  fi  la  Figure  avoit  été  terminée 
par  la  Ligne  AC  \  ou  plutôt ,  je  fais  un  nouvel 
Aagle  en  C  fëparé  de  fon  voifin  pap  la  Ligne  AÇ 
Akûif  en  conftruifant  im  Quadrdatere ,  j'ajoute 
an  ikpond  Tiiangle  ADC  au  premier  ABC)3c 
les  (ix  Angles  de  ces  deux  Triangles  égaux  è 
^atf^  droits ,  font  évidemment  les  tçeme»  que 
les  quatre  du  Quadrilatère*  Donc  iw  e^atrt 
Jb^glÇtS  iU  jQuadribuen  Jànt  i^mx^  à  quafrç 
Àroits* 

Pour  nous  confirmer  dbm  cette  découverte ,  ng.  z,o^  \ 
fatibns  atteotipn  qu  il  nY  a  po^t  de  Quadri- 
lateiTc;  que  Fon  ne  pv^e  partager  en  deux  Trian-^ 
^e&^pai;  unq  Ligne  ti^e  ^Ar^e  ea  Angte, 
<}ue  par  cette  raifon  que  Ton  nomme  Diofonaltm 
]tes^ quatre^  Angles  du  Quadrilatère  tèn^^idem- 
•Boctf  la  oaSme^ofe  que  les  £ëc- Angles  des  deu^ 


I  « 
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Triangles.   Or  ceux  *- ci   font  égaux  à  quatre 

Lit.  IL    droits.  Donc,  &c. 

I.  Sbct*       Obfervons  ici  en  pa0aht  »  par  rapport  aux 

Çhap.  II.  Quadrilatères  &  aux  autres   Polygones  plus 

compofës ,  que  Ton  fùppofe  toujours  l'intérieur 

des  Angles  en-dedans  de  la  Figure ,  te  la  Pointe 

Fig.  21.  en-dehors.  S'il  at  ri  voit  que  quelqu'un  des  An- 
gles rentrât  en-dedans ,  on  auroit  une  Figure 
trop  irréguliere  pour  mériter  le  nom  de  Poly- 
gone* On  ne  pourroit  défîrcr  que  d'en  connoh 
rre  la  fuperfîcie.  .Ceft  ce  dont  nous  parlerons 
dans  la  5e£tion  fuivante. 


pVifion  ""-P^^^  ^^^^^  confidéré  le  Quadrilatère  dans  fa 
duQuadri-  généralité,  il  faut  le  divifer  dans  fes  eipéces. 
laterc  dans      Ou  bien  les  Quadrilatères  ont  tous  leurs  Co- 
fei  efpéces.  tés  oppofés  parallèles  *,  où  bien  ils  n'en  ont  que 

deux^  ou  bien  ils  n'en  ont  aucun. 
Fig.  zo.        Ceux  de  la  dernière  efpéce ,  comme  étant  les 
plus  irréguliers ,  confervent  le  nom  général  de 
jQuadrilattrcs.  On  les  nomme  aulll  Traféz.oh 
des. 

Fig,  22.  Ceux  qui  ont  feulement  deux  Côtés  oppoJS» 
parallèles ,  fbnt  appelles  Trapèx^es. 

Enfin, Ton  nomttie, Parallélogrammes^  ceux 
dont  tous  les  Côtés  oppofés  font  parallèles. 

^g*  23^  Le  ParalUloj^ramene  êft  droit  où  incliné.  Il 
eft  droit ,  lorique  deux  Côtés  parallèles  font 
joints  par  deux  Perpendiculaires  :  on  l'appelle 
Parallélogramme  reàangle ,  ou  fîmplemenF,  Rtc* 
tangle^ 

Fig.  24.  .  Un  Reâangle  dont  tous  les  Côtés  (ont  égaux» 
f  ft  un  j^i#^rr# ,  le  plus  régulier  de  tous  les  Qua- 

jdtilateres^ 
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-âriiftteres  )  Se  le  feul  qui  foîc  parfaitement  régu^ 

lier*  Liv.  Il* 

Le  Parallélogramme  eft*  oblique  ou  incliné ,  ^*  ^^^"^^ 
J0t£]ue  deux  de  fes  Cotés  parallèles  font  joints    p.^^'  ^î^ 
par  deux  Lignes  également  inclinées.  On  le     *S*  ^^' 
nomme  quelquefois  Rhamboide^ 

Le  Parallélogramme  incliné  5  dont  tous  les   Flg.  i^« 
Côtés  four  égaux ,  eft  appelle  Rhwiihe  ou  Loz.an-     ' 
jf(p*  Nous  àllcms  voir  tout  à  l'heure  pourquoi 
cette  Figure  n^cft  pas  parfaitement  régulière. 

Ju  Armi  les  Quadrilatères,  •fl  n*y  a  g^ucres  que  Propriété 
le  Parallélogramme  dont  le  contour  mérite  at-  ^^  Parai- 
lention.  En  voici  les  principales  propriétés.         l^logram- 


f&es. 


Dès  qiCnn  P étfàllihgrétmmi  4  un  Angit  dnit ,   c .  . 
its  trois  OiHîrts  It  fint  ^mffu  > 

Car  pour  former  cet- Arigle  droit,  il  faut  que  I^«  ^3^ 
la  Ligne  AD  qui  joint.  les  deux  Parallèles  AB , 
JDC ,  foit  vperpeadiçulaire-.  Par  copCquent ,  fi 
TAngle  cri  £)  eft  droit ,  r^nj^ç  çti  A  doiç  rétre 
aufli.  Mais  comme  le^  C)ôtè  BC  >  qui  doit  joindre 
ies  deux  Parallèles  p^r  leurs  extrémités  B.  &  C  » 
eft  parallèle  à  fon  Coté  oppofë  AD ,  il  doit  auffi 
être  pecpendiculaire^  &  par  ponfôquent  former 
JLçs  Angles  droits  en  B  &  en  C 

Dans  tmt  ParalUtogrànme  les  AngUs  opptH 
fis  font  t^aux.  

Cela«n  a  pas  befoin  de  preuve»  H  le  Parallér    Pi{*  ^h 
logramme  eft  re^Skangle.  S'il  eft  incliné,  il  a  deux 
AxWies.oppofês^Q  &  lés  deux  autres  aigus. 

Orles  obtus  font  égaux»  afnfî  que  les  aigus.  QÙ: 

G"     •      ''• 


les  Côtés  AD  >  BC  étant  également  inclinés  <îûki 

îLtv,  II.    le/pace  parallèle,  doivent  s'approcher  égale«- 

,  I.  Sbct.    ment  de  la  Parallèle  donc  ils  s'approchent ,  & 

Chap.  m.  s^^oigher  également  de  celle  donc  ûs  s*cloî- 

^enc 

Fig.  1)^  Dans  4ùiu  TéirédUlagrapiim:t  ^  deux  An^tts 
14,  if  UtfoiJtns\tels  que  A&B.B&C^C&D'^3'& 
^^'  Àyfi^  égaux  ÀAcHX  ATùitU 

Car  ces  deux  Angles  yoiiins^&mt  int(n:nes  dam 
.     ^  .oii  e^ace  paraUelew 

BiiUfs  tout  PmrMéloffrumriU  Us  Ciics  ^fp^ 
Jhm  égaux. 
Mêmes  ^    C^  ces  Coiés.  ^ppo:{is  Ibut  ou  demc  Petpen* 
JB^.  diculaires ,  ou  deux  j^egleitienf;  Ôbli<ju'e$  tirées 

m  dcUjc  Tfidhgks  ^Auy.' 
Mgmc$       Car  le^tViMs  Côtés  dU  Triàfnj^é  ABC  fbftt 
Fig.  ^aux  aux  t4[:oîs  Cotés  Al  ttianglt  At)Ç.  i^.  là 

Dîâgôiialê  eft  commun^  sta^  d^itx,  i**.  LcCèté 
AS  eft  égal  -à  fon  oppoië  fiC ,  &  AD  à  fon  <^ 
f  ofé  BC  5^  LiSis  Angles  ^ôtti]f)tii5  B  &  C  font 
égaux.  JDoxic  »  &c« 

•'6^ 

.  Les  deux  Diofonalfs  dun  JP'or^tSo^JMme 

Wg,27.z«,      tit'céfohtî^xltgtt'és'ég'^^  bblfejùtt, 

;  &  tirées,  avéé  ï^s  mêm^s  toncbtrohs  dans  vm  tf- 

|)^eTpafâIlpîè.  - -^  .. -    '  •  •      - 


^^  ^  ,  tir.  lU 

Dans  un  Parailelogramme  inciini^  Us  dtmx    i,  sbct. 

iiiagQUéUs  fint  inégales*  Chap%  II. 

Car  dans  cette  Figure  les  Angles  obtus  sap-.^^S*  */•  ^ 

prochent ,  &  les  aigus  s'éloignent ,  à  proportion  *^* 

^ue  le  ParaUélogrammç  eft  pltis  ou  moins  in* 

cliné. 

■ 

D^ns  Hi^  Psraiitiogrdmm^  ^^MgU  i^^  deux 
JUagenMts  fi  cêHpenpPar  ic  ff^ilHH  ém  Poim  E. 

<^la  eft  évidcni:  <wns  1^  Quarr^ ,  qqe  les  Hg.  tj. 
deux  Diagonales  partagemt  en  qu4Ue;  Triangles 
«égaux  »  en  h  coupant  per pendicul^it^ent*  £a 
«fler»  U  Triangfe  ABC  ^wtliôcriîe,  la  Per- 
pendiculaire fi£  coupe  la  fi^f^  AC  &  TAngle  B 
en  deux  également»  Donc  \e$  4eU9  Triangles 
JlEB,  bec  (ont  ip\x^  Par  la  même  raifon  le 
Triangle  BEC  eft  égal  i  ECO ,  &  ce  deroiçr  au 
Triangle  DEA. 

Cela  n  eft  pas  moin^  évident  dans  le  Parallé-  ^8»  *•• 
logramme  rectangle  allonge  Oir  quoique  les 
iieux  Diagonale»  ne  partagent  pas  le  ReÂanglp 
en  quatre  Triangles  égaux  »  les  Triangles  pppo* 
iSs  par  le  Sommet  feront  néicedàirement.  i^.  Ij^% 
deux  Triangles  oppafôs  l4;»nç  ifoceiles.  Car  1^ 
Cotés  EA>  EB>  OQi  parieitt  d'u|)  même  Point  » 
ibnt  des  U^es  également  mctinées  (ur  la  Bafe 
AB  >  &  par  conSquent  ^nt  égalas  \  $c  de  m^me 
les  Lignes  £C  9  ED.  if.  C^deux  Triangles  (ont 
-légaux  '9  car  tes^^ie^ égaiiK  opppfë$  au  Sommée 
4o£  ont  pwràaièsdew  X^«e$  égales  ÀB,PC 
4^GgiC  ktti:!  Cp(&  (PAC  ^g^enient  allongée*     ^ 
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liv.  IL        Dsns  un  fiarallélofframmireBMngU ,  le  P^fim 
ï.  Sbct,    ^interfeUioh  des  deux  Diagonales  E  efi  égale- 
1P'"^^    !fe  ^^^^  éloigné  du  Somm,et  des  quatre  An£les^ 
J^  ^7-         X^tfi  une  iuite  de  la  Propafition  .précédente. 

10. 
On  peut  faire  pajfer  la  Circonférence  dun  Cet' 
€le  far  le  Sommet  des  quatre  Angles  dun  Paral- 
lélogramme reBangU. 
Ttg.  28,        Car  prenant  pour  Centre  l'interfêélion  des 
•deux  Diagonales ,  &  pour  Raïon  une  de  leurs 
mokiés,  comme  EA^  laGrconférencepaffera 
par  les  quatre  Sommets. 
Kg.  zj^       A  plu^  forte  raifon  tout  Quarré  pourra  être 
infcrit  dans  un  Cerde.  Ses  Côtés  y  font  des  Cor- 
<l6s  égales,  dont  chacun  foutjentun  (juarc  delà 
Circonférence. 

•Dans  ces  deuxcas ,  les  Diagonales  du  Rectan- 
gle, ibit  quarré ,  (bit  allonge-,  ibnt  deux  Diar 
xnétres  du  Cercle. 

On  ne  peut  faire  pajfer  un  XJèréie  par  Je  Som* 

miet  des  quatre  Angles- dun  Parallélogramme  in- 

cliné* 

îRig.  Z9.        Gar  le  Point  qui  pourroitlfervir  de  Centre  ne 

pourrolt  le  trouver  que  daiiS  l'interfeAion  des 

'deux  Diagonales.  Il  eft  v^i  que  ces  Diagonales 

fe  coupent  par  la  moitié;  que  k  partie  £A  eft 

égale  à  la  partie  EC^  &  la  partie  EB  k  .la  partie 

ÏD.  Mais  \2L  partie  EA  ^'eft  pas  pas  égale  à  la  psB> 

^ie  EB  :  ni  la  partie  EC  à  la  partie  £&,  papceque 

Ib.  Diagonale  enricre  qui  joint  tes  Angles  obkis 

eâ  plus  courte  q«ie  celle  qui  joint  les  Angles 


.  ■ 


«  • 
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gns.  Par  confëqucnt  ,,fi  du  Centre  E  Tondécri- 

voit  un  Cercle  avec  le  RaïoitEA,  la  Circpn-   LiV.  ir:  ' 

férence  paflèroit  par  les  Sommets  A  &  C  >  mais.  ^-  Sbct^ 

icroit  au-deflbus  des  Sommets  B  &  D.  Au  con-  ^^^*^'-  ^^ 

mrire  avec  le  Raïon  ED ,  la  Circonférence  qui 

pafTeroitpar  les  SommetsJ^^B>iêroir  ausdemis 

des  Sommets  A  &  C. 

12. 
CertainsTrapez^es ,  &  d'autres  Qtmdrilaterer 
encore  f  bu  irréguUers^pem/ent  être  infcrits  dans 
un  Cercle. 

Si  Ton  prend  dans  ^  un  Cercle  deux  Cordes    Vig^^%^ 
inégales  parallèles ,  &  qu'on  en  jpigne  les>extre^ 
mités  par  deur  Cordes  qui  ne  peuvent  manquer 
d'ctr^  obliques  en  feos  différent,  on  aura  uo 
Trapèze  in£cdt  dans  un  Cercle^ 

De  même ,  fi dan& la  Circonférence. dun  Cérr  Rg*.  yu 
de  on  marque  quatre  Points  fort  inégalement 
éloignés  hs  uns^  des  autres ,  &  qu'on  Joigne  ces 
quatre  Points^  par  quatre  Lignes  droites ,  on  au-^ 
ra  ua  Quadrilat^e  tQut-à-£ût  irrégulier  infcric. 
dans  un  Cercle^. 

Par  coniéquent',  fi  Ton  avoir  arrangé  ces  qua* 
tre  Points  hors.de  la.Qrconférence»  comme  ils 
le  font  fiir  la  Qrconférence  mcme ,  ,on  .auroit 
un  Point-milieu  également  éloigné  des  quatre^ 
Points..  Mais  comme  Tirrégularite  des  Trapèzes^ 
&  fiir-tout  des  Quadrilatères  Amplement  qua^ 
dplareres,  peut  varier,  à  l'infini  *  pour  un,,  au*- 
quel  on  pourroit  par  hazaxd  circonicrire  xxrt- 
Cercle:»  il  y;  en  auroit  mille qwine;  feroient  pas:, 
jfcfceptibles  dç  cette  opération.. 
^  Tojut  cecln.eft  qu'une  application  de  ce  qui 

Giiî 


loi        GtouttKit  Metaphysk^jïi» 
=  â  été  plus  amplement  expofë  dans  le  Uirre  ftë^ 


Lit.  n*    cèdent ,  Cbap.  IL  $.  L  fur  la  natiMre  &  la  form 

ï.  Sbct.   rion  de  la  Courbe  circulaire. 
Cha^.  III. 

S.  I-        I Il  i  hwAmmiJÊAmmimmi 

CHAPITRE    IIL 

LES  POLTGONES. 
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Z£5  POLTGONES  EN  GENERAL. 

Quoique  les  Triangles  &  les  Qu^rilateres 
foient  de  vrais  Polygones ,  on  ne  donne 
ordinairement  ce  nom  qu'aux  Figures  d;e  plus 
de  quatre  Côtés^ 

Nous  avons  vu  que  les  Angles  d*ime  Figure 
^  trois  Cotés  font  égaux  à  deux  Angles  droits  v 
que  raugmentâtfon  d'un  feul  Côté  rend  les 
Quadrilatères  égaux  à  quatre  droits.  L'addition 
dun Côté augmentc-t'eue conftamment de  deux 
Angles  droits  la  valeur  totale  des  Angles  d*utt 
Polygone  > 

Pour  décider  cette  queftion ,  conftruifbns  un 
Pentagone ,  premier  des  Polygones  proprement 
dits. 
Wg.  j2.  Ayant  les  deux  Dgnes  AB ,  BC  faifant  un 
Angle  quelconque  ;  fi  ië  Joins  les  extrémités  de 
ces  Dgnes  par  une  droite  AC ,  fai  un  Triangle. 
Mais  en  dcfignaïit  fîmpiement  par  des  Points 
Cette  Ligne  que  Je  pouvais  tracer  >  je  tire  AE 
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dans  une  autre  DkeâioQ»  Si  je  joignois  I  extré- 
mité E  de  cène  nouvelle  Ligne  àîexrrémité  C    L«v.  H^ 
de  la  Lignç  BC,  l'âjouterois  un  fccond'Triangle   ^  Sect^ 
au  premier  ,=  &  )e  tpcminerpis  le  Quadrilatère,  ^""^jf^ 
Je  me  contente  encore  de  marquer  cette  EC 
par  des  Points,  &  j!en  tire  une  nouvelle  EU    '       - 
dans  une  autre  Dke£tion^  Il  eft  évident  qu  ei>.         ^^^ 
lerminant  k  Figure  par  un  cinquième  Cocé  DC^ 
l'ajoute  vm  troiuçineTriangle  aux  deuxpremiers.. 
Or  les  neuf  Angles  de  ces  trois  Trianglçs.ibnt  ^. 
^  ne  dis  pas  Igaux  aux  cinq  da  Pentagone  ^ 
mais  précilement  la  même  chpie^  Donc  If  s  cinq 
A^dts  dif"  Pentdgom  font  é^aux  àjîx^  drpitj^ 

U  eft  manifeftc,  que  iî  javois  çonftruit  mi  Fij.-H^ 
E^^agone,  j'aurois  âjpufl^  un  quarriénoe  T^ianr 
gle  V,  &  que  j.  ajbuterois  jtoujpurs  un  npMveaif 
Xrïangle  »  en  donn^mr  auPolygpnerun  nouveau 
Coté.  J)ouc  Vadditiftn  inn  Çosi  ^  un^  Polygone 
ûuelcon^e  nugjneme  Iç  tatoL  de  £es  jingUs  df. 
ta  valeur  de  deux  droits. 

Ain(î<le  rapport  de  htScasm^  4^3  Angles  àxs 
Polygones  à  un^  nombre   confiant    d^Angles 
droits ,  à  commencer  par  le  Triangle  ,,crok  fe- 
Ion  la  Ptogreflioix  arithmétique  cfes  nombres- 
pairs  ,.1x4,  6,8»  10,  &c- 

Pour  nous  afermif  ckns^  cette  découverte  y.  Rg«  3*- 
confîdérons  mi  Pentagone  quelconque  toijt 
conilruit^  Pu^Sooia;iet  d*un  Angle  pj^  à  volbn» 
lé,  tel  que  C,  jp  tire  des  Diagonales  à^autapt' 
d'Angles. i^ll  me  ièra  poflible:.j^  vois  que  je  ne- 
puis  en  tirer  que  deux>fçavoir  ^à  l'Angle  en  A 
&  à  l'Angle  en£»  Or  ces  deux  Diî^on^es  paf:^ 
isagent  le  Pentagone  eaxrois  Triangjbs  >  dontlçs^. 

G.i5f 
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neuf  Angles  font  les  cinq  du  Pentagone.  Donc 
Liv.  II.  les  cinq  du  Pentagone,  ainfî  que  les  neuf  des  troif 
I.  Sect.    Triangles,  font  égaux  à  fix  Angles  droits. 

Chap.  III.  £j^j^5  y j^  Exagône  >  on  peut  de  TAngle  C  tirer 
mJ  t\  tine  troifiéme  Diagonale  au  nouvel  Angle  e» 
F  :  &  ces  trois  Diagonales  partageant  t  Exagone 
en  quatre  Triangles ,  montrent  que  la  /bmme  de 
fès  Angles  cft  égale  à  huit  droits.  Arnfî  le  nom* 
brc  des  Triangles  dans  lelqucls  un  Poljgône 
peut  être  partagé,  augmentant  comme  les  Côtés, 
chaque  addition  d'un  Coté  ajoutera  la  valeur  de 
deux  Angles  droits. 

Il  eft  aifé  maintenant  d*établrr  une  régie  gé- 
nérale, pour  découvrir  fans  peine  à  quel  nomr 
brc  d'Angles  droits  les  Angles  dun  Polygone 
quelconque  font  égaux.  ^ 

yîg*  3^%       Pour  cela,  confidérons  qu'en  partageant  un 

'33»  Polygone  en  Triangles  par  le  moyen  des  Dia- 

gonales tirées  du  Sommet  C  d  on  de  fès  Angles, 
il. faut  en^ployer  deux  Côtés  du  Polygone  pour 
faire  le  premier  Triangle ,  &  deux  autres  pour 
le  dernier.  Au  lieu  qu*il  ne  faut  qu'un  Côté  du 
Polygone  avec  les  Diagonales,  pour  fkirc  un 
des  Triangles  intermédiaires.  Par  confëquent 
tout  Polygone ,  quelque  fbit  le  nombre  de  fes 
Côtés,  peut  être  partagé  en  autant  de  Triangles 
quil  a  de  Côtés,. moin$  deux.  Donc  ta  Jimme 
des  jingies  dun  Polygone  ejuekoncjiKe  eft  égale  a 
deux  fois  autant  £  Angles  droits ,  quil  a  de  CJ- 
tés ,  moins  deux.  Ainh ,  retranchant  par  Te/prît 
deux  Côtés  du  Polygone,  &  doublant  le  rcfte, 
ce  double  donne  le  nombre  d'Angles  droits 
~  que  Ton  cherche.  Ayant ,  par  exemple  a  un  Po- 
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ly gône  de  vingt  Côtçs ,  ôtez-en  x ,  rcfte  1 8  :  le 
double  dé  i8  eft  }(5.  Il  eft  clair  que  les  vingt    Liv.  II. 
Angles  du  Polygone  font  égaux  à  j  (J  droits.        ^'  ^^^m 
On  parvient  à  la  même  Conclufion  par  une  ^^^^^  "• 
autre  méthode  fort  ingénieufè.  Au  lieu  de  par-    pj  *   *  ^ 
tager  le  Polygone  en  "Triangles  par  des  Diago- 
nales >  d  un  Point  Z  pris  au  hazard  dans  l'intérieur 
de  la  Figure,  fbient  tirées  des  Lignes  droites  à 
tous  les  Angles  :  le  Polygone  fera  partagé  en  au- 
tant de  Triangles  qu'il  a  de  Côtés ,  &  le  Point 
Z  fera  le  Sommet  commun  de  tous  ces  Trian- 
gles. 

Il  eft  évident  qu'à  l'exception  des  Angles  qui 
font  autour  du  Sommet  commun ,  le  r^fte  des 
Angles  de  ces  Triangles  eft  égal  aux  Angles  du 
Polygone.  Or  chacun  de  ces  Triangles  vaut  deux 
Angles  droits.  Les  Angles  du  Polygone  pris^ 
cnfemble  feroient  donc  égaux  à  deux  fois  au- 
tant d'Angles  droits  qu'il  a  dAngles  ou  de  Co- 
tés ,  s'il  n'en  falloir  pas  ôter  la  valeur  des  Angles 
qui  font  autour  du  Sommet  commun  Z^c'eft-à^ 
dire ,  la  valeur  de  quatre  droits.  Donc  les  An-- 
gUs  dun  Pohgonc  quelconque  p>nt  égaux  a  deux 
fois  autant  a  Angles  droits^  moins  quatre ,  que  U 
Polygone  a  de  Cotés. 

Cette  Conclufion  eft  précifement  la  même , 
en  d'autres  termes ,  que  celle  de  la  première 
méthode.  Ayant  un  Exagône ,  par  exemple  : 
qu'on  en  retranche  deux  Côtés ,  &  qu'on  dou- 
ble les  quatre  autres ,  le  nombre  8  exprime  le 
nombre  d'Angles  droits  aulqùels  les  Angles  de 
l*Exagône  font  égaux.  U  en  fera  de  mêmç  fi  Ton 
commence  pac  doubler  les  Côtés  de  l'Exagônef* 
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Le  nombre  1 1  exprime  les  Angles  droits  égaux 

Liv.  IL    à  la  ibmme  des  Angles  de  l'Ex^one^pourvi:» 

I.  Sect.    qu'on  en  retranche  4*  Car  i  z— 4^=8» 

Chap.  III.      j^  même  ayant  un  Polygone  de  10  Côtés  ^ 

le  double  de  lo  eft  40  V  &  ce  nombre  40  ,  ei> 

retranchant  4 ,  fera  le  nombre  d'Angles  droits 

que  Ton  cherche*  Car  40— 4=j6» 

On  voit  par-là ,  jufqu*à  quel  poim  k  vdeut 
des  Angles  des  Polygones  peut  croître ,  relarî* 
vement  au  nombre  de  leurs  Cotés*  Le  Trianglç 
vaut  deux  Angles  droits  :  le  Quadrilatère  ,  4  ^ 
le  Pentagone,  6  :  l'Exagône ,  8  île  Polygone  de- 
vingt  Cotés  >  3<J  :  celui  de  cent  Côtés  >  19^  rce- 
lui  de  mille  Côtés,  1996  i  celui  de  dbc  mille 
Côtés ,  1999e ,  Sec.  De  forte  que  plus  un  Poly- 
gone aura  de  Côtés ,  &  plus  le  nombre  d^Angles* 
droits  auxquels  iès  Angles  ibnt  égaux ,  appro- 
chera du  double  de  Tes  Côtés  ou  de  Ces  AngieSt 
Mais  jamais  aucun  Polygone  ne  parviendra  à  ce 
double  :  il  s^cn  faudra  toujours  quatre  Angles 
droits. 

Il  fuit  de-Ià ,  que  totis  les  ftiffUmem  des  An» 
gles  J[un  Palygine  quelconciue  ^pris  enfimbU  ^font 
toujours  iga,tix  à  quatre  AngUs  droits*. 

Car  il  s'en  manque  toujours  quatre  y  que  les^ 
Angles  d'un  Polygone  ne  fbient  égaux  à.  deux 
fois  autant  d'Angles  droits. 
Fig.  jj.  Ces  fiipplémens  font  exprimés  par  FAngle 
extérieur»  que  forme  le  prolongement  d'uo^ 
Côté  du  Polygone.  Xllar  cet  Angle  avec  fbn  vox- 
£n  intérieur  lont  deux  Angles  de  fuite  égaux  à 
deux  droits.  Par  confluent ,  en  prolongeant 
jtoiis  les  Cotés  d'un  Pplygâae  pour  faire  dqk 
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Angles  extérieurs,  on  a  tous  les  fupplémens  des 
Angles  intérieurs.  Donc  tQtu  les  Angles  exté*    Liv.  ij. 
rieurs  dun  P^lygent  cjHelcon^jue ,  fris  enfemble ,  ^'  ^^^ 
font  égoHx  à  q$Mtre  droits.  Ainfi  les  mille^  An-    "^'j|J 
gles  extérieurs  d'un  Polygone  de  mille  Cotés  » 
ne  Valent  pas  davantage  que  les  trois  Angles 
extérieurs  d'un  Triangle.  Mais^  chacun  de  ces 
Angles  extérieurs,  qui  font  très-grands  dans  le 
Triangle ,  diminue  à  mefùre  que  le  Polygone 
acquiert  de  Cotés,  &  devient  inlènfible  dans 
les  Polygones  dont  le  nombre  de  Côtés  eft  pro- 
digieux. L'Angle  extérieur  d'un  Polygone  ré- 
gulier d'un  million  de  Côtés ,  n'auroit  pour  me- 
fùre que  la  millionième  partie  d'une  Circonfé> 
tence  de  Cercle. 


mm 


LES  POLYGONES   REGVLJERS. 

C^  leur  double  Rdion. 

I. 

LEs  Polygones  font  réguliers  ou  èrréguliers.    Circonfcrl- 
Un  Polygone  eft  irrégulier  lorfque  ks  P«<>»  ^^ 
Angles  &  fes  Côtés  ne  font  point  égaux  entr'eux.  p  5^  ^  " 

Nous  avons  vu  dans  le  Chapitre  précédent ,  ^^ 
qu'un  Quadrilatère  irrégulier  pouvoir  fe  trou^ 
ver  par  hazard  infcrit  dans  un  Cercle.  On  doit 
dire  la  même  chofe  des  Polygones  irréguliers 
de  plus  de  quatre  Côtés.  Car  (î  l'on  marque  plus  ^*  3^« 
de  quatre  Points  fur  une  Circonfcrencr  à  des 
diftances  inégales ,  &  qu'on  joigne  ces  Points 
par  des  Lignes  droites  qui  ïèrooc  des  Cordes  ^îi 


Cercle  aux 
nés. 
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vn  téfultcra  un  Polygone  ir régulier  infcrit- datif 

I^v.  II.    le  Cercle*.  Mais  après  ce  qu  on  a  dit  à  ce  fuyst 

I.  Sbct.    dans  le  Chapitre  précédent  &  dans  le  I.  Liv. 

Chap.  il  chap.  IL  $.  I,  il  eft  mutile  de  s  étendre  davan- 

tage,pour  prouver  qu'on  ne  peut  circonscrire  de 

Cercle  à  la  plâpart  des  Polygones  irréguliers. 

Un  Polygone  eft  régulier y.l(x[(\ue  tous  fes 
Angles  font  égaux ,  auuL-bien  que  fes  Côtés. 

Il  fuit  de  cette  parfaite  uniformité  >  que  tout 
Polygone  régulier  peut  itre  infçritdans  un  Cercle. 
Car  rég^ité  parfaite  de  fes  Côtés  au(E-bien 
que  de  ks  Angles ,  efl:  tout-à-fait  propre  à  re^ 
préienter  le  changement  unifiorme^deDire^oa 
qui  fê  fait  de  Point  en  Point  dansla  Circonfc* 
Fis*  37«    rence  du  Cercle  fous  des  Angles  égaux.  Ayant 
donc  deux  Lignes  égales  fous  un  Angle,  (i  Ra- 
joute une  troiiïéme  Ligne  égale  propre  à  for- 
mer un  Polygone  régulier ,  fous  le  même  Angle  ^ 
la  Circonférence  qui  a  déjà  padë  par  lès  troii 
Points  A ,  B>>  C ,  palTera  nécefTairement  par  le 
Point  D.  Car  les  trois  Points  R,  C ,  D  étant  en^ 
tr'eux  dans  la  même  fituation  que  les  trois  Points 
A ,  B ,  C ,  doiyent  être  à  la  même  diftance  d'un 
Point  commun,  qui  fera  le  Centre  d'une  Cir- 
conférence oiï  ils  feront  tous  placés..  Or  le  qua? 
triéme  Point  d  une  Ligne  circulaire  étant  déter- 
miné, tous  les  autres  le  font  auflî  à  fuivre  la 
même  route.  Par  conféquent  la  Circonférence 
qui  a  paflé  par  le  Sommet  de  quatre  Angles  d  un 
Polygone  régulier  >  paflèra  par  le  Sommet  de 
tous  Tes  autres ,  quelqu  en  fqit  le  nombre. 

En  effet,  il  eft  aflèz  vifible  que  tout  Polygone 
régulier  n'eft  a^utre  chofe  qu  un  amas,  foiyi:  di^ 


Périmètre  des  Poiygônesv        loj 
Cordes  égales  dont  on  a  retranché  les  Arcs  \  & 
la  grandeur  de  ces  Arcs  eft  marquée  par  la  dtf    Liv.  II, 
tance  qu'il  y  a  du  Sommet  d'un  Angle  à  un  au-    ^'  ^^^^* 
tre.  11  n  y  a  point  de  Qrconférénce  de  Cercle  ^h^^'^^"* 
que  Ton  ne  puifle  divifcr  dans  un  nombre  quel- 
conque  d*Arcs  égaux.  Or  en  joignant  lc;s  extré- 
mités de  ces  Arcs  par  des  Cordes ,  on  a  .un , 
Poljrgône  régulier.  Par  conféquent ,  ayant  ujx 
Polygone  régulier  hors  du  Cercle  y  on  peut  fm*. 
/crire  dans  une  Circonférence,  parceqo'il  y  acer-' 
tainement  un  Cercle  poflîble ,  où  les  Côtés  de 
■ce  Polygone  (erdient  des  Cordes  égaleîs. 

Il  (bit  dè-là,  que  le  Polygone  régulier  a  un. 
Centre  auQî-bien  que  le  Cercle,  &  que  foutes 
tes  Lignes  tirées  de  ce  Centre  aux  Sommets  des 
Angles ,  fint  égales*  Car  elIeS  font  des  Raïons 
du  Cercle  cîrconlcritç  On.  appelle  ces  Lignes^ 
Ratons  oiii^^ues  du  Polygone ,  parcequ'elles  con> 
bent  obliquement  fur  {es  Côtés.  Et  l'on  appelle 
JUiohs  dmtf\  les  Lignes  qui  du  mémeCentre 
font  tirées  perpendiculairement  (îirjes  Cotés  di| 
Polygone.  La  confidération  de  ces  deux  fortes  ,— 
de  Raïons,  nous  découvre  plufieuçs  propriété^ 
4ans  les  Polygones  réguliers.  Je  comnaçnce  par 
ie  Raxon  oblique^ 


-  Si  du  Point  central  ^  t on  tire  tous  ies  Rmons  Raiom 
chliéjues  du  Polygone ,  la  Figure  fera  dktijee  en  obliques 
mutant  de  Triangles  égaux  <qu  elle  a  de  Cotés.  ^"  Poiy 
*  Car  chacun  de  ces  Triangles  a  deux  Raïons  ^°°"  ^^ 
trbliques  pour  fts  Côtés  i  &  tous  ces  Raïon^  Fig.^ir» 
obliques  font  ég^ux.  D  ailleurs  toutes  les  Baib 


iio        Geomstrie  MBTArarsiqtJS. 
(ont  égales ,  parcequ  elles  font  les  Gâtés  mcmet 
Liv.  II.    du  Polygone  régulier. 

I;  SeCT.  2, 

Ch AP.  m.      jj^  ç^^  Triangksfint  ificeltes ,  pui((]u*ils  o« 
*      pour  Cotés  deux  Raïons  obliques. 

3- 
Tphs  les  AngUs  compris  entre  ces  Raïons  font 

égaux.  Car  ils  ont  tous  pour  meflire  un  Arc  égal 

dans  le  Cercle  >  foutenu  par  une  Corde  égale  > 

Côté  du  Polygone»  &  qui  fert  de Bafè  au Trian^ 

Cet  Angle  eft  appelle  Angle  du  Centre ,  par^ 
ceque  Ton  Sommet  eft  au  Point  central  du  Po* 
lygône. 

4.      ^ 

Les  deux  Angles  de  la  Bafe  de  chacun  de  ces 
Triangles  font  éfoiux^  Car  telle  eft  la  nature  des 
Triangles  ilbceUeis. 

•  •       5* 

Le  HaîoH  otlique  fsrtage  t Angle  du  Polyg&nt 
régulier  en  deux  AngUs  égaux. 
I^g*  37*  Car  les  Côtés  AB  >  BC,  par  exemple,  éunt 
tous  les  deux  dans  la  même  fituation  par  rap> 
port  au  Centre,  le  Raïon  qui  part  de  ce  Cen«- 
tre  &  qui  tombe  fur  Textrémité  des  deux  Cotés 
lui  fe  joignent ,  a  la  même  Obliquité  fur  Tun  & 
(iir  l'autre ,  &  par  confëquent  y  forme  des  An- 
gles égaux,  dont  chacun  eft  moitié  de  l^Angle 
total  du. Polygone. 

D'ailleurs  tous  les  Triangles  qui  parcageoc  le 
polygone,  étant  égaux  &  ilôceUes,  ont  tous 
leurs  Angles  re^peâivement  égaux ,  içayoir ,  \s% 
Angles  xni  Sommet  d'un  coté»  &ide l'autre  les 


lu 


Pemmêtrï  DBS  Polygones.        iit 
Angles  de  la  Bafc.  Par  conCquent  les  Angles  O  ï 


&  Ô  de  deux  Triangles  voifins  font  égaux  :  par    Liv.  IL 
confequent  chacun  d'eusc  eft  moitié  oe  TAnglc  J-  Sect; 

total  Abc  .   Tiî 

L*Artgle  du  Polygone  régulier  eft  nommé  . pi  '  ^'^^ 
Angk  de  U  Cîrcmfereme ,  parcequ*il  eft  formé 
•par  deux  Côtés  du  Périmètre  ou  Orconférence 
du  Polygone  1  &  que  (bn  Sommet  eft  dans  It 
Circonférence  du  Cercle  circonfcrit ,  à  la  dlfiî- 
rence  de  T Angle  du  Ctmre .  formé  par  deux 
Raifons  obliques. 

6. 

UAngk  dz  U  Circofjfénnce  iun  Ptffygonê 
ftgulier^  &  t Angle  du  Centre^  frù  enfmbU^ 
JitH  égaux  4  deux  dreits» 

Car  l'Angle  de  la  Circonférence,  étant  t>arta» 
gé  en  deux  Angles  égaux  par  le  Raïon  oblique , 
îeft  égal  aux  deux  Angles  de  Ja  Baie  d'un  des 
Triang;les  ilbcelles  formé  par  deux  Raïons  obli- 
iijues  &  va\  Côté  du  Polygone.  Or  ces  deux  An- 
gles de  la  Bafe ,  joints  à  1  Angle  do  Centre ,  font 
%gaux  à  deux  droits ,  puifque  ce  (bot  les  trois 
An^es  d  un  Triante. 

7- 
JOAngk  du  Ceîftre  dun  PofygSne  régulier  tfi 

Tgal  aufiiffUment  de  C Angle  de  la  Circbnféren-' 

xe. 

Car  fun  ou  l'autre ,  av«c  TAtij^e  de  la  Cir-* 

«onfëreftce  valent  deux  droits, 

JN  Oos  venons  de  voir  qtie  les  Triants  for-  Propriété 
teés'dans  un  Poïygôoe  régulier  par  tes  Raïons  de  raxagô- 
obaques,font  tous  irocclles.  H  s'agit  tfexami-  ^^^V^^^ 


ut  GCOMETRU  MfiTAPHYSIQUf» 

ner  maintenant  s  il  y  a  quelques  Pol)rgônes  oà 

Liv.  IL    ces  Triangles  ifocelles  foient  équilatcraux. 

I.  Sbct.        Soit  un  Triangle  éqjuilateral  infcrit  dans  un 
Chap.  III.  Cercle.  Si  Ton  tire  les  trois  Ràions  obliques  de 

P?'     *      ce  Polygone  >  on  aura  trois  Triangles  ifocelles  * 
'  '    qui  partageront  le  grand  Equilateral»  mais  qui  ne 

feront  point  eux-mêmes  équilateraux*  Car  TAo- 
gle  du  Centre  de  chacun  de  ces  Triangles  a 
j>our  mefure  le  tiers  de  la  Circonférence  du  Cer- 
cle >  c  eft-à-dire ,  un  Arc  de  i  lo  Degrés.  Un  tel 
Angle  eft  obtus,  &  le Triangle.obtus-angle  ne 
peut  être  équilateral. 

T^ig*  59*  .  SuppoFons  maintenant  un  Quatre  infcrit  dans 
un  Cercle,  &  partagé  en  quatre  Triangles  ifocelr 
les  par  (es  Raïons  obliques.  L'Angle  du  Centre 
de  chacun  de  ces  Triangles  eft  droit ,  parcecju  il 
a  pour  mefure  le  quart  de  la  Circonférence  du 
Cercle.  Or  un  Triangle  reftangle  ne  peut  être 
équilateral. 

^g*  37*  .  Le  Triangle  formé  par  deux  Raïons  obliques 
dans  le  Pentagone  régulier ,  n  eft  pas  non  plus 
équilateral.  Car  l'Angle  du  Centre  dans  ceTrian? 
gle  a'pbur  me/ure  la  cinquième  panie  de  U 
Grconférence  du  Cercle ,  c'eft-à-aire ,  un  Arc 
de  71  Degrés.  A  la  vérité  cet  Angle  eft  aiguî 
mais  ceux  de  la  Bafe  le  font  encofe  davantage. 
Car  joints  à  l'Angle  du  Centre ,  ils  font  égaux 
à  deux  droits ,  dont  la  valeur  eft  de  i  go  Degrés» 
Or  de  igo  ôrant  yi  pour  l'Angle  du  Centre,  il 
ne  refte  que  i  oS  Degrés  pour  la  valeur  des  deu^ 
Angles  de  la  Bafe,  54  pour  chacun.  Donc  la 
Baie  AB  eft  êficore  plus  grande  que  ^e  Raïon 
.,  oblique. 

Conddérqns 


Coniidérons  maintenant  TExagône  tégaliet^  S 
Son  Angle  du  Centre  a  poUr  meftire  lauxicnae    Ltv.  lï* 
psiTtic  de  la  Circonférence  du  Cercle  circon-    ^*  Sbct» 
icrit  >  c  eft-à-dire,  un  Arc  de  60  Degrés.  Or  ôtàiit  ^"^^i/; 
ces  60  Degris  de  180,  valeur  des  trois  Angles    p|*     l^ 
<iu  ïriângTe  formé  par  les  deux  Raïons  obli- 
«]ues^  refte  110  Degrés,  cVft*à-(îire,  ^o  peut 
chaque  Angle  de  la  Bafe»  Donc  les  Triangles  qui 
partagent  tExaTone  régulier  font  équiangles ,  ^ 
par  confiquent  equilateraux^ 

Donc ,  la  Bafe  de  chacun  de  ces  Triangles  > 
€^eft'à-dire,  le  Coté  de  (Exagone  réçulier^  efi 
égal  afin  Raton  oblique  y  au ,  ce  qui  eft  la  mime 
ckofi  »  au  Raion  du  Cercle  circonfcriu 

Donc,  le  Périmètre  de  t Exogène  efi  Jtx  foi 
plui  grand  que  le  Raion  ^  ffr  trois  fois  fini  grand 
(jue  le  Diamètre  de  ce  Cercle* 

Donc  enfin,  le  Raton  d  un  Cercle  forte  fix fok 
fiirfa  Circonférence^  la  fartage  en  fix  Arcs  égaux ^ 
€>•  trace  t  Ex agont, régulier* 

Telle  îft  là  célèbre  propriété  de  ce  Polygone  ! 

?roprîété  qui  ne  convient  qu  à  lui  feuL  Car  dan$ 
Eptagône ,  l'Angle  du  Centre  n*a  pas  éo  D|e- 
gtes ,  puiiqu'il  n  a  pour  mefure  que  la  (eptiéme 

J)artie  de  la  Circonférence.  Par  conlequent  dans 
e  Triangle  formé  par  deux  Kaïons  obliques  » 
les  Angles  de  la  Bafe  ont  plus  de  1 10  Degré;  à 
partager  entr'eux  également.  Donc  la  Ba(e ,  c'eÛ^ 
a-dire , .  le  Côté  de  TEptagôrie ,  oppof^  au  plus 
petit  Angle ,  a  moins  de  longueur  que  le  Raïon 
oblique.  Donc  les  Triangles  ifocelles ,  qui  par- 
tagent 1-Eptagône  régulier ,  ne  font  pas  é<}uila« 
teraux.   Ils  ne  k  feront  pas  à  plus  forte  rair 


îi4.        Geomethiï  Metàphvsïqui. 

Ton  dans  les  Polygones  de  plus  de  fept  Cotés» 

i; SEcr,  VEnons  à  prcfent  au  Raton  droit  du  P0I7. 

T IL  $^^^  régulier,  c  eft-à-dire,  à  la  Ligne ,  qui  tirée 

\^^  dû  Centre  du  Polygone  i  tombe  perpendiculai' 

Raïon  rement  (ur  le  Côte. 

droit  dci  II  eft  d  abord  aiïez  évident  que  tom  Us  RMni 

Polygones  drmsd^un  Polygone  ré^utier  font  év;kkx.   Car  ift 

'b"*''^"'.   '"^^"^^"^  J^  diftance  des  Côtés  au  Centre  dû 

S*  +'•   Polygone.  Or  cette  diftahciç  eft  égale  ^  pùiiquè 

lés  Côtés  du  Polygone  régulier  foht  iZ'àlcdçî 

égales  dans  le  Cercle  circonfcrit. 

Kg.  37 ,      H  eft  encore  aflez  évident  que  le  Ratàh  âroà 

M  >  3  9  •  ^  cçufe  U  Coté  du  Pôly^oni  W^ktitr  en  dekxjpariià 

4®*  iialés.  Car  les  deux  Ràïons  obliques  ^  tom- 

héik  T\it  les  deux  ektrémïrés  du  Coté  ^  étaiît  dâ 
Obliques  égales ,  font  égilèmeot  éloignées  xlc  îà 
iPerb^endîcadaii'è  qui  pirt  du  Tiïème  Points 

«g,  41*  ïl  ftiit  de-là  f  <5(ue  Vd^h  jeut  infirire  Un  Ce?vlk 
dam  toiftPi^iyjlone  régulier.  Car  prèhant  îp'Cent!' 
tre  dû  Polygone  pour  îe 'Centré  du  'oKcçlèî  & 
pour  Raïon,  le  Raïon  droit  du  Polygoïiè^,  % 


âu  Polygone  feront  des  iPangéntes  à  ce  Çerdè. 

En  coriiparaht  le  Raïôn  dircilc  avec  lé  'RViah 
feblique  dû  Pblyjjône  régulier  ,il  eft  évîfefit  ^jàfe 
le  premier 'eftïdùjours  plus  petit  ^ûe  îe  feiddhdî 
JJUifque  ïk  ï^erjfcftdlailaîre  eft  faifgne  Ià^& 
courte  que  Ton  puiffe  âbailTeir  d'Uh  Point  Hdhi- 
iièiûr  unie  Ligné. 

Mais  U  di^réfTce  ekire  'ces  dieux  Rkrohs  di* 
liiiha^aprùpofti^in'qmtc'F^t^^  dcCitét^ 


pEfiï>fBTîL£  DÉS  Polygones.        irç 
Pour  nous   en  convaincre  >  fiippoibns'  que 
<lans  une  feule  Circonférence  de  Cercle ,  ou    tiy .  lï. 
dans  plufieurs  Circonférences  égales ,  on  in(cri-    ^'  ^*^''- 
ve  divers  Polygones  réguliers  en  commençant  ^^^^- 
par  le  plus  fimplcv  II  faut  d'abord  remarquer , 
ffisLU  moyen  dé  cette  conftru£hon ,  tous  ces  Po* 
lygônes  auront  pour  Raïons  obliques  des  Lignes 
égales)  puifque  tous  ces  Raïooss  obliques  Tont 
Raïons  du  même  Cerde*  ou  de  Cercles  égaux. 
Mais  on  vâ  voir  qu'il  n'en  jcA  pas  de  même  des 
Raïons  droits  de  ces  Polygones. 

Ayant  donc  un  Triangle  équilateral  inlcrit  .%•  M» 
^ns  le  Cercle  >  &  divifô  .en  Triangles  ifbcelles 
par  Ces  Raïons  obliques ,  l'Angle  du  Centre  eft 
obtus  jéch  Bafe  ,eft  une  grande  Corde  qui  /bu- 
tient  le  tiers  de  la  Circonférence.  Par  con(&- 
cuent  les  Raïons  obliques ,  qui  du  Centre  vont 
le  rendre  aux  .deux  extrénii|tés  de  la  Ba(ê ,  font 
très-înclinés  (îir  cette  Ligne ,  &  très^éloignés  du 
Point -milieu  >  oà  tombera  la  Perpendiculaire 
abaiflSe  du  Centre.  Cetce  Perpendiculaire  ^c'eft- 
i-dire ,  le  Raïon  droit  >  ièra  donc  très-petite  en 
comparaifon  4^  4a  longueur  des  obliques. 

Infcrivons  maintenant  un  Quarré  dans  un  de  ^g-  5  9« 
nos  Cercles ,  &  divifons-le  en  Tri^ingles  par  (es 
Raïons  obliques.  Ces  Raïons  font  égaux  à  ceux 
du  Triangle  équilateral  infcrit  dans  le  même 
Cercle  ou  dans  un  Cercle  égal.  Mais  le  Raïon 
droit  du  Quarré  eft  plus  grand  que  le  Raïoa 
droit  du  Triangle.  Car  le  Coté  de  cçlui-ci  eft 
Corde  d'un  tiers  de  Qrconférence  :  au  lieu  que 
celui  du  Quarré  n'eft  Corde  que  d'un  quart. 
Donc  les  Raïons  obliques  (ont  moins  inclinés 

Hij 


îi4        Ceokstiiië  Metamysique. 
fur  la  Ba/è  du  Quarré  que  fur  la  Bafe  du  Tri  afh 
tiv.  H.    gle  i  &  par  confôquenc  moins  éloignés  de  la  Pet- 
i.'Sbct.    pendîculaire.  Do»<:  cette  Perpendiculaire,  ou 

^''«^  V""  Raïon  droit ,  cft  pks  longue  dans  le  Quarré 
que  dans  le  Triangle. 

De  plus»  le  Coté  du  Quarré -étant  -une  plus 
petite  Corde  dans  le  Cercle  circonfcrit  que  le 
-Kjoté  du  Triangle ,  éft  auf&  plus  éloigné  du  Cen- 
tre. Par  conséquent  4e  Raïon  droit  qui  -ineiûre 
Ja  diftance  du  Centre  du  Polygone  régulier  i 
l'un  de  ks  Cotés  9  a  phis  de  longueur  dans  le 
Fîg*  37  >  Quarré ,  que  dans  le  Triangle  équilateral.  Donc 

4®*  par  la  même  raiiba>  le  Raïon  droit  eft  plos 

grand  dans  le  Pentagone ,  que  dans  le  Quarré: 
-plus  grand  dans  TExagône ,  que  dans  le  Penta- 
'^one>  &  ainfi  de  fijiteyparoequ'à  mefure  que  le 
iPolygône  acquiert  un  Coté  de  plus ,  ce  Côte 
xlevient  une  Corde  plus  petite»  &  par  -conféquenc 
.plus  éloignée  du  Centre 

On  peut  donc  établir  pourtnaxime  générale) 
-que  toutt  proporfieff^ardc€ ,  ilj  a  moins  de  diffi- 
.*renc€  entre  le  Raion  droit  &  le  Raïon  obliaue  dans 
un  Polygone  régulier  qui  a  beaucotf  de  Cotes  ^  fU 
-dans  un  autre  qui  ^n  a  moins. 


J 


Peium£TRE  dés  Poiygônes»^        v:i^ 


«Vi 


I.  Segt«. 
Ghap.  IIF* 


t^ALEUR    DES    A>NGLB^ 

dans  Us  Pofygones  réguliers. 

IL  n'iefli  pas  poffible  d^évaluer  les  Angles  dans» 
les  Polygones  irréguliers  ;  parceque  Tirrégu— 
fariré  de  ces  Figura,  qui  nVrienjde  fixe, pro- 
duit une  variation  infinie  dans-  tes  Angles  que 
forment  lès  dîficrentes  incllnaifons  des-Côtés  les 
uns  fur  Tés  autres*  It  n  y  a  donc  que  lèsPolygô*. 
hes  réguliers ,  dont  lèç  Angfes  itarirtoujôurs  les 
mêmes  dans  chaque  efpece  j,  foienr  fuiceptiblçs. 
d'évaluation. 

L*Angl^  du  Triangle  équilareral  eft  /ûffifam* 
ment  connu,  rnfcric  dans  un  Cercle,  il  s'ap- 
puye  iùr  le  tiets^dè  la  Circonférence;  Par  con^ 
fëqueat  it  a  pour  mefure  le  fixiértie  de  Ta  Cir- 
conférence ,  c*efi;-àrdi:re ,  im  Arc  dé  60  Degrés,.. 
t*Angle<ill  Triangle  équilatctal  eft^donc  tou*- 
jçurs  aigu.v 

On  (çait  ât  refte que l^Anglè dû  Qoarrceft 
toujours  dfoir.  If  ne  peut  doncy  avoir  dé  diffi- 
culté que*  par  rapport  aux  Polygones  réguliers^ 
de  plus  de  quatre  Côtés; 

On  voit  d*abord  que  leurs  A«glès  ne-peu  vent: 
étre.-m  aigus  ni  droits  ^  &  qu  ils  (ont  nécelTair^. 
ment  obfus.  Car  ayant  tous^  leur  Sommet  dans, 
la  Circonférence  durCerclé.  cicconfcrk  ,^  jls  font     içg.  ^1^ 
Angles  du:  petit  Segment  ^  &  s'àp^ujiceni:  fue  un  49.. 
Ajrc  p.l|it$  gramd  qu'uni^-  deaii^Cicconféreuce.. 

Hriij; 


Donc  »  plus  le  Polygone  aura  de  Cotés  »  &  pi» 

Lxv.  II.    (es  Angles  feront  obtus.  Mais  Quelle  ièra  la  va- 

I.  Sbct.    leur  j^  cd;  Angle  obtus  dans  cnaquc  e^éce  dr 

^  Wii  ^^*  Polygone  ?  Pour  parvenir  à  la  connoître  ,  void 

*     trois  méthodes  également  fûres.  Je  fuppofe 

toujours  le  Polygone  infcrit  dans  un  Cercle. 

I. 
Hg.  J7»      La  Circonférence  du  Cercle  fè  trouve  divi- 
|9>  iSiCC  gg  çjj  autant  d'Arcs  égaux  que  le  Polygone  a 
^  *  de  Côtés.  Mais  il  faut  obfcrver  qu'il  y  a  tou- 

,  k>urs  deux  de  ces  Arcs  fur  lefquels  l'Ajigte  du 
Polygone  ne  s'appuye  pas  :  par  exemple ,  l'An- 
gle ABC  ne  s'appuye  pas  fur  les  Arcs  AB ,  BC 
Il  faut  donc  retrancher  ces  deux  Arcs  >  &  pren- 
dre pour  mefure  de  l'Angle  la  moitié  du  reftc 
des  Arcs. 

S'il  s'agit ,  par  exemple ,  de  connoître  la  va* 
leur  de  l'Angle  d'un  Odogône  régulier,  on 
voit  que  cet  Angle  qui  a  fbn  Sommet  dans  la 
Circonférence ,  ne  s'appuye  que  fur  fîx  des  huit 
Arcs  égaux ,  c'efl-à-dire ,  fur  les  trois  quarts  de 
la  Circonférence  •,  &  par  conféquent ,  qu'il  a 
pour  mefure  un  quart  &  demi  de  la  Circonfé- 
rence ^  c*efl:à-dire ,  un  Arc  de  30-^45  Degré5= 

2. 

Nous  fçavons  que  les  Angles  de  tout  Poljr- 
gone ,  pris  enfemble ,  font  égaux  à  deux  fois 
autant  d'Angles  droits  moins  quatre»  que  le 
Polygone  a  de  Côtés.  Il  ne  s*agît  donc  que  de 
réduire  en  Degrés  les  Angles  droits  au^uelsla 
totalité  des  AnglesduPolygône  font  égaux  »& 


^vifct  en&ite  cette  fbmme  par  le  nxMtibire  des 

Angles  ou  des  Côtés  du  Polygone».  Le  quotient   Lîrv.  lî^ 

iêra  la  valeur  de  cJK^cucir  die  ces  Angles-^  ?•  Sbct. 

Nous  trouverons  par  ce  moyen  la  valent  de    ^^t 
TAngte  d'un  Odogône  régulier.  Car  les  8  An-     ^  *  * 
gles  de  cette  Figure  fon^  égaux  à  1 1  droits,  i  z 
Angties  droits  valent  loSo  Degrc5«.  Qc  1080  dir 
y  ifé  par  8  >  donne  135.^ 


Nous  fçavons  encore  que  dssis  im  Polygone 
régulier  >  rAngle  da  Centre  joint  à  l'Angle  de  1^ 
Circonférence  ,.ibnt  égaux  à  deux  droits..  Ainfl 
JFOuy^nt  le  premier ,  on  a  la  valeur  du  fecond- 
Or  il  eflrailéde  connoître  Ti^ngle  du  Centre^ 
dont  la  me/ure  eft  yn  de  ces  Aies  égaux  qui  ré- 
pond.ent  à  chaque  Cocé  du  Polygone». 

Par  cette  voie  l'on  découvrira  pour  la  rroi^ 
fiéme  fois  k  valeur  de  l'Angle  de  notre  Oâo- 
gône-  Car  TAnglé  du  Centre  dans,  cette  Figure 
§L  pour  me&re  £e  huitième  de  1»  Circonférence 
i>u  le  quart  de  1 80  Degrés  ,yeft'à-dire,45i..  Or 
45  étant  ôté de  180,  refte  ij^ç* 

Cette  troi^éme  méthode  eft  la- plus  fimple  > 
}aplus  naturelle&la^plusfacile.  Mais  on  peut  ,^ 
pour*  s*exerGer ,.  chercher  par  les  trois  que  j'afe 
proposes  ^  Ja  valeur  de  TÂngle  cfe  tel  Poly gai- 
ne régulier  que  Voti  miaginera» 

Etant  €;n  état  par  ce  moyen  deconnofere  fe:. 
.valeiMT.des  Angles  de  tout  Polygone  régulier ,  il 
isA  aifè  ,d'afl5gi?er  ceux  dont:  les  Angles  pçuvenr 
;tellen^ent  s^^ufter  eniènible  fans  viiidfe ,  quer 
leurs  Sommets  le  réuniilent  en  un  feul  Points 

Hiv 


Liv.  Il, 

|.  Sbct. 

Ckap.  III« 

$.  IIU 
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Ceft  un  petit  Problème  qui  concerne  le  Carre* 

}age« 

Il  faut  obferver  que  tous  ces  Angles  pris  ei>- 
fèmble  doivent  être  égaux  à  quatre  droits  5  car 
telle  eft  la  nature  des  Angles  qui  font  rangés  au^^ 
tour  d'un  Point  central. 

Cela  pofë ,  on  voit  que  les  Triangles  équila- 
ter^ux  peuvent  s'arranger  aifJment  de  cette  fo- 
çon.  Car  chacun  de  Içurs  Angles  vaut  60  De» 
Çr^s.  Or  fix  fois  60  font  3^0  Degrés,  Donc  fix 
Angles  de  Triangles  équilatcraux  peuvent  fo 
réunir  en  un  Sommet  commun* 

On  parviendra  au  même  but  en  prenant  ^ 
Quarres,  puifque  tous  les  Anglçs  de»  cette  Fi- 
gure font  droits, 

L*Angle  du  Pentagone  eft  de  108  Degrés. 
Trois  de  ces  Angles  ne  montent  qu'à  J24.  II  y 
auroit  donc  un  vuidè ,  qui  ne  pourroit  être 
rempli  que  par  un  Angle  dç  56  Degrés,  Mais  4 
Angles  du  Pentagone  fer  oient  432  Degrés,  qui 
furpaifent  de  71  la  fomme  prefcrite  de  }6o* 
Cette  Figure  n^eft  donc  pas  propre  à  notre  défi 
fein, 

L*Angle  del'Exagôneeft  de  1 20  Degrés.  Trois 
fois  120  font  }6o  vakur  de  4  Angles  droits^' 
Donc  trois  Angle»  de  TExagône  régulier  peu-. 
"Veric  fo  réunir  en  un  foui  Sommets, 

Lt'Angle  de  TEptagone  eft  d  un  peu  plus  de 
i-iS  Degrés.  Or  trois  fois  128  font  plus  de  j6o^ 
Donc  trois  des  Angles  de  cette  Figure  ne  peu* 
vent  fo  réunir  en  un  Sommet  commun,  A  plwi 

forte  r«ifon  les  PoljrgQuçs  de  plus  de  fept  Ç^it 
ne  le  pourtQnc  p«s% 
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"  'Aînff ,  de  tous  les  Polygones  réguliers ,  il  n'y 
a  que  le  Triangle  équilatéral ,  le  Quarré  8c  l*Exa-    Liv.  II. 
gone  qui  puiflcnt  remplir  les  conditions  pro-.  ^*  ^^^"^^  . 
poiHes,  Ckap.  IV, 


CHAPITRE   IV. 

LE^  CERCLE. 

DE  toutes  les  Figures  planes ,  il  ne  nous  refte 
plus  que  le  Cercle  à  confidérer.  Nous  nous 
ibmmes  déjà  beaucoup  occupes  dans  le  premier 
Livre ,  de  fa  Circonférence ,  fous  le  nom  de 
Courbe  circulaire,  par  rapport  aux  Lignes  droi- 
tes qui  la  coupent  ou  la  touchent  en-dedans  & 
"cn-dehors.  Nous  Tavons  enfiiite  envifàgée  dans 
ce  Livre-ci  comme  pouvant  être  infcrite  ou  cir- 
çonfcrite  aux  Polygones  reétilignes.  H  efttems 
dé  l'examiner  comme  la  borne  d'une  Figure 
plane ,  &  comme  en  formant  la  Qualité  diwirio- 
tive, 

jUEs  Géomètres  s'accordent  tous  à  mettre  le  Le  Cercle^ 
Cercle  dans  la  Clafle  des  Polygones  réguliers*,  ^'^^  P^Jy- 
Se  ce  que  nous  avons  dit  dans  le  premier  Livre ,  ^^^^  ^^^ 
le  prouve  invinciblement.  Nous  avons  établi 
que  la  Ligne  courbe  eft  compofée  d'une  infinité 
de  Diredîions ,  qui  changent  continuellement 
ibus  une  raifoh  quelconque.  Deux  Points  la  com- 
'jnencent  :  un  troifiéme  Point  forme  une  nou- 
velle Direction  :  le  quatrième  encore  une  autre  ^ 
mCi  4e  fuite  à  l'Uiâni»  Donc  tomç  Conrh  efi  m 
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PqfygSne ,  ou  fait  partii  iun  Polygone  regfêfur 

Li V.  II.    çu  irféguliir ,.  dent  Us  Cités  fornUs  ,far  dcMM^ 

K  Sbct,    fjoints  ^Jhnt  infinifMnt  petits  ;  &  dont  les  jûn^U^ 

Çh  AP.  ly .  yj^^  io^Hx  à  deux  droits  ^  moins  la  valeur  du» 

Jufplemem  infiniment  petit  yformé par  une  Direo- 

tion  &  le  prolongement  dune  autre^ 

Mais  la  Courbe  circulaire  eft  la  feule  où  les 
chançenoei^s  de  Direâion  (e  firivem  toujours 
fous  la  même  raifôn ,  &  forment  les  mêmes  An- 
gles. Auflî  nous  l'avons  vâe  tourner  unîfbriçé- 
^nent  »  &  toujours  à  la  même  dtftance  >  autour 
d'un  PoÎDC  intérieur  qu  on  appelle  Centre ,  [uA 
4]u'à  ce  que  Ton  dernier  Point  aille  (e  joindre  k 
jcelui  par  lequel  elle  z  commencé  fa  ccnKfe^ 
Donc  le  Cercle  doit  être  regardé  comme  un  Por 
éygône  régulier  dune  infinité  de  Cotés. 

Les  Géomètres  parviennent  à  la  même  coiif 
^onclufion  par  une  méthode  très-ingénieulêf 
fis  comparent  la  Qrconférence  du  Cercle  aa 
Périmètre  des  Poljgones  in£:ri£s ,  &  endike  à 
^elui  des  Poljrgônes  circonfcrits  ^  &  de  cette 
double  comparaifon  réfulte  la  même  vérité  que 
la  nature  de  la  Courbe  circulaire  nous  avoit 
4éja  découverte.  Nous  allons  les  fuivre  dans 
xette  diTçuf&on» 

I. 
U  eft_  d'abord  irufeibitable  que  la  Circonfè' 
ren^çe  ,du  Cercle  eft  plus  grande  cfue  le  Périmètre 
Je  guelfe  Poly^one^  infcrit  ^  cefç^t.  Çpr  ehar 
jjue  Coté  du  Polygone  eft ,  dans  le  Çccde  ,  Çor- 
.de  tfun  Arc  coi^reipondaiit  :  auts^^t  de  Cordes 
igales ,  autant  d'Arcs  égaux.  Or  la  Carde  étant 
jpc  Ugne  droite,  e^  plus  ccxi^cte^ue  l'Arc, 
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lequel ,  en  qualité  de  Courbe  9  n'aboutit  que  par 

un  Circuit  aux  deux  extrémités  de  la  droite.  Par   Liv.  il. 

confëquent ,  la  Circonférence  du  Cercle  Airpaûè    ^-  S»ct. 

en  grandeur  le  Périmètre  de  tout  Polygone  ^^*^'*  ^^•- 

inicrit. 

Mais  il  ne  faut  pas  croire  ^u  elle  les  fûrpaâè 
tous  également.  Car  il  eft  aflez  manifefte  que 
plus  le  Polygone  infcrit  aura  de  Côtés,  &plus 
fon  Périmètre  approchera  de  la  grandeur  ae  la 
Circonférence  circonfcrite.  En  effet ,  ayant  in-  Fîg,  41. 
(êrit  dans  un  même  Cercle  un  Triangle  équila- 
teral  &  un  Exagône,  il  eft  évident  que  le  con- 
tour de  ce  dernier  eft  plus  grand  &  plus  appro- 
chant de  la  Circonférence  que  celui  du  Triangle. 
Car  à  chaque  Côté  du  Triangle  répondent  deux 
Côtés  de  TExagône ,  lesquels  pris  enièmble ,  font 
plus  grands  qu  une  feule  Ligne  droite  oui  leur  fèrt 
de  Bafe.  Par  la  même  raifbn ,  un  Dodécagone  in- 
icrit  dans  le  même  Cercle  aoroît  un  Périmètre 
encore  plus  grand  que  celui  de  TExagône; 

Pour  le  prouver  d'une  manière  encore  plus 
générale ,  il  faut  obfèrver  quequoiqu*une1Corde 
plus  longue  fbutienne  plus  de  Degrés ,  il  ne  faut 
pas  néanmoins  )uger  abiblument  de  la  grandeur 
■d'une  Corde  par  le  nombre  -de  Dégrés  qu  elle 
{bu tient  dans  la  Circonférence  du  Cercle.  Le  Fig.  45. 
Diamètre  en  foutient  180.  Mais  fî  de  fèsextré^ 
mités  A  &  B  )  Ton  tire  deux  Cordes  égales  AD, 
BD  dans  la  demi-Qrconférence ,  ces  deux  Cor*- 
4ies  y  qui  prifes  enfemble ,  font  plus  grandes  que 
le  Diamètre,  ne  fbutiennent  néanmoins  que  r8o 
Dégrés  ,  &  chacune  n!en  foutient  que  90,  quoi* 
^ue  plus  grande  que  la  moitié  du  Diamètre. 
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De  même ,  fi  des  deux  extrémités  de  la  Corde 
Lit.  h*    ad  t  Ton  tire  deux  Cordes  A£,  DE,  ces  deux 
I.  Sect.    Cordes  plus^  grandes  ,.prî(ès  enfomble  >  que  AD  , 
<;hap.  IV-  jj^  foutiennent  comme  AD  que  90  Degrés  de 
la  Circonférence.  Donc  plus  il  y  aura  de  Cordes 
contigues  dans  un  Cercle  pour  en  Ibutenit  les 
^60  Degrés  >  &  plus  la  fbmme  totale  de  ces  Cor- 
des aura  de  grandeur. 

Or  plus  le  Polygone  infcrit  a  de  Côtés,  & 
plus  il  y  a  de  Cardes  dans  le  Cercle  pour  en 
fcutenir  les  3  ^o  Degrés.  Par  conféquent ,  le  Pé- 
rimètre d*tin  Polygone  infcrit  eft  d'autant  plus 
grand  que  le  Polygone  a  de  Côcés. 
*îg-  3  7  >  Ainiî  y  le  Périmétred'un  Quarré  eft  plus  grand 
I9>4i*  que  celui  d'un  Triangle  inicrit  dans  le  même 
Cercle,  parcequ'il  donne  au  Cercle  quatre  Cor- 
des pour  en  feutenir  les  j6o  Degrés,  au  lieu  que 
le  Triangle  nèn^  donne  que  trois..  Par  la-  même 
raifbn  le  Pécimétred»  Pentagone  eft  plus  grand 
que  celui  du  Quatre  ;  celui  de  TExagône  ,  plus 
grand  que  celui  du  Pentagone  v  &  ainfi  à  l'infini» 
Donc*la  diâiérence  entre  la  Circonférence  du 
Cercle  &  le  Périmètre  du  Polygone  infcrit  di- 
minue à  meiure  que  le  nombre  des  Côtés  de 
celui-ci  augmente..  Par  conféquent ,  &  cette  au^ 
gmentation  allôit  ju(quà  l*înnni ,  il  n*y  auroic 
plus  de  différence  entre  l'Arc  &  la- Corde*,  &  le 
Périmétçe  du  Polygone  feroit  identifié  avec  la 
Circonférence  du  Cercle.  Donc  le  Cercle  nefi 
antre  vhofe  e^wi  Polygone,  régnlier  dnncinfiniu 
de  Côtés ^ 

.  Confidérons  maintenant  les  Polygones  cip-^ 


A 

^ 
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«oftlcrîts  au  Gercle*  U  eft  manifefte  que  leur 
JPérimétre  ©ft  plus  gcand  que  la  Qrconfércnce  Xiv.  IL 
-circulairç^,  Jettons  les  yeux  for  le  Cercle  infcrit  ^I-Sbct. 
dans  le  Triande  équilatéral  avec  lequel  il  n  a  de  ^^^*     * 
commun  que  les  trois  Points  X  >  Y ,  2L  Pour  ai-      ®*  ^* 
1er  de  ^,  en  Y,  le  fltss  coure  chemin  fèroit  la 
Ligne  droite  ^  on  prendroit  un  Circuit  ea  par- 
courant le  tiers  de  la  Circonférence ,  c*eft-à-di- 
jre,  TArc  XY.  Mais  il  eft  évident  uue  le  détour 
ièroic  encore  bien  plus  confidérable  d  ïpn  fuh- 
voit  les  deux  Lignes  droiteè  XA  »  AY  qui  envc-      , 
loppent  l'Arc  XY  ,&  c[ui  font  Angle  au  Point  A. 
On  fera  le  même  railonnement  6ar  le  Quarré   Fi;.  4f* 
-&  iur  tout  autre  Polygone  circonlcrit  au  Cerclet 
Ainfi  Ton  doit  établir  9  que  de  même  que  la  Cû> 
conférence  du  C^de  uirpaflè  en  grandeur  le 
JPérimétrc  de  tout  Polygone  infcrit,  de  même 
^u(£  elle  eft  Airp^ée  par  le  Périmètre  de  tout 
Polygone  circomcrit.  « 

Nous  avons  vu  que  de  tous  les  Polygones  inr 
.icrics  9  le  Triangle  équilatéral  eft  celui  dont  le 
.Périmètre  eft  plus  ai^^eftous  de  la  Qrconférea* 
.ce  du  Cercle.  La  mëmeanalogîe  nous  découvre 
,<jue  de  tous  les  Polygones  circonscrits  au  Cér* 
cle,  le  Triangle  équilatéral  eft  celui  dont  le  Pé- 
cXimétre  fbrpafte  davantage  la  grandeur  de  la 
.Circonférence  infcrite*  En  effet.,  les  Côtés  du 
'Triangle  circonfcrit  ne  touchant  le  Cercle  que 
.dans  trois  Points ,  s*en  éloignent  beaucoup  par 
Jeurs  extrémités ,  pour  aller  former  un  Angle 
aigu. de  60  Pègres.  Au  contraire ,  le  Quarré 
circonfcrit  au  même  Cercle ,  &  le  touchant  dans 
î^uatre  Ppints>  ne  s'en  éloignera  p^  tant  pouc 
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aller  former  un  Angle  qui  n  eft  que  de  90  De- 
Xi  V.  IT.  grés.  Le  Pentagone  qui  a  cinq  Points  décora* 
I.  Sbct,  niun  avec  le  Cercle  >  s'en  éloigne  encore  moins 
Chap.  IV.  p^yj.  former  des  Angles  obtus ,  plus  approchans 
de  la  Courbure  clr^Iaire ,  que  les  aigus  Se  les 
droits.  Les  Polygones  qui  ont  plus  d«  Câtés  & 
-dont  les  Angles  (ont  plus  obtus ,  fe  rapproche- 
font  de  la  Qrconlîrence  encore  plus  que  le  Pen- 
Yagâne.  Donc  p/m  un  P4ylygwe  eircenfirit  a  de 
i&it  9  &  mêins  4 fi  ffrande  la  différence  de  fin 
firimitre  étvec  U  Circonférence  du  Cercle^ 
Fl{.  4f .  Pour  nous  en  ^convaincre  encore  davantage  > 
:fcipppJ3{bns  qu*af aîit  un  Quatre  circonscrit  au 
CSeicie  5  on  circonfoiive  un  OAogôhe  au  même 
-Gercfe.  Une  partie  des  Cotés  du  Quarré  fera 
'commune  aux  deux  Figures^  &  four  former  f Oc- 
togone, il  ne  s'agka  que  de  tirer  une  nouvelle 
Tsmgenve  AS ,  q«i:^?etrî|ncbe  du  Ouar ré  le  périt 
Triangle  ifocelle  ADB ,  &  4e  répéter  quatre 
fois  la  mfime  o«éra«îoi!i.  Or  la  Ligne  ABeftjplus 
l^ecite  ^ne  les  deux  Lignes  AD«  Vu  Fetrancnee^ 
daPérimé«»«'duOuaiiré.  Donc  le9^^rimétre<ie 
i^Oâtogone  circem^it 'dt  p4us  féxît  ^ue  4e  Péri- 
métré  du  Quarté.  Lef^ériméti?e4ain  Polygone 
xégulier  de  16  Cotés  (èroit  encore  plus  petit 
que  celui  de  l'Oâogone.  Donc  flm  U  Polygone 
tirconlfirit  aura  de  Cotés .  C^  fttês  fin  Périmétrt 
fi  rapprochera  de  la  Circonférence  ^  Cercle» 
Donc  fi  cette  augmentation  de  Côtiés  ^toit  pouf 
•fée  )u(qu'à  riiifini ,  il  ivy  auroic  phis  dedififieren- 
ce  entre  le  Périmètre  du  Polygone  8c  la  Circon- 
férence du  Cercle.  Donc  enmi ,  le  Cercle  trV/î 
qum  Polygone  dune  infinité  de  Cotés. 


ÈfiaLv.  IV. 
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réunitTànc  enfemble  ces  deu^  comparai* 

Ions ,  il  eft  évident  que  ce  qui  rehd  k  Qtcônft*    tiv.  lî. 

ircnce  du  Cerdfe  fi  grande  par  rapport  au  Tfian-    *•  ^"^^ 

gle  in(crit ,  &  fi  petite  à  1  égard  du  Ttiàngle 

cîrconfcrit,  c'eft  que  ce  Polygone  n*àtie  corn»» 

inuit  avec  là  Qrconférence  que  trtrii  Points  uni^ 

<]ues  »  &  que  (es  Côtés  font  des  Tâhgehtes  x^ii 

des  Cotdei  trop  longues.  Or  ces  ^Tangentes  8t 

ces  Cordés  diltwnuéht  de  longueur ,  &  X>rxt  |)Iuk 

'de  Points  communs  avec  là  Qtôc^étettcè  >  Ik 

tiiefiire  qiie  les  Côtés  du  Polygone  fe  multi^ 

'plient.   Donc  cette  multiplication  idbmintie  la 

«îfférence  des  deux  Figures.  Pour  les  rendre 

parfaitement  égales  >  il  faudroit  faire  ehfbnb 

t|ue  le  ï^olygône  touchit  la  Circonférence  dans 

koas  fes  Points.  Or  cela  ne  pourroit  arriver  que 

dans  la  fiippofition»  que  lès  Cotés  du  Polygbnfe 

circonlcrn:  foffeâït  des  Tangentes  infinimentpe- 

tites,*  &  que  ceux  dit  Polygone  iiïfaît  f ulïc0t 

biîffi  des  ^lorrdeis  inîthinient  petiteis.  Car  alot^ 

tant  les  Tangetites  que  les  Cordés  feconfon- 

di^olent  avec  les  DireAions  Icifiriimédt  'pttitris 

dont  la  Ligne  circulaire  eft  »compôfée.  Donb 

encore  une  fois,  U  C^f^ckTJltin  ?6ljfgintriffh 

lier  iunt  ihfifiitéde  Cités. 

Cette  vérité  étant  auffi-bieh  éfeftilife ,  on  nfc 
doit  pas  douter  que  ce  qui  convierit-éh  généra 
mi  Polygone  régulier  »  ne  cotivietihe'égsuemenc 
au  Cercle. 

-  ïl  fdlt  donc  i^  que  le  Cercle  peut  êetédivîfé 
'pdr/fés  Rdons  en  autant  dcTriànffte  ifofcellds 
*&  égaut  qu'il  a  de  Côtés.  Ces  Côtes  infinimeiit 
Détits  >  font  les  Ba^  des  'Ti^iwgles  ^ui  voift 


^ 
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lit  Géométrie  MsTAPHYStc^Ëi 
toujours  en  diminuant  jufqu'au  Sommet  cota» 
Liv.  II.  mun,  Centre  du  Cercle*  Que  Ton  juge  par-là 
I.  Sbct.  de  la  petitefle  de  T Angle  du  Centre  formé  p«r 
CiiAF.  IV.  2ç5  jg^j^  Raïons*  Néanmoins  cet  Angle  cft  û 
jcéel ,  que  la  Totalité  de  ces  Angles  du  Centre , 
mefiirce  par  là  Circonférence  entière  ^  vaut  qua- 
tre droits*  Chacun  de  ces  Angles  infiniment  pe* 
tits ,  joint  à  TAngle  de  la  Circonférence  ,  fait 
la  valeur  de  deux  droits»  Cet  Angle  eft  encore 
égal  au  fûpplémeht  de  l'Angle  de  la  Circonfé* 
tence  formé  par  le  prolongement  d*une.Direc- 
.riojn»  Enfiii ,.  1  on  doit  dire  que  cette  infinité  de 
prolongemens  des  DireAions ,  pris  ensemble  i 
font  égaux  à  quatre  Angles  droits* 

Il  iîiit  2^  qu  il  faut  diitinguer  dans  le  Cercle, 
ain.fi  que  dans  les  autres  Polygones  réguliers  >  un 
double  Raïon  >  l'un  oblique  &  l'autre  dcoit. 

L'extrémité  de  deux  Raïons  contigus  >  font 
deux  Points  formant  une  Direâion  ou  Ligne 
infiniment  petite.  Cette  Ligne  eft  la  Bafe  du 
Triangle  ifocelle  dont  les  deux  Raïons  font  les 
deux  Côtés.  Donc  ces  R^aïons  font  deux  Obli- 
ques égales  fur  lapçtite  Direâion.  Mais  s^ils  font 
obliques,  ils  s'écartent  également  delaPerpen- 
diculaire  ou  Raïoh  droit  qui  doit  tomber  fur  le 
milieu  de  la  petite  Bafe ,  &  oui  certainement  c& 
plus  court  que  le  Raïon  oblique. 

C'efl  ici  qu'il  faut  tenir ,  s'il  eft  permis  de 
8*exprimer  de  la  forte.  Ton  imagination  à  deux 
mains ,  pour  la  fixer  fur  des  objets  fi  difficiles  k 
fàifir.  Il  faut  concevoir  une  Bafê  de  deux  Points 
contigus  pour  fbutenir  un  Triangle  d'une  hau- 
teujç  amgnable>  &  pouvant  croître  &  décroître 
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à  Tinfini.  Les  deux  Cotés  de  ce  Triangle  font 
deux  Râïons  obliques  dont  les  extrémités  dans  I-ïv,  II, 
leur  pkis  grand  écartement  font  deux  Points  ^-  ^^^^' 
<juî  ie  touchent.  Ces  deux  Raïons,  en  remon-  ^^^^*  ^^* 
tant  vers  le  Centre ,  ne  font  pas  parallèles  :  ils 
empiètent  donc  for  leur  largeur  infiniment  pe- 
tite 9  pour  eue  leur  Sommet  ne  foit  qu'un  feul 
Point.  Ainfi ,  la  Perpendiculaire  qu  u  faut  fop- 
pofer  entre  ces  deux  Raions ,  prend  également 
for  la  capacité  de  Tun  &;  de  l'autre ,  &  le  Pcflnt 
qui  la  termine  for  une  Bafo  de  deux  Points ,  eft 
çompofé  de  la  moitié  du  Point  à  droit ,  &  de  la 
xnoitié  du  Point  à  gauche. 

Cependant  il.  7  a  quelque  différence  de  Lon- 
gueur entre  une  telle  Perpendiculaire  &  de  tel- 
les  Obliques.  Mais  quelle  diâerence?  Nous  avons 
prouvé  que  celle  qui  fo  trouve  entre  le  Raïon 
oblique  8c  le  Raïon  droit ,  fort  iènfible  dans  les 
Polygones  réguliers  d  un  petit  nombre  de  Cô- 
tés, diminue  par  l'augmentation  des  Côtés.  Donc 
dans  un  Polygone  d  une  infinité  de  Côtés ,  tel 
que  le  Cercle  >  elle  doit  être  infiniment  petite* 
Mais  <:e  n  eft  pas  aflèz  dire  >  car  le  Raïon  droit  ^ 
&  le  Raïon  oblique  9  tels  que  nous  les  avons  dé- 
couverts dans  le  Cercle ,  ne  peuvent  différer  dç 
la  Longueur  dun  Point  entier,  tout  infiniment 
petit  qu'il  foit.  La  différence  entre  ces  deux 
Raïons  ne  peut  donc  être  que  d'un  infiniment 
petit  du  fecond  Ordre. 

Les  Géomètres  n'ont  donc  pas  tort,  lorfqu  ils 
avancent  que ,  dans  le  Cercle ,  toute  différence 
entre  le  Raïon  droit  &  le  Raïon  oblique  difpa- 
roît^  &  que  ces  deux  Raïons  fe  confondent  eu 

I 


un  iêuL  Car  k  Géométrie  ne  s'occupant  que  dd 
l^v.  IL  Figures  dont  les  Elémens  font  des  itifiiiiAieiit 
I.  Sect.  petits  du  premier  Ordre ,  doit  regarder  comme 
C«AP.  IV,  ^11^  1^  difiere«€eqttîFéfukeroit  dfe  racfeàtioii 
o«  <{e  k  fouftra^tioR  d* un  in&iiment  petit  du 
fécond  Ordre.  Je  m^arréke  ici,  pour  reTcnir  dians 
un  moment  plus  au  long  fiir  cette  importante 
matière. 

Rcâifica-  *bttr  coimoître  encore  pk»  paHm^eoiefit  fa 

tJon  de  la  Ckconférencc  du  Cercle,  îfs*agifoic de- «rcHivcT 

Circonfé-    une  Ligne  dwMte  à  laqueHe  eMe  f^rolt  è^ate» 

rcncc  du     c  eft  ce  qu  on  appelle  Éi  ReEHficaiWK 

Cercle*  i^^  f^fç  ^  dbfttier  celle  d'fei  Foljrgâne 

téguher  (piekonque.  Car  ayant  une  LigneâK)!* 

*e  tirée  indëfinimenr,  on  jr  peut  apf^kjuer  «o 

des  Côlésdli  Polygone,  &  le  ré^ef  aucane dH 

fois  que  la  Figure  a  de  Côtés.  Mais  le-Cefqteea 

a  une  iiiBndt é  *,  &  càacun  âteiass  eft  infinkacnr 

petit.  Comment  trouver  fiir  une  Ligne  dhmte 

la  valeur  dé  tous  ces  peeks  CÔeét,  réunis  etWèfli* 

We?  Après  \^^  efforts  que  les  plus  babHesGéo^ 

métrés  ont  fait  inutilement  pouf  pénétrer  dÉDS 

ce  myfter  e,  il'fèroit  téméraire  diç  rouloèpte-fo»» 

der.  La  méditation  la  phis  profonde  ne  peut 

rien  nous  appr«idre  for  ce  fojet-j  &  toutes  les 

Lignes  ftifendiaires  que  la  Régie  &  le  Compas 

pourroienr  nous  fournir,  ne  nous  coaduiroiem 

4  auçunç  découverte.  ^ 

Ce  n*eft  pas  néiahmoins  la  railbn  générafe-  de 
Courbure  qui  8*bppo(e  à  ta  transfomaation  dfe  h 
Courbe  circulaiçe  en  Ligne  droite,  h^  Géf>mé- 
trie  tranfreîKfente  reârifie  dfes^  Courbes  bien 
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tiààm  rcpheces.  Mais  jufqu'à  ptéfent  taas  tes  i"  '  i  ■ 
calculs  noat  f>à  ki  aâii^ttîr  la  Circonférence  l,v.  ir. 
«u  Cercle.  Nous  n'entreprendrons  pas  de  lûivre  I-  Sbct. 
tes  opérations  que  l'on  a  tâAtÀs  »  &  d'exriiquer  ^»*''  '^ 
ce  quelles  ont  de  défeûueux.  U  eft  ttifte  qulnc 
Coiwbe,  i»)srla^piettr  an  ne  connoîtiroit  les  ao» 
«TM  ftgurei  quefiarr  inparfaitcaBeat  ^  foit  eue 
noerae  tam  peuxantuaei 


^  -  .  j-  <if«"*  omnoiflàâca  esMâse  &  fotidSd 
iur  des  idées  daires^cacrfaitteursc»  a  ttoové 
•es  aofomxinstàiaas  &  jaàss  pour  la  ?r«ique, 
q«eh:  Reâificadoir  k  mieia  démonteée  ne 
làommom  fmdes  moif&i»flu9  Sûns  sMapéeet. 

Oh  fealt  qw  b  Côté  dé  TE^Ôtse  tégahec 
«r*gN'aw  Raton  du-Cetdb'ctmfijfcriCî  &:  «^erf 

IÇnanc  firfeis  is»«*ii  &»  1»  Ciiccwigwe^ 
*txagone fe trouve inlcrit.  Si  le  RMXm iénsm 
Corde  étoit  égal  à  l'Arc  de  60  Degrés  qu'il  foû- 
aent,  la  QrcoilRrence  entière  feroit  égale  à  Gx 
Je  fes  Raïons,  ou  bien  à  trois  de  fes  Diamètres. 
Le  Diamètre  du  Cercle  feroit  donc  à  la  Qrcon- 
férence  comme  f  dl  è  ».  Mm-  l'Arc  étant  plus 
grand  que  kCbrfc,  it  eftckir  que  la  Circon- 
fcrence  a  ptus  de  toMiear  <pe  trois  de  fes 
Diarnctres  mii  en?  «ae  feule  Li|:ne  droite.  De 
combien  les  furpaiSe- iTelfe  îi  c'eft  ce  qu'on  ne 
peut  fixer  au  Jufte.  Mais  on  a  trouvé  que  le  Dia- 
mètre eft  à  la  Circonférence  à  peu  pt«s  comme 
7  eft  à  12.  De  lotte  qu'ayant  un  Cercle  dont  on 
connoît  le  Raïon,  &  par  confequent  le  Diamè- 
tre, on  déterminera,à  peu  de  chofe  près,  à  quelle 
Ligne  droite  la  Orconférence  eft  teale.  Suppo- 


ijl         Geometrik  Metaphtsiqub. 
r"    "        fons,  par  exemple ,^ue  le  Diamétte  foit  -de  tfir 

Liv.  II.    Pieds ,  on  fera  cette  Régie  de  troi« 

I.  Sbct. 
Chap.iv.         7.zj,::,o.jv-       ,       . 

£n  multipliant  les  deux  teïmes  moyens  ii  & 
(o  l'un  p;ic  l'autre,  &  divifant  le  produit  par 
l'Extrême  connu  7,  on  aura  au  Quotient  ji 
Pieds  ^ .  Ce'lëta  la  Longueur  de  la  Ligne  droi- 
te égale  à  la  QrconfScence. 
,  On  a  trouvé  des  approrimarions  encore  plus 
exaâes,  que  le  rapport  de  7  à  ii.  Par  exemple-, 
celle  de  11;  à  };5  »iQî  facile  à  retenir,  &iàis 
Qomparaifen  plus  jufle.  Mais  la  Pratique  de  I> 
Géomérrie  n'étant  point  l'objet  de  cet  Ouvrage, 
nous  pous  dirpenfons  d'entrer  dans  >un  ^ 
jrand  déiaîL 
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&EQ0N1>E^  SECTION^ 
%es.  Figurei  flÀHesr  confiàérécs  fdotk.  leur 

J'UfijçiIci-  nous  n'avons^  coiifktéré  les  Pîgdre^ 
^ue  fous  une  de  leurs  Dimenfions.  Les  Lignes 
qui  les  bornent  y,  ne  nous  ont  donné  que  des 
idées  de  Longueur^  Nou§  allons  maintenant  y 
joindre  les  idées  de  Largeur ,  &  confidérer  leé- 
pace  que  le&Sur&cas  ou.  Figures  planes  ren&i>- 
menr  dans  leur  enceinte.:- 

Cet  e^ace  eft  le  réfultat  dès  deux  premières» 
Dimen fions  de rjErendue,  ou,  pour  parler  plus- 
exaâiemeney  dé:la  murtiplichéde  LignescoUaté-- 
rales^qui  par  leur  jonftion  forment  une  fbperfi— 
cie  boméÀCar^xomme  nous  l!avons  déjà  dit  JLes; 
Dimenfion^^Ê^nt  des^  attributs  méfiapbyfiquesr, 
qui  fùppofent  FEtendûe  toiite  formée  >  mais  qui. 
ne  peiwent  contribtier  â[  faprodudion^Ceftle 
privilège  des  Elémens;  Nous  avons  conçu  les  - 
Solides  comme  un  amasi  de  Tranches  v  les  Tran^ 
ehesy.comn^  un  amas  dé  Lignes *>  les  Lignes»,, 
comme  un  amas  de  Points»  Mais  nous  n'avons;, 
pas  encore  approfondi  la  nature  de  ces  Ëlèmens- 
produâieuis*.  Nous  avons  q:ainc  dé  décourageir 
les  Commençans ,  en  leur  piéièntant  dès  quel^ 
fions  crop  fdbtiles..  Nous  nous  fommes  mémer 


f|4       Geomïtris  MBTAPfnrsiQtJi» 
t  refuiës  à  des  éclairciflemens  que  la  formatioi^ 

^'  JJgos»  —         —  ^    — 


«  1«  (m  i»^  i  « 


IL  S*c«.  du  Périmètre  des  Fibres  p]anes  ièmblolp  de-  • 
mander»  Maiosenanc  qittii  s  agît  àe  ootmpotcr  & 

de  me/ûrer  unp  iscfiSiw  xiellc^  guoimie  nq» 
compiette  >  nous  avons  befoin  d^envilager  de 
plus  près  la  nature  4es  Sétnens  géiilrafteufs.  Je 
ne  dois  plps  craindre  d'offrir  à  mes  I^eâeurs  des 
vérités  trop  relevées.  Ils  doivent  êtr©  rompas 
auxprécifionsde^aGéoméme»  &  famîliaii& 
Ikvec  fes  Fîg»te$.  S'iJâ  m'ont  fiiivi  fi^nk  ^èkm> 
ils  ne  m  abandonoerptic  p»  àêM  la  ctrmre 
4]ue  ;e  vais  leur  emtk^^ 


«>f 
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PREMIERE    PARTrE.J:P-*- 

D^  ia  %Mure  dis^Èlt'mtns  dd  tÈu^ndui^^       ^*  ^" 


CHAPITRE  CREMIER. 


«M 


j^Hi^tn  'ittipwrtitttte  fitr  kt  nature  its  EUment;.. 

m 

N  Twa  cft  jiéccfTairement  cowpofé  de  par-^ 


ties^  &  toute  Figure  eft  un  Tou^^ 

JLor/quiin  Tout  ed:  mixte,  on  cherchera: dé* 

couvrît  les  divers  Elémens. qui  le  conftituent  ^ 

Se  c^eÙ,  par  la  connoiïHaice  de  ce^  divers  Eié-^ 

mens  fimples  y.  que  1  on  parvient  à-conncucre  Ie^ 

Mais  Iorfi]u'unrjroutefthomogène>  ks  £lé— 
mens  ne  peuvent  être  que  des  portions  pluspe*^ 
tites>qui ,  par  leur  répetitionc^  formeni  le  comr*- 
po^ 

Toute  Figure  eft  un  Tout  de  eette  dernière- 
efpéce.  Cari  Etendue ,  comme  Etendue ,  eft  ab-^ 
Tolument  de  même  nature  t  &  ne  peut  diâërer 
que  du  plus  au  moins.  Par  c^ni^uent,  les  Elé-- 
mens  d'une  l^iguire  ne  font  que  des  portions 
d  étendue  plus  ^petites  que  le  Tout ,  qui  doit 
être  cooftruit  par  leur  r^étitionè. 

liv 


ijé        Geomitrï!  METÀ3MnrsïQtr«. 

Ces  portion*  font  le  Point ,  la  Lirne  Se  la  SttT' 

Liv.  !!•  face.  Car  comme  noas  l'avons  expliqué  dans  le 

II.  Sect.   Chapitre  préliminaire  de  cet  Ouvrage  ^  les  li- 

J:  ^^"-  gnes  font  compofées de PorntsUes Surfaces, de 

Xh      "gï^csi  &  les  Solides,  de  Surfaces.  Le  Point 

f>ar  (on  mouvement  produit  la  Ligne  5  la  Ligne, 
a  Surface  V  &  la  Sur&ce  »  le  Solide. 

Il  eft  certain  que  ces  portions  élémentaires 
doivent  être  d  une  extrême  petiteflfe  y  relative- 
ment à  1  eipace  qu'elles  doivent  former  par  leur 
mouvement.  Mais  on  demande  fi  cette  petîtefle 
va  jusqu'au  point  d'axclure  abfolument  de  l'Elé- 
ment producteur  la  Dimenfion  qui  fèmble  lui 
manquer  j  c'eft-à-dire  »  fi.  le  Point  âk  absolument 
fans  Longueur  -,  la  Ligne ,  fans  Largeur  v  |a  Sur* 
face ,  fitns  Profondem:.  Voilà  la  Queftîon. 

Il  lêmbleroit  d*abord  qu  il  n'y  autoit  aucun 
doute  pour  l'affirmative.  Car ,  dîra^t'ofi ,  fi  le 
Point  avoir  quelque  Longueur ,  il  feroit  Ligne: 
fi  la  Ligne  avoit  quej|ue  Largeur ,  elte  feroit 
Surface  :  fi  la  Surface  avoit  quelque  Profondeur, 
elle  feroit  Solide.  Cependant  nous  concevons 
très-diftindtement  un  Point  qui  n'eft  pas  Ligne, 
une  Ligne  qui  n'eft  pas  Surface ,  une  Surface  qui 
ft'eft  pas  Solide. 

Mais  on  peut  dire  d'un  autre  côté ,  que  les 
Dimènfions  de  l'Etendue  ne  font  pas  fëparaWes, 
&  qu*une  d'entre  elles  ne  peut  pas  fiibhfter  fans 
les  deux  autres.  Que  d'ailleurs  H  eft  inconce- 
vable qu'un  néant  de  Longueur  produife  une 
Ligne ,  qu'un  néant  de  Largeur  produife  une 
Surface ,  qu*ùn  néant  de  Profondeur  produii^ 
un  Solide  -,  parceque  du  néant  répété  >  il  nepcot 
jamais  réfiflter  un  être. 
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La  difficulté ,  comme  Ton  voit ,  eft  preflante 


&  la  manière  dont  les  Auteurs  des  Géométries    Lxv.  II. 
élémentaires  s'exprimept  ordinairement  dans  J^p*^^* 
leurs  libres,  ne  peut  que  la  fortifier. -Car  après  q^j^^  ^ 
avoir  exclu  du  Point,  toute  Dimenfïoo  ;  de  la  Li-      ^  £ 
gne ,  toute  Largeur  ;  de  laSurface ,  toute  Profon* 
deur ,  ils  fêmblent  cTautres  fois  leur  donner,. dans; 
un  degré  qu'ils  appellent  infiniment  petit ,  ces 
mêmes  Dimenfîons  quils  leur  avoient  ôtées. 

Des  efprits  téméraires  ont  faifî  avec  avidité 
cette  apparence  dé  contradiélion ,  pour  faire 
naître  des  doutes  contre  la  certitpde  de  la  Géo-. 
métrie.  Cette  Science ,  dîfent-ils ,.  roufe  fur  des 
fuppofîyons  abfiirdes  :  elle  ne  peut  fe  difpenfer 
d'admettre  des  Elémens  inéten,aus>  c*eft-à-dîre, 
des  Elémens  chimériques  dont  Timpoflîbrlité  eit 
démontrée;  &  ne  pouvant  compofer  (es  Figu- 
res avec  de  pareils  Elémens ,  elle  eft  obligée  de 
revenir  fur  les  pas,  &  de  leur  rendre  Tétendue 
dont  elle  les  avoit  dépouillés*  Mais  alors  ces 
prétendus  Elémens  deviennent  inutiles ,  puifque^ 
ce  (ont  de  véritables  Figures  dont  il  faut  encore 
chercher  les  Elémens.  Les  conféquences  qui  ré- 
fiiltent  de  fîippofitions  fî  contradi6toires  ne  peu- 
vent être  au  plus  que  des  vérités  hypothétiques, 
qui  n^ont  pas  plus  de  réalité  que  les  fùppofitions 


mêmes. 


Cette  difficulté  que  je  préfènte  en  gros,  peut 
être  diverfîfiée  en  milld manières,  &  propofSe 
i*  en  particulier  contre  plufieurs  des  vérités  géomé* 
If  triques  les  plus  clairement  démontrées.  Ce  que 
^  j'en  ai  touché  fera  fènrir  quelle  eftférieufe,& 
f      qu'il  ne  fer  oit  pas  raifbtmable  d'entreprendre  ua 
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traitée  Géomécrie^  &ns  réfuter  une  d^jeâtot» 
qui  f  arok  âpper  les  ibndemens  -de  cette  Sciea» 
ce- 

Ne  iiogs  el&ajronsipas  iléaninoias-  Cecte  fiil>« 
tilicé  roule  Cm  une  équhrD(}ue>  me  ju£]u'à  pri-^ 
fènt  TcMi  n  a  pas  démêlée  avec  auèz  xle  ibki.  Il 
eft  évident  (|ue  la  mcme  chofe  ne  pem  pas  écce 
étendue  &  inétendue  tout  à  la  fois*^  Si  le  même 
Paine  r la  xneme  Ligne»  la  même  Sùrâice  i^ 
lûAent  ces  deux  caraâeres,ce  Ibncde&Elémens 
chiméci(}ues  >  &  la  Géométrie  n  eft  qu'txp  amas 
<f  abfiirdités.  Mais  eft-M  prouvé  que  ce  foienc 
les  menaes  Points ,  les  mêmes  Lignes  »  les  mêmes 
Surfaces  à  qui  Tétendue.  convient  &  ne  ccm vient 
pas?  ou  plutôt,  ces  JEtémens  ne  pourroient-ds 
pas  être  con(îdérés  ibus  un  double  sJ^^£ty  iça^ 
voir»  dans  leur  commencement»  &  dans  leur 
îptéjzrité  9  dans  un  état  relatil*»  &  dans  un  état 
sbîolu }  Ne  pourroit-on  pas  dire  ^e  letendue 
qu'ils  n  ont  pas  dans  le  premief  de  ces  états» 
leur  appartient  dànsle  ietond  ï  il  n  7  aurait  plus 
afots  de  contradiâdan  à  craindre  >  puifque  la 
Oéométrie  doit  envifâger  les  Êlémens  dans  tous 
les  états  dont  ils  (ont  m&eptibks.  Approfondif- 
fons  cette  idée  :  }e  vais  prouver  que  la  Géométrie 
ne  rai^nne  point  iur  des  fuppoiîtions  arbitrai- 
res; &  que  les  Poihts,  les  Lignes  &  les  Surface^ 
quelle  employé,  ont  un  fondement  inébranla^ 
oie  dans  Teffence  de  TEfcndue  bornée* 
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§.  ÏI. 

DOUJSLE  ETAT  DES  MLEMENS.    ■ 

IL  fiait  &  r^pdiler^  i{U€  daas  une  portioa 
d'étendue»  op&  tious  appelions  une  Figura» 
on  doit  diftinguec  Titeoaue  qui  conftitue  it 
iub(biace^  &  U  focme  extérie^^  ^qni la tenû^ 
ae  &  la  czs^£kèxiS^  Ceft  dans  cette  diftiaûion 
i}ue  ootis  allons  trouver  U£>lation  de  la  dij£-» 
culte  pFopolSe. 

Ça  voyant  UQ  Corps  ^  nous  Çonac^%  plus  fr^ 
pés  de  &  lupasSçîe  i]ue  de  /â  foiidité;  parcequt 
nous  vo/oas  la  première ,  3c  que  nous  ae  faifoM 
que  jugçr  la  ièconde.  L'imagination  produit  à 
peu  pfçs  le  même  eâet  iîir  nous  :  ic  quand  iiic<- 
me  nous  nous  retirerions  dans  le  plus  intime  d^ 
notre  ame  pour  concevoir  une  portion  d*Àen^ 
due  >  nous  ne  pourrions  an  avoir  aucuneidé^ 
4ifttn<^9  que  par  Tattention  que  nous  donne* 
irions  aux  S^faces  dont  elle  eft  environnée. 

Mais  ces  Surfaces  étant  des  bornes ,  font  a^ 
Iblument  iàns  épaifleiH:»  Car  la  Surâce  d'unç 
Figure  eft  tout  à  la  fois  le  commencement  &  Ui 
finde/bn  étendue  :1e  commencanent  >  par  rap» 

fort  à  lefpace  intérieur  :  la  fin >  par  r juiport  \ 
ei^ce  extérieur  qui  1  environne.  Or  le  comr 
mencement  &  la  fm  font  des  indivifibles  qui  ne 
font  fîifceptibles  d  aucune  extenfion.  Car  la  fê^ 
conde  partie  d'un  conunenceioent  feroit  unc^ 
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fiiiter&  la  première  partie  d'une  fin  ne  ceanl* 
Ziv.  II.    neroit  pas  la  Figure. 

If.  Sbct.       Si  jçyx  portions  df étendue,  par  exemple, 
Chap*^  F*   ^^"^  Cubes  d'égale  grandeur  Ce  touchent  éxac- 
j^  lî^  "  tement  &  (ans  intervalle  par  I  une  de  fcarr  Sur- 
faces, il  eft  clair  que  ces  Cubes  ne  (ont  unis 
qu'en  raifon  de  leur  Longueur  &  de  leur  Lar^ 
geur ,  &  oulkiirent  en  rai(bn  de  leur  Profon- 
deur r.  autrement  ils  (e  pénétreroîent  tin  peu-: 
leur  contingence  (croit  une  mixtion.  Cependant 
les  deux  Surfaces  (e  touchent  dans  toute  leur 
{tendue.  Donc  ellc^  n  ont  aucune  Pirofondeun 
'    Mais  ces  Surfaces*  elfes-mêmes  n'étant  pas  ira* 
men(ès ,  (ont  terminées  par  des  Lignes.  £t  les 
Lignes ,  cortime  bornés ,  doivent ,  par  les  mê- 
mes rai(bns ,  être  (ans  Largeur.  It  en  eft  de  m^ 
me  dii  Point  confidéré  comme  borne  de  la  D- 
gnCi  Par  con(équent ,  la Géométriedôit  recon- 
noître  des  Surfaces (kns  Profondeur, des  Lignes 
<âns  Largeur ,.  des  Points  (ans  Longueur.  Cette 
fuppoficion  n'eft  point  arbitraire  :  Tidée  de  lï- 
tendue  bctnée  en  démontre  la  néce(Etéi 

Il  faut  obfervef  que  ce  n'eft  pas  (feulement  (ûr 
là  (uper(îcie  d'une  Figure  que  ton  découvre  ces 
Points,  ces  Lignes  &  ces  Surfaces.  On  les  trou- 
ve dans  l'intérieur  comme-dans  l'extérieur  5  par* 
cequ'iln'y  aaucufc  endroit  où  la  Figure  ne  puiiTe 
être  partagée  par  un  Plan^qui  doit  être  fans  épai(^ 
(eut ,  puisqu'il  e(t  la  borne  commune  des  deuic 
parties  féparables.  On  peut  de  même  partager 
une  Surface  en  deux  parties  quelconques  & 
dans  tel  fens  que  l'on  voudra,  par  une  Ligne  qui 
^  peut  avoir  de  Largeur  i  puî^u  elk  eft  la  bor* 
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Yie  commune  des  deux  parties  de  la  Surface,  ^— — *— ^ 
Une  Ligne  enfin  peut  être  coupée  où  Ton  vou-    Liv-  i^ 
dra  par  un  Point,  qui^  comme  borne  des  deux  n.  Sbct. 
parties  de  la  Ligne,  ne  peut  avoir  de  Dimen-  J^^p*^^* 
lion.  Dans  le  fond ,  tout  cela  revient  au  même-      j  jj*^ 
Les  Points,  les  Lignes  &les  Surfaces  fiir  Texte- 
cieur  de  la  Figure  ibnt  des  bornes  actuelles, 
8c  des  bornes  poi£bles  dans  Tintérieur*  Ainfi  , 
dans  lune  &  dans  l'autre  fituation ,  ces  bornes 
Confèrvent  toujours  leur  caraâere  eflèntiel  de 
commencement  &  de  fin* 

Mais  ces  Points ,  ces  Lignes  &  ces  Surfaces  » 
en  xant  que  iimples  bornes ,  ne  ibnt  pas  encore 
des  Elémens  de  TEtendue*  Car  ces  bornes  font 
xiéant ,  ou  de  Longueur ,  ou  de  Largeur ,  ou  de 
Pxafondeur.  Or  u  répugne  que  ces  néans  pro* 
duifènt  des  Longueurs,  des  Largeurs  &  des 
Profondeurs  réelles. 

D'ailleurs^rElément  d'un  Tout  doit  avoir  une 
exiftence  propre,  une  ^ftence  indépendante 
du  Tout  aont  il  eft  partie.  Son  exiftence  doit 
être  même  antécédente  à  celle  du  Tout ,  lorf* 
que  par  fon  mouvement  il  en  eft  le  Principe  for^ 
mateur.  Mais  une  finiple  borne  n  a  point  d'exiA 
tence  propre ,  Se  ne  fubfifte  que  dans  le  Tout 
qu  elle  termine.  On  ne  peut  len  feparer,  même 
par  la  penfée ,  puifqu'il  eft  efTentiel  qu  une  Eten- 
due bornée  commence  &  finiflè ,  &  qu'il  ré- 
Eugne  qu  une  Jborne  exifte  à  part  de  la  /ubftance 
ornée. 
Les  bornes  ne  (ont  point  des  portions  fiib^- 
fiantielles  de  l'Etendue ,  mais  de  wnples  modes 
extérieurs  >  qui  fuppQfent  la  iùbftance  toute  for*. 
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mée ,  St  qui  ne  peuvent  jamais  coopérer  h  fi 
Lit.  II.    fbrmacfbn*  Ce  mode  eft  effentiel  au  Tout  éren« 
Jh  Sbct.  ^ , poOT  leconftîtuer  teUe  ou  teBe  Rgure-  Par 
I.  FA1.T,  confôquenr ,  hi  Géométrie  dkA  conférer  les 
^^11.      Points ,  les  Lignes ,  les  Surfeces  comme  bornes , 
puiiijae  ces  bornes  diftinguenc  les  portioBS  cf^* 
«endlue  qni  font  Tobjet  de  Ces  recherchesi»  9§sàs 
alors  ellenc  tesconfidiérepoint  conaneEIémensy 
car  un  ample  mode  extérieur  ne  peut  être  Eté- 
ment  cfun  Tout  fiibftantie}. 

Comment  en  effet  en  (èroît-it  Elémerit ,  pnrP 
ault  ne  poifêde  l'être  que  <Fune  manière  îfnpar- 
nke^  Il  n  eft  pas  has  doute  un  pur  nésuxt  f  est 
les  bornes  (Fune  portion  tf étenAïc  fbnr  trèj- 
gecBes;  mâs  A  ttcù:  pas  non  pfti9  un  ptit  éhri 
De  ce  qu'une  Fîgtrea  des  borne»,  HrmtcjacrSm 
hte  eemmeHce  a  lia-  borne ,  mai»  anffi  qctÉ  ne 
commence  que  là ,  c*eft-à-dîre,  que  ht  Figura 
iirpolfefc  piïPêtre  de  Fe<|wrcedbncdBSe*eft  en- 
lironnée.  Clènr  1»  borne,  qui  termine  ia^Pîgpre, 
tscmitie  auft  Pe^yaee  qui  ne  luf  appartient  proinf. 
hahaoficdé&gpû  donc  ceque!a*Figui:e*eft,  ft 
ce^éiie^  n*eft  pas  :  elle  eîqwîme  fon  éh?e  Si  fefr 
néaaR  1^  eflî  dbnc  un  mélange  SëtTè&  éc^ 
néant  9  &  par  con^quent  ne  peut  ftre  regardée 
eomine  un*  Etre  abrofar,  mais  fefufemciit  coimnc 
mi  Etre  re{ati£ 

Oh  ne  peut  éraFuer  pîds'  earaâSemenr  h  réa*- 
'  du  Pbînt,  db  la  Ligne  A:  delà  Surfece  en- 
tant que  bornes,  qu'en  leur  donnant  dans* PE-- 
twndue  la-  place  que  le  ajero  tient  dans*  Ifes  nom- 
fereSk  Car  lezeron*eft  pas  un  ptn:  néanr,  maft-far 
&r^&  te  cofflmenccmenr  dVm  nombre  cm-^tme 
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<1iole  erpirunée  par  un  nombre.  Ceft  ce  cga^on 
exprime  dans  T^thmétique ,  en  <£iânt  que  le  ^^^-  ^' 
zéro  tient lejafte mifieu  entre  tes  fîgnes  poiîtifs  Jl- Sbct, 
&  les  fignes  négariR  Qn.  fcaît  que  le  figne  po-  Cj,^p^  I^ 
&îf  ^  repréfenie  hr  réalite  cïùne  chote,  &  te  5;  xi.  ' 
figne  négatifs  la  téaikéxpi  hiî  manque.  Maïs  la 
l^f  andeur  négative  finît  précifêmeot  où  la  gran* 
deur  pofitire  eommoice.  Par  con£?quent  le  ter- 
me qui  kur  eft  commun  ne  peut  are  exprimé 
4jue  ^ar  le  zéro.  De  même  donc  que  le  zéro  eft 
un  pur  néant  sli  eft  Seul  y  c  eft-à-dire,  s'il  eft  f2- 
paie  de  toute  grandeur  réelle  fi)it  pofîtîve  foit 
négative,  de  m£me  auffi  les  bornes  des  Figures 
lèrQient  de  pws.  ocâa&s.  ilpar  impoflihlf  oa  pou- 
voir les  fèparer  d'une  portion  d'étendue  quel« 
conqpie.  Je  dis,  par  mfo0d€  :  Car  on  ne  peut 
concevoir  une  borne,  un  commencement , une 
fo,  âimpeo^ à lïice  boiné, à F£irc  qûconir 
anence,  à  l'Etre  qui  finit.  Donc,  félon  cette  ac- 
ception, le  Fbint ,  la  Ligne  de  la  Surface  nefi>«t 
ai  portions  m  Principes  d'Etendue; 

Cependant ,  dirait  on,  la.  Lime  bornante  a 
une  Longuenv  téeSe^  &  la  Sunace ,  une  Lx>i^ 
gvieiK  &  une  Largeur.  Or  co  qui  poflfede  une 
«19  detn  Dànenfions  de  FEteodue,  en  eft  une 
partie  ln(?égrant^. 

'  Je  r^>onds'qtielesDimenfion$attrtbuéesau:i 
bornes  de  l'Etenducne  leui;  appartiennent  point 
en  pigopret  puitque  I^  bortles  ne  peuvent  fub? 
fifter  iBd^>ôndatnmenr  de  lafiibftancc  bornée. 
La  Longueur-  9è  laLargeqrqui  paroi^nt  fîit  la 
borne,  ne  &ttt  autre  dbofê  <||u.e  la  Longueur  8c 
la  Largeur  de  iaFisure  aur'  k  manifi;ftent  Ait 
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les  Dornes.  Car  la  Figure  n  eft  palpable  que  datif 
Liv.  IL    fes  bornes  s  &  (a  Profondeur,  ceft-à-dire,  à 
il.  Sbct.   iubftance,  ne  Ce  voit  que  parTelprit,  Si  la  Lon- 
I.  Pab-t.  gueur  apparcenoic  à  la  Ligne  bornante  »  comme 
«lu       ^^^^^  Ligne  n'a  que  de  la  Longueur ,  on  pour- 
roit  dire  qu'une  Dimenfion  pourroic  flibfifter 
fans  les  deux  autres  :  ce  qui  (èroit  très-abflirde. 
Il  en  ell  de  même  du  mouvement  &  du  re- 
pos. Les  bornes  des  Figures  n  ont  ni  l'un  ni  Tau- 
tre  en  propre  >  mais  elles  participent  au  mou- 
vement &  au  repos  des  fuoftances  bornées  9  qui 
ne  peuvent  être  mues  ou  refter  dans  le  même 
lieu  3  fans  que  les  bornes  fuivent  le  même  fort* 


$.  ni. 

£TAT  POSITIF  DES  ELEMENS. 

LEs  Elémens  ne  peuvent  véritablement  mé- 
riter ce  nom ,  qu'en  pafTant  à  Tétat  pofîtif , 
i:'eft-à-dire ,  en  acquérant  une  forte  de  confiA 
tance  «  qui  les  rende  réparables  de  leur  Toutj 
&  capables  de  le  produire  par  leur  mouvementi 
Or,  cela  ne  peut  s'exécuter  qu'en  entamant  tant 
(bit  peu  l'Etre  même  de  la  Figure.  Car  une  iîm- 
ple  Dorne  ne  peut ,  même  par  la  penfée ,  exifter 
nors  de  fbn  fîijet* 

Ainfi ,  pour  détacher  la  Surface  d'une  Figure, 
il  faut  iùppofer  qu'on  enlevé  quelque  peu  de  la 
Profondeur  du  Solide.  Alors  la  Surhice  transfor- 
mée en  Tranche^  préiènte  à  /ba  tour  une  dou- 
ble Superficie  ;  l'une  par  laquelle  elle  regardoic 

fefpace 
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Tefpace  extérieur  :  laucre  par  laquelle  elle  tou- 
choit  à  ce  qui  refte  de  la  Figure  totale.  Liv.  lî. 

De  même ,  fi  de  la  Tranche  on  veut  ôter  la  ^'  Sbct* 
Ligne  Bornante ,  il  cft  beibih  d'entamer  la  Lar-  J:  ^^*^V 
geur  de  la  Surface.  Alors  la  Ligne  fera  transfor<«     c  jji^ 
mée  en  i^de  par  rapport. à k Surface»  &  en 
tarrejpBT  rapport  au  Solide. 

Ennn  >  fi  de  la  Ligne  on  recrancfae  le  Point , 
il  faut  entamer  la  Longueur  :  &  le  Point  doué 
d'une  exiAence  propre ,  fera  une  petite  Ligne  » 
une  petite  Surface  9  un  petit  Solide  par  rapport 
à  la  grande  Ligne  ^  à  la  grande  Surface ,  au  gtand 
Solide.         .. 

Je  fensiquece  langage  effarouchera  peut-être 

Quelques  perionnes  qui  n'ont  pas  alTez  médité 
ir  ces  principes  fondamentaux  de  la  Géomé- 
trie. Des  Points  (blides»  dira-t'on!  des  Lignes 
large^i  des  Surfaces  p/ofondesi  quelle  nouveau* 
té* 

Ce  ftroîi:]  affiirément  plus  que  de  la  nouveau- 
té ^  fi  l'on  accocdoit  ces  propriétés  auxPointSs 
aux  Lignes  9c  aux  Surfaces ,  lorfqu'on  les  envi? 
fage, comme  de  fimples  bornes.  Mais  ]e  prie 
qu'on  fafie  attention  que  la  nature  d'un  Elément 
eft  d^avoir  une  exiftende  propre ,  une  exiftence 
antécédente  au  Tout  qu'il  doit  produire  par  (on* 
fn%)uvemenL  Donc  rÈlément  a  quelque  cfaofe 
de  fubftantiel ,  &  n'eft  pas  une  fimple  modalité* 

Or  cette  petite  fubftance  eft  necefiàirement 
étendue.  Car  il  eft  impoflible  qu'une  portion 
d'£tendUe*fait  compofèe  de  parties  inétenduçs: 
il  eft  impôflîble  qu'un  Etre  inétendu  (bit  (ûfcep* 
tible  du  mouvement  Lpcal  :  U  eft  impoflible 

K 


s  QBoia  lapant  dp  Longoetir,  do  Lacgeur  &  de 


llfv;^4   Profondcor  ptodoifc'tMie'Longpeuç,  une  La& 
tl^  SBGtL  gror ,  uae  Profondeuc.  Bn  wi  inpc ,  des  aeeros 

^  ^         Aorototts-ndUft  âu^Bo^ot  la  ppeàiî^aD  le  pha 
:fîmple  des  Elëmens,  Si^ftafom,  pï^CK^nple^ 

U:  Figme  qu'il  dok^oj^w.  Ce^Pote»^à»iem 
-à  U  Ugti©A9/àJa  Ligne  ^>>^k4ti^^ 
ft  poptfroit;  apparcentc  f  0Ciord'è4l)iMki^  liig»^ 

le  iècond  Point  de  la  Ligne  AB,  neft  pâifc 
tùëmh  cftàt  celui  qai  t«)Ciçhe  tel  fecc^Otokit  de 
la  îigtie  AG  w  da  lâfLlgae^ADi  ^     .        ; 
'  >  P^ne:!^  tel  Point:  ^'iIrI^  ptalfa^  ^  fiippof» 
Idi  tôiite  )a  pcchdSk  <{ui  v^ou^  poiitr^îaJlma^ 

»  être  pas  un  pur  néant  -,  il  lera  toujours  vrai  ^ 
h;  p&tftiït  de  ccJh^mt^tiiéiifiëk'léGiArùd 
foB  k^  j^ar ^  m»  regarde  k  lerte^  qutf>  ia^  ^aaiè 
<>rîe2^tàle  ii^eft  pasl'^occi^i^'Cd-PQ^iit  fi^ 
^enidd'tfeiùi  le  Vuidc^  p€iàt|  ^bre  le-  Oe^^e^  <k 
téatiiô»  <^ne  infinité  d$  feig^s^,  <^l^o«t€s  a>- 
*oiètu  d€sIXre<aipttS.d^é5efke6 ,  &»  autoar^Gs* 

4u  Poitit  reflrt;r^.  Ot  tottt-  ca  (^ui  »  des;  ff^ki 

Gc  f  aifoônement  &a^liGU^  dè^hiiiVÉï^éaux 
Up^i*  awx  Tranches ;^eii^«aires.  Ces>  li- 

f  elfes  ïeiJH 

_„_. ,       t^Cto  ptf 

Iëqi^ttti^si^0iide^à4'é%ac€'ext4tiéw    &ie8 


Trvncte^  ooc  4e  m^e  deux  faces;  8c  ce  qui 
couche  ifnkieqetoodbe  pas  Paucrei  Que  i  on  di^    ^^y-  ii« 
sninue  tonr  que  l'on  voudra  b  Largeur  de  la  J^  p  *^^* 
Lîfme  &  f  éiMiflfeur  <te JatTranehe  :  tant  cuVUes  b,   _  V 
Ae  fercttit  ew  an&Mitics  y  la  Ligne  aura  toujours     |^  ^xi» 
fes-  deux  «mes  y  A  la  Tranche  iès  deux  faces. 

il^tèk  cer^ltàedâemenr,  les  adveriàires  d^ 
fci^(ârMtiétrle  o&roni-iis  enceire  avancée  <}Ud 
ceccd  Scianott^M  coule  que  (îir.des  fiippofitioni 
db/ùrdes  Se  ooifttrfidiâoires  r  Des  Surfaces  /ans 
Pi^ofondeur  ydes  Lignes  &ns  Largeur  >  des  Points 
Êns^ét^ndiie  ne  font  nullement  des  chimère»; 
Id»  iigurei  les  expofent  fenfiblement  à  nos  yeux^ 

£uirqueiretir«»ot)tuii  commencement  &une&i 
;âbttti4iké  œnâAerote  à  re^der-  ces  bornes 
cdmme  det>pa»tie5éiémentaire$;&:c'eft  ceque  la 
C^oinériie  n^M^îene  pas.  Pour  les  rendra  Elé^ 
iMos^  ^e  tei  tk0  de  l^at  de  iîmple  borné  :  eild 
leur  donne  quelque  confiftence>  pour  les  coi\* 
idérai  è  par|>.;mnr  qœ  de  les  em|4oyer  ^  la 
«Ofi4tuâl04  des  Figurev.  Elle  ne  peut  fe  Mpct^ 
fer  d^mriTageir  les  Btémens  fous  ce  double  p6int 
dé  Tiler  <Sa#  elle  ne  feroit  pas  iuffifamment  con^ 
fioître  tes^pbttions  d'4kendue  qui  font  l'objet  do 
ft^  re6)veitr(ieSyft.contenie  d^examinet  ce  qu'el^ 
les  ont  de  rubftamle),  elle  ne  confidéroit  pat 
letir  tMid^sùx:  ^  les  bornes  qpi  les  drconfcri- 
venr  As  tes  caraâérifént^  ou  fi  nxée  à  ces  bornes; 
eile  tiégi|g#oil  d^envifager  les  Principes  conili- 
ttitii^dlBia  fobftance  des  Figures.  La  Géométrie 
Ae  fe  contredit  donc  pas  en  donnant  ou  en  refii* 
fànt  à  prô{K>s  de  l^tendue  à  (es  Points ,  de  ta 
Largeur  à*  fes  Lignes  >  &  de  la  Prc^ndeur  à  Ce$ 
Surfaces*  K  i| 


^4^^        Géométrie  Mitaphysi^e. 

Tout  rembarras  vient  de  ce  qu'on  eft  efa  qud^ 

"Ltv^^L   que  forte  obligé  de  les  défigner  par  les  mêmes 

11.  Sbct.  «loms  dans  les  deux  états>  quoique  dans  le  fond 

i.  PA^T.  ^.gjj  ^ç  diffère  davantage  qu  un  mode  &  une 

^>IIL  "  ^ubftance,  J*avoue  (\\ït  c  eft  uni  inconvénient,  & 

qu'il  eft  important  d'y  remédier. aut^uïc  xju'onlc 

peut.  MaiS'  il  «ft  difficile  de  changer:  4e  engage 

«eçu  9  ifur-tout  lorlqu'il  eft  fondé  en  rkî/bn.  ta 

^fiet,  l'être  d'une  Figure  trominenee  à/à  foper- 

ficie  y  Se  pour  peu  qu'on  pénétre  dans  l'intérieur, 

ne  fât-ce  qu'infiniment  peu,  la  borne ;devient 

|)artie  fubft-antielle  du  Tout. .  Ainfi  >  r£lçment 

lï'eft  proprement  qwe  la  moddiif  é .  çwérieure, 

à  laquelle  on  donne  quelqueconfiftience* 

Néanmoins  pour  éviter  les  ^éqiii^oques ,  je 
jfijbftituerai  le  mot  de  Tranche  k  celui  dcSmfâ- 
ir^ ,  lorfqu'il -S'agira  du  f roifiéme  JElén%ent  de 
l'Etendue^  parcequfe  Suèftce  défîgnè  ttpp-ckh 
rement  lafinipleiuperfioie*         

La  L-ighe,  fécond  £Iémeru:>.pOttrroit  être 
appellée  Bandt  ou  Barri  :  Bande:,  pat  rapport  ' 
i  ïfi  Largeur  :  Barre  ^  par  rapport  à  JârProfon- 
deui:.  Mais  comme  ces  termes  patokroient  l>ar- 
i>arcs^n Géométrie,  }e  con/èrvçrai  le  nom  de 
Ligne  en  y  joignant  l'épithéte  Elémentaire  ,  lorf 
qu'on  pourroit  s'y  méprendre. 

l'tvi  uferai  de  *même  par  'rapppr^  au/^^Mi^, 
ne  trouvant  aucun  autre-nom  qui  lui  convienne 
dans  ^  qualité  de  premier  Eléaient.  Et  pour  plus 
grande  précaution ,  j'appellerai  foint  mathema- 
tique  &  Ligne  mathépMÙqtte  l^s -dçux/premieis 
Eiémens  confîdérés  dans  leur  état  i^lacif.  Car 
quoique  le  Poinç  Se  la  Ligne  élémentaires  ibient 


jiufE  Pob|ec  des  JHathématiiques\.  Tu^gê  a  con- 

iâcré  cette  dénomination  aux  Points  (ans  éten^*    Ioy^U. 

due  >^  &  aux  Lignes  iàos  Largeur^.  ^^'  Sbw- 

■■      .■       t  •  '■        '      ■  Chap.  J»^ 

Ms  Mémens  de  îtieniue  foniJign$sf; 

des  Dim^njians... 

'  «      '        ». 

I'L  réfiilre  de  ce  que  nou!^  avons-  ctabK  dans  le 
B^Paragtaphe  précédent,  que  toutes  les  fois  que 
la  Géométrie  confidere  les  Elémens  de  l'Etendue 
^eparénieiit  de  leur  Tout ,  ces  Elémens  doivent 
-être  fiippoiéà  avoir  une  Longueur,  Largeur  & 
r  Profondeur  réeUes. .  Gar  en:  les  con/îdérant  ainâ 
à  .part ,  eUe  leur  donne  deJa  cpniîftence ,  &  leur 

-  fiippofe  par  conféquent  une.exififcace  propre  & 
antérieure  à  celle  dki  Tout  qu'ils  peuvent  foi- 
mcRv 

Néanmoins^  ^ipiqu'on  nepuifle  refufër  à  ces 
Elémens  une  étebâûé  complette»  on  peut  fou- 
vent  négliger  tev»  grandeur  réelle  en  tout  ou 

-  en  p2G:tie,lbrfqtiec^te.grandeucn  influe  en  rien 
danslaqueftioftdont/^ons'occupei  Prenons  un 
exemptbj^  fenHUe-.  Ckv  fe.iètt  do  Ia:toife  ou  du 
cordeaupour  rmeforesialiongue^r  d'Uoe  allée. 
On  /çait  fort .  bien  que  cea  mefures  ont  une 
Largeur  &  une  Profondeur.  Mais  comme-ces 
deux  Dinwînfionsne/erventde'rjenpourdéter- 

,  miner  laLpiagueur  de  l'allée,  omeniair  abftrac- 
tipn  Xao$  peg^e '»« . &;  Ton  conflder^.les  mefores 
comme  n  ayant  que  de  la  Longueur..  Qrj.iLeft 

Kiiî; 


lift)       GEoaciTKEt  hbrÀSKWSif^tÈ* 

facile  de  ^pouilier  fmr  la  penfi^e  deso3b|etss  &nSÊ 

Lxv.  IL   ^offiers  que  le  ibnc  la  touê  &  le  eoccieatx  >  de 

II.  Sbct.   (}eux  DimenHcns  (}iié  les  yetne  nom  i^udcot 

l.  Pam.  fçpfibles,  à  plus  forte  raifon  pourra-t*on  en  dé- 

ir^V.     pouiller  la  Ligne  géométrique  qui  ne  peut  avoir 

qu'une  Largeur  &  unf  Po^fondeur  excei&ye- 

ment  petites. 

De  même  la  Géomèaà^tk^ûtBfièKgcMÊ  cT^bord 
les  Surfaces  que  teomfiie  Ut  ràuiîon  de  la  Lon- 
gueur &  de  la  Largeur  >  rien  ne  l'oblige  de  s'oo 
'  cuper  de  leur  mince  Pcofoodenr^  dont  la  coa* 
£éération  ne  pouct oit  que  la  idJArme  de  iiui 
ob)et. 

Ceft  encore  par  cette  taiibn  que  la  grancfeur 
dun  Point  i(blé  n'étant  Ahiv^m  d  anauie  cou* 
jfêquence ,  elle  Ten  dépouille  en  quelque  /brte» 
&  le  confond  avec  ce  qi/^ii  ;^peue  leP^MitaMi* 
thênMtiqm ,  dont  il  eft  aloc^  le  figne  &  l!exprdP 
£on* 

Il  y  a  plus  :  Je  puis  avoir  égard  à  quelqa'tfflc 
des  Dimenfîbiis  d'un  Eléments  /ans  avoir  égard 
à  toutes.  Si  >  par  eseempk  t  f^eiivirage  le  Poiac 
comme  Elément  de  Xa  Lignv,  je  doisinî  fuppe- 
ier  quelque  Xjcuigiwittr^mais  jedois  ftire  afaérac- 
tion  de  (es  deux  autres  Dtmao&CHiS  ont  me  foat 
inutiles.  Je  lui  tiendrai  compte  de  la  Largeur» 
lorlque  je  le  ce^nfidérerai  emnne  flémem  de  la 
Surface;  &  de  ià  Profondettr  >  comme £iémciit 
du  Solide. 

De  même,  la  Ligne  ne  fera  Bmn ,  que  lotl^ 
qu  elle  influera  dans  la  comt>oAtix9n  du  Solide» 
&  n'eft  que  SM^)en  qu^tédEIaMnt  delà 
Sur faoe« 


,  Mais  faire  abftraâiQjrî.  cfe  JWmerriîpns  des 
Elémcns>  ce  n'eft  pas  les  nierv  &c*eftàqiiofe  Ety^-ir* 
Ton  n'a  pas  toujoure  "firit J^flez  d*actention.>  Oti  ^  *ic*^.. 
s'accoutume  à  regarder  léPoinr,  fans  étendue  i-  i^^^^ÏT 
la  Uffï^  feiS  I^«r  y4a  Sliffito:e,/fefl|  Pro-    ^JnL 
fondeur  V  &  cela  fans  kiconvénient  ,.lorf^u  il  ne 
s  agit  <juè  dexpnmerfetKméhfièriso'6Ie5n 
çbpts  de  i%glklifairi>^  i¥rpemfictilM€é  ôur 
^Obliqi^  qnr  là  âuètton  des  Elémens  petft 
ferfirer^cncr  eœc;.  Mais  ii  fatar  anreîr  éj^acd  àlew 
candeur Téèllev lor^klleft  (^ueftkm  de 'lews 
f  {fartîes  Ihtégrafetes^  &  de  ce  qu'ils  ont  dé  cosn- 
mcài  riàns  tear  union  &  dans  leurs  interfe&ic^». 
On  ne  peut  continuel:  dèfcKipoÉsT  le  Poimms 
aucune  €tendiie  ,1a  Ligneians  Largeur  Ja  Sur- 
hcb  fanl^PtoftRideur  ;  isdn  sexpofer  k  des  tné- 
ftÏÏcs*.  OfcroiB^jp  dirt  c|ae  le^  Géomètres  ne  les 
vùt  pay  toojonrs  évitées:  l:  Cirons-  e«  qirelxjues 
eîceœplés  ^  car  fl  feroit  kidécent  de  former  une 
^wcciile  accu&tion  fins  la- prouver.  Ce  fera  une 
Occafiott.  (féctercir  des  èueftions  que  j'ai  été 
contrat  de  paflèr  ibus  mence  ^^  faute  d'aroîr 
énddi  les  principes'  néceflkres  pour  les  réfoû- 
dDe.  Cette  difcoflKm  q»f  ôynfirmerg  la  Théorie 
^pxe  je  vi^  de  propoter  ftfr  lii  nature  des  £lé- 
mem,  en  fera;  lebcir  en  même  tèàis  L'utilité  & 
UnéceffitéL 


Kîr 


Ifl  GeOMETIIII  MlTAPHTSlQpE. 


$•  V. 

TRÊMIËR    ÉXEMT  LB. 

I^ InterfeHion  des  Lignes  droites. 

ON  trouve  dans  tous  ou  prelque  tous  les 
Traités  de  Géométrie  élémentaire  la  pro- 
pofition  (uivante  établie  comme  une  vérité 
fondamentale  :  Deux  Lignes  qni  fi  coupent ,  m 
feuventfi  couperquen  un  fini  Point.  Car,  dic- 
qp ,  k  Diredion  d  une  Ligne  droite  cft  déter- 
minée par  deux  Points»  Donc  >  (i  les  deux  li- 
gnes qui  fè  coupent  avoient  deux  Points  éc 
commun,  elles  auroient  la  même  Direâion: 
elles  fèroicnt  pofées  cxaôement  Tune  fïir  f an- 
tre ,  &  par  conféquent  ne  fe  couperoient  point. 
Ce  raiibnnement  fpécieux  impoiè  à  tous  les 
commençans  >  &  je  n*ai  vu  perfbnne  refufer  de 
s*y  rendre.  Je  n'en  fuis  pas  (urpris ,  lorfque  la 
coupe  des  Lignes  eft  perpendiculaire.  Car  ces 
Lignes  ayant  des  Direâions  totalement  oppo- 
fées,  on  conçoit  qu'elles  n'ont  de  commun  que 
le  moins  qu'il  eft  poflîble ,  &  par  conféquent  un 
ièul  point.  Mais  les  Lignes  obliques  n'ayant  pas 
des  Direé^ions  fi  contraires,  &  tenant  en  partie 
de  la  Direâion  parallèle,  on  pourroit  (bupçon- 
ner  que  leur  interfeâion  ne  le  termineroit  pas 
fi  brurquement.  Leur  rencontre  peut  être  mê- 
me fi  exceflîvement  oblique,qu  elles  tiendroieot 
beaucoup  plus  de  la  fituation  parallèle  que  de 
là  perpendiculaire. 


Nature  m$  Eiemens.  içj 

Je  me  fouviens  qu  expofâiit  n^  répugnance 


it  celui  qui  dirigeoirmes  premières  études  dé    Lit.  IL 


Géométrie ,  il  me  répondit  gravement  que  je  ne  ^^'  Sbct. 

HAF. 

que  celles-ci ,  étant  toujours  un  peu  groffieres , 


devois  pas  juger  des  Lignes  géométriques  par  ^        ^ 
celles  que  je  voyois  tracées  fur  le  papier  s  parce-     ^ 


ne  repréfentoient  les  premières  que  très-impar- 
faitement. Arrêtons  -  nous  donc  à  des  Lignes 
purement  géométriques,  &  voyons  commette 
on  Ce  tarera  de  l'épreuve  à  laquelle  je  vais  les 
mettre. 

Sur  le  Point  D  de  la  Ligne  horizontale  ÂB  »  Fig.  2« 
.  (bit  élevée  la  Perpendiculaire  DC.  Du  Point  C 
(bit  abaiffée  l'Oblique  CE,  de  forre  quelle  foit 
'  double  de  CD.  Soient  ces  deux  Lignes  coupées 
par  FG  perpen^licuiaire  fiir  CD'  &  oblique  fur 
CE.  Je  dis  que  la  Sécante  FG,  qui  coupe  CD  en 
un  feul  Point,  coupe  CE  en  plus  d'un  Point. , 

Pour  le  prouver ,  foient  tirées  des  Parallèles 
à  FG  autant  qu'il  en  faut  pour  couVrir  entière^ 
>  ment  la  Perpendiculaire  CD  &  la  couper  dans 
-  tous  fes  Points.  On  peut  aifôment  fe  repréfenter 
la  (uite  de  toutes  ces  Parallèles ,  en  imaginant 
'  la  Ligne  AB  mue  parallèlement  à  elle-même  ju(^ 
qu'au  Point  C.  Il  y  aura  donc  autant  de  ces  Pâ«        • 
ralleles  fécantes,  que  de  Points  dans  la  Ligne 
'  CD  ;  &xes  Parallèles  couvriront  également  la 
'.  Ligne  CE ,  &  la  couperont  dans  tous  fès  Points. 
.  Or  CE  étant  double  de  CD ,  le  nombre  de  fes 
Points  eft  double  auflî.  Donc  chaque  Sécante  » 
'  qui  ne  coupe  qu'un  Point  dans  la  Perpendicu- 
laire CD,  en  coupe  la  valeur  de  deux  dans  l'O* 
blique  CE* 


'»54  GfiMiBTlllI  MsTAPHTSni(tTE. 

Pour  <^onfiimer  cette  ciMfidiifion  pi^  onefioa^ 

Lit.  h.    vcHe  épreuve»  Gnt  CE  fekvie  ftfr  le  Poihc  E> 

n.  Sbçt.  ^  devemie^ «oœme  C2>r  peq^diciJfiÉâ?c  ftr 

J;  ^^"^  AB ,  Jdw  octpewiiculaiî^  4owbIe  de    €S& 

jTvl      ^"^^  ^  Sécterts^  ^  ne  s'iélevtot  pas  an- 

^      delTu^  du  Voitit  dnt  C9WtvtovA  phii  ^«efc 

moitié  de  CE>  &  lie  cot^^érotit  qcie  I»  moitié 

defe»Pokii&.  L'sRitte  «eitié  ft€M:&  (fe  Irattekitr 

des  Sécantes  9  n  en  fera  nî  toùver^  m  coupée. 

:  Donc  diifis  fàa  pt'eifeier  hn  d\>Ut^iie  »  x:ka^ 

Sécante  lui  coupoic  la  valeur  de  deux  Prâies. 

XMs  Géométtes  àxjbi  f  ripcbpofë  ees  rsifônSy 

n'om  creuré  ^ue  cteâx  isEietjens  ^  leà  kifkmét 

:Les  un»  me  âifoiSsnt  ^ti'A  tiY  *  <}u  «h  Point  it 

commun  à  la  Sécante  &  è  TObliqae^.i^iii  ^ 

cet  uniq^  Point  eft  doubtedb  cehri  qtô  ieioit 

r^ommun  à  la  Séc^M^  &  à-k  PérpenfiNculiké. 

Je  répondis  que  j  /  cônfentois ,  parcèqiie  f? 
nb  Voutois  pas  diiputet  dès  motsw.  Mais  >  t^b^c»- 
^  >  s'il  7  a  des  Pic^s  doubles  des  ancres»  dbiic 
les  Points  éléin^tàîres  ne  fotaft  pas  fans  élendue: 
donc  ks  Lignes  né  fenc  pas  deftîtuée^  de  Lar- 
geur 9  &  ceA  ce  i»ae  |e  Vcmiois  démontrer. 
D'autres  f4us  (uotils  nie  dtfoient  {jue  mapïreih 
,         ve  n*étok  concluante  cpà  l'égard  de  mts  Lignes 
élémentaires  aufqucAes  je  donnois  quelque  Lac- 
•geut^mais  qu'elle  navoît  point  d'ietpplicàiian 
/mkxt  Lignes  vraiment  mari!ioi!ia!éi<^s  que  )ê  àe 
pDuVois  me  diipenftr  àÉ  reèéonbkire  àuflî-b^ 
,  qu'eux*  Pour  cromnÉI:  ces  Lignée  macbéniatî- 
quës  ^  ajoutolenfr^  »  Âippofens  ^pse  les-  quatre 
•  Lignes  que  voté  employ^^  ^aroir  y  FHèrizoé- 
taie  y  la  Perpendiculaire  %rÔblique«S:la:Sécad- 


^  Katmii  1»ti  EuMMt.  tf5 

«e  ibient Rendues  par  lamoîtié  iclonkOieeâicui 
de  ieuf  Lcmgoeor.  Les  îjffossét&pwatkakic*^   l^r*  H* 
ront   vradraenc  fliathénEOtiqiiBS.   AnéantiiTom  A*  <tcti. 
donc  toutes  ces  moitiés ,  les  Lignes  matiiénia*'  qS^V^ 
tiqoes  rdOkeirom;  feules;  Se  ootnme  eUesibnt      ^^  y^ 
£uas  Lai^^eur ,  la  Sécante  ne  cornera  ^n-UB  k^A 
Point  iodivifible  tant  dans  la  nrpendiculaîtfr 
4^vtc  dans  TObli^iie. 

Je  répondis   qu'on  fiippo&k  l'impcffible  t 

^ue  les  quatre  Lignes  mauiémat2qi]es  fi'étoîe^ 

^u  4itie  iimple  bmac  «  une  fùnpie  modalité  qot 

tie  poaroit  iubfifter  bots  de  Ion  fiqet  :  que  pal: 

rooiequetit  ranéantîâèment  des  deux  .tntntiéB 

4ie5  Lignes  élémentaires  emporte  lanéantiflè^ 

teent  des  Lignes  mathématiques  :  Qu'en  etbt 

on  ne  f^ujt  concevoir  une  Ligne  £ins  lui  doM^ 

nec  une  exi  Aence  propre^  âc  par  coniéquenr  latt 

exiftence  fûbftahtielle  qui  renferme  les  trois  iDI- 

tnenfions  de  TEtendue. 

Mats  ptétons-nous  tm  moment  à  rillofion^  Oc 
prenons  nos  qwttre  Dgnes  pour  Lignes  madié- 
fnaticj^es.  Je  vois  que  mes  raifonnemcns  om  ia 
«même  apcdication  à  leur  égard.  Le  m£me  nom- 
bre de  Sécantes  couvre  entièrement  la  préten- 
due i^rpendiculûîre  nuttbématâqoe  Se  roUiqoe 
mathématique*  Celle-ci  eft  doa^e  de  la  m- 

C^ndicuUàre.  Donc  k  Sécame  ttatMmaUqae 
i  coupe  la  valeur  de  deux  Points.  SI  f  on  vieait 
à  relever  f  Oblique  tnachématique  ka  ht  Pùiàt 
£  »  elfe  ne  £stSL  de  même  co^iveite  tjBfk  moMé 
par  les  Sécames.  AioA  h  fiibfticiicîoii  de  Lignes 
mathématiques  ne  remédie  ii  riea  Ok»  les  hp^ 
foft  iwaihémaiiques»  &  ccibm  dans  h  nfàdts 


Lignes  élémentaires,  parcequ  il  Implique  coo^ 

Lit.  il    tradiétion ,  que  des  Lignes  réelles  8c  vraimea 

IL  Sbct.   exiftentes  ne  foienfr  q»e  de  amples  modaliiés 

C^^"    fansfujet^ 

c  y1  '       L^  raifonnement  qui  féduit  les  Géomètres 

n  eft  sien  moins  qu'une  démonilratiofr«  H  eft^ 

d'en  hke  fentir  le  défaut.  Deux  Points  »  dit-on» 

déterminent  la  DireUion  £une   Li^nc    drmtù 

Cela  eft  înconéeftable*:  Donc^  conclut-on  jJtU 

Sécdnte  caupeit  tObUqu€  en  deux  Points ,  eUa 

ne.  feraient  enfimhle  Mune  feule  &  même  Ligne. 

Oui,  (ans  doute,  fi  euela  coupoit  en  deaxPoins 

entiers.  Audi  ;e  ne  le  dis  pas;  mai$  (eulemenr 

que  la  Sécante  couvre  la  valeur  de  deux  Points 

Ces  deux  afTertîons  font  fort  différentes  5  &  c  c4 

de  ce  qu'on  les  confondmal  à  propos»  que  vient 

foute  la  méprise..  Ceci  a  befoin  de  quelque 

éclaircifTement. 

Nos  Lignes  élémentaires  étant  fùppofëes  avoir 

•quelque  Largeur, lodijue la- Sécante FG  traveife 

laPerpendiculaire  CEH  elles  ont  pour  leur  Point 

commun  un  petit  Qaarrè,  qui  doit  être  regarde 

comme  le  Point  élémentaire  des  deux  Lignes. 

Suppofons  donc  auflî  que  l'Oblique  CE  (bit  com- 

'  po(ee  d'une  (ùlte  de  petits  Quarrés  égaux  aui 

'  Elémens  de  la  Perpendiculaire  &  de  la  Sécante 

'  H  eft  manifefte  que  la  Sécante  &  FOblique  ne 

•  fe  coupant  qu'ooliquement  y  il  n'y  aura  pas  un 

•  fcul  de  leurs  Quarrés  élémentaires  qui^  s'ajufle 

•  exaéèement  l'un  («r l'autre,  &  qu'elles  n'auront 

•  de  commun  que  des  portions,  de  plufîeurs  de 
leurs  Quarrés.    Ainfi  bien  loin. d'avoir  deux 

:  Poims de  commun»  «s  deux  Lignes. n'en  au- 


I 
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,;  Yont  pas  même  un  ièul  efi  entier.  Mais  toutes 
,  ces  portions  de  Qilarcés  jointes  ensemble  »  Sont  Lit.  IL 
égales  à  deux  (Carrés  éléfaentaires^puifi}ttelç  ^ï-  S^^**"* 
j  nombre  de  ees  Quanrés  dans  l'Oblique  eft  dout  if '*^*^^* 
I    ble  du  nombre  des  Quarcés  contenus .  dans  la      .^  y. 

Perpendiculaire  CD^  &  c'eft  par  cette  raîTon 
I'  qac  Tamas  des  Sécantes  jcouvre  1  Obli<|ue  toute 
ntiere  »  &  n  en  couvcc  phxs  que  la  n^oitié  >lor(? 
quelle  eft  devenue jPerpendiçulaice. 
-  Mais  je  dois  aventir  que  ce  n  eft  que  dans  ce 
cas  précis ,  que  la  partie  commune  à  la  Sécame 
iSc  à  roblique  équivaut  k  deux  Points.  Car  il  eft 
évident  que  la  grandeur.de  cette  partie  corn-- 
mune  d(m  varier,  ielon  que  la  Ligne  CE  lèra 
plus  ou  moins  oblique*  Dans  une  Obliquité 
moindre  >  la  partie  commune  n'iroit  pas  à  deux 
Points.  Elle  iroit  au-delà  »  û  robliqùité  deve- 
AOic  plus  confidérable. 

On  peut  même  £ippofèr  que  donc  Lignes 
ibient  tellement  obliques  Tune  iùr  l'autre  >  qu  et 
les  {k  coupent  dans  presque  tous  leurs  Boints , 
fans  néanmoins  en  avoir  un  Icul.en  tatier  de 
conunun  i  &  célbi  aeft  pas  upe  fimple  confè* 
quence  des  pjincipe$:que  nous  venons  d'établir: 
c'êft  une  vécité  que  la  Géométrie  la  plus  iîmple 
nous  met  fous  les  yeux.  .j 

;  On  définit  la  Qr/conférence  du  Cercle  >«xrr 
Z^igne  cmrbt  dùntaoHé  Içs.  Paint  s- font  également 
dijians  d'un  Point  e^non mmnu  Centre i  jSc cette 
diftanceeft,  com^çie  Xon  ^ait ,  exprimée  parle 
Kaïon ,  que  Ton  ;  peqr  tirer  du  Centre  à  tous  les 

Points  de  la  Çiriconféreniieu.. 

^upppfons  dpHic  quotî  tire  des.RaïonsJiir 


tfS  GCOMRKXS  M£tAI»HTSIQOE. 

5  dauDT  Peims  condgtis  de  la  €lrcon^reiicç  t  m 


S^  V. 


Liv,  H.  deub&  Haïons  fiDrmeronc  un  Triangle  <2gat  i^mm 
jl.  Sbcy»  pour  Bflfe  que  les  deux  Points  cancigus.  Ce  fat 
h  Paxt;  |q^£  )^  (^  pliig  gttande  Lanceur  *,  car  la  Figun 
Cha>.  i.  j-émonte  en  fe  retrécifiTaoc  fi^u^au  Centre.  La 
Bjaons/ n^étant  donc  pas  paralleies,  &  fe  too» 
chant  ikleur  eootrénftlre  ^  font  obligés  de  G»  croi- 
ferttn  p0ii,  8c  d^em|»ét0Ci  filr  la^rapacité  Vunàê 
Fautre,  poorfê  réunir  en  un  iêul  Poinr*Soa|* 
met^  Concevons  maintenant  les  RaioDs  pi^lbo- 
H^s»  de  ibrte  qu^ls  foienr  d^ux  D^métr^s:  os 
aura  «feux  lignes  droites ^apalfe  coupevonrdaM 
MHS  leurs  PoinçS)  excepté  da^s  les  deu&  db^ 


:  Pour  ft  tendre  ces  ïta»TM&on%^knGbits<y4^ 
ii1a.qa%  prendre  deux  bandes  énroitesecfecMtM 
dbné  égdip  Largeur  9  les  divifer  par  Qitarfésj 
les  croi(er  perpendiculsâreniiènt- ,  &  enfiàBB 
émitbusfies  Diegrés  dObligi^é*  On  yervace 
^'elles^aucont  de  commi;in  dans  leur  incerlk>' 
fioni^  &  i^ion  en  fec^  r^tkation  sfjoe  Lignes 
aéomésriques.:  Car  comtrïè  celtes^ ci  ont  uae 
Esn^r  féelle  ,  quoiqu'èxtrftnenienc  petite  i 
leur  Sedion  dc^t  donner  une. Figure  fembl^>te 
èîcelle  qui  tikixe^  de  rintèrfefftion  de  nos  Bao" 
des  de  carton. 

^  Ceft>  par  ces  principes  que  Yen  doit  décider 
vrat  queibon  que  Ton-  agite  quelquefois  Ibr  h 
«tiiro  du  Point-Sommet  de  TAngle.  Ce  Point 
^lURrtient  également  aux  deux  Jambes  qni  k 
rébniâènt.  Ainii ,  l'Ange  nous  préiènne  une  vé- 
ritable  interfèdion  ^  qui  feroit  complette  ^  (i  Tos 
prokmgeéîc  les  Ugtieraurdd[â'<ie  k  réuniiMH 


^iieS'COittme  ayant  4^  ie^  confiftenee ,  8c  jooîfi   l^iv-  H* 
lâM  dHinê  réfl^Uti  phss  cpe  mofkfe:,  U' £)u^        ILSbct. 
TeconnofeK^que^k^JMnt^GffiHAet  de  FA^Upéft  j[î^^^*^^[ 
^nda.  li-n'^êllpae  même  diffidte  d^en  détermi-^      $,  yV  * 
iiec  la  Figure*  Ceft  u»  Qterr$,  fr  TAngle  eft 
droky  &»^*^aft  obtus  ou  aîcti  j  c  eft  une  fcegan- 
^e  y  à  la  difiëreace  que  dans  i  Angjie  aigu  le  grand 
Diamètre  de  la  Lozànge.iû,  dans  la  Direâion 
4e  la  hauteur  de  TAngk  \  au  lieu  que  dans  l'An- 
^le  obôis^  (feft  lé  petb  Diiîkiètre' de  k  Lozan- 

Ce  que  )e  dis  ici  ne  paroura  nullement  nn- 
gulier  ,'fi.  l^on  v«|it  bte» f&ird  atMacîoii ,  qu'il  jr 
^  quelle  d^peMe'emre-eobâdéto>  un  Angle 
dahs  IbnF  inté^ur  «  &  fe  i!^Ë«sir<^i^  pai?  feives^ 
jrleuf^  Ces*  deux  Points  de  ¥ue  mqt^^ent  queles 
4ean  Jamt^de  PAngle  fotit  un«e^^  déçlô» 
ikit&  quiUfpare  f  d^aee  e^dmed^àve?  Sterne} 
9ê  Vk^rt  ^onqoît^  dèns  ètné  ëlâFii^dèitx  feees^t 
^116  qui'  regarde  lé  ésébua  âcVÀhgté'^  &  Tau^ 
tre  qui  regarde  le  dehors.' I(f4is*  fi  UJanibe  de 
l*Ati^  a  dèu^  hce^f  où  plutôt  cfeux  fiancS)  , 
«lie  à  nécéfiyreinent  quelque-  Làrgeiur. 

S  fkut'  avouer  néanmoins  que  cette  TUorte 
^ft  d!^  peu  d^ujage«  Il  eft  fort-rare  qu'en  trai- 
tant del'An^^ ,^  on  fôk  ôbhgé  de  penfer aut 
parties  fntég^jEàffeâ^:  q^jié  fcf  deux  Jï«nbç^peuîi 
vent  avoir  dé*  CQïiMïHin  dans  leur-îonAion.  H 
•l'eft  queftion^ue  dToigvertûres^  de  Lig;neSj  Se 
dp  leur  pofition  perpendiculaire  ou  oblique-, 
toutes  €hô4s^  for  fiçlqueltès  là  Largeur  des  Li- 
gnes nepeut  ihftieren  aucftne  fette.'  Qn-adone 


i^o        Geometrib  Metaphtsiqub. 
s  grande  tidfon  de  faire  abftraâion  de  cette  Lar* 


Liv.  II.  geur  inucile,  aviflî-bieti  que  de  l'étendue  &  de 
II.  Sbct,  ^  Figur-e  du  Point-Sommet ,  &  de  ne  confîdé- 
1.  Pab-t.   ^gj.  jjl^gle  que  fous  le  rapport  des.Lignes  ma* 


;matii 


S.  VI.     thématiques ,  bornes  des  deux  Jambes ,  foit  en^ 
dedans.  Toit  en-dehors. 


$.    VI* 

SMCONJ>     EXEMP  L£. 
Ld  Circonférence  du  Cercle . 

%  .    ^  m  <  «  t 

SI  Ton  confîdere  un  Cercle  par  fonçacté^y^lir  • 
on  le  voit  terminé  de  toutes  patts  pâr^une. 
Ligne  courbe  parfaiti^nient  ronde  s  &  cette  X^r 
^de  qu  on  appelle  la  Circonférei^pe  eft  abfolu-* 
ment  (ans  Largeur  >  pui((}u  elle  marque  rendroic 
précis  où  con^ençe  1  être  de  la  Figure  »  &  oà 
îi  finit  par  rapport  à  refpacê  extérieur. .  Auffi 
cette  Ligne  n'eft-elljs  qu'une  bort^e,  une  fîmple 
iço^allte  qu'on.appelle  Rondeur;  , 

Mais  loribu'én  veut  détacher  cette  Ligne  de 
l'efpace , qu'elle  renjfei;me,  pour  la  confidérer  à 
part  :,  ne  future  que  paf  la  penfëe  9  il  eft  impof- 
£ble  de  ne  pas  entamer  tant  foit  peu  la  capacité 
du  Cercle ,  pour  donner  à  cette  Ligne  une  exif^ 
jcence  indépendante  du  refte  de  la  Figure  s  ians 
quoi  il  foroit  abforde  de  la  fuppofer  ifolée^  puif^ 
qu'un  fîmple  mode  ne  peut  çtre  conçu  féparé 
defonfojet. 

,    Auffi  la  Circonférence  du  Cercle  envl(àgce 
fous  ce  point  de  vû6>  préfonte  -  c*elle  toujours 

deux 


Nature  des  £iembn&  î6i 

ornes  diftinâes  ^  1  une  de  convexité  tour- 


née vers  l'eipace  extérieur  au  Cercle  ;  &  l'autre    Liv.  II. 
de  concavité  qui  regarde  le  Centre.  Diminuez  ^^*  Sbct. 
tant  qu'il  vous  plaira  la  Largeur  de  cette  Cour-  L'  ^^^f' 
be  9  jamais  vous  ne  ferez  diiparoitre  ces  deux     ^  yr 
bornes  >  à  moins  que  vous  a  anéantirez  la  Cir* 
conférence  mAne* 

U  efi  vrai  qu'il  eft  ibuvent  inutile  d'avoir 
^gard  à  cette  Largeur  >  oui  ne  peut  être  qu'ex« 
crémement  médiocre*  Alors  on  en  fait  abftrac* 
tion  iâns  aucun  inconvénient ,  &  la  Circonfé* 
xence  eft  repréibntarivp  de  la iîmple  borne»  que 
Ton  ne  peut  concevoir  {ans  lui  iûppoièr  quel« 
que  (butien*  Mais  fi  Ton  s'obftinoit  à  Tenvilagec 
toujours  fous  ce  point  de  vâe  >  on  rifqueroit  de 
tomber  dans  quelques  mépriiêss  irar  la  Qrconfé^ 
xence  étant  (buvent  regiurdée  comme  une  Ligne 
élémentaire»  on  ne  peut  iêdjiipen/èr  de  lui  ren* 
dre  U  Largeur  qui  lui  convient; 

Par  exemple,  on  dit  cous  les  jours  que  l'eP  Pif.  !• 
pace  intérieur  du  Cercle  pejut  être  conçu ,  com* 
me  formé  par  des  Circonférences  concentriques 
à  la  prenûere ,  leiquelles  le  toucheroient  fans 
intervalle ,  Se  door  le  nombre  eft  me(uré  par  la 
fuite  des  Points  du  Raïpn  CA.  Or  il  eft  évident 
qu'un  elpace  auffi  réel  se  peut  être  formé  par 
une  fuite  de  Lignes  qui  n'auroient  absolument 
aucune  Largeur» 

D'ailleurs ,  obfervons  que  les  Orconférencei 
diminuent  de  grandeur  à  meltite  qu'elles  avaa«« 
cent,  vers  le  Centre.  La  ièconde  eft  moindre 
[ue  la  première,  la  troi/îéme  moindre  que  ln^ 

:oode>  &c«  Cependant  la  féconde  toucnepas 


I^^       G£orMETa.KE  MetamtsiqJïe. 

■  fa  borne  de  convexité  toute  Técenchie  de  U 

Ijsr.  îî.    concavité  de  la  première*  l>onc  h  borae  de  la 

II.  Sbct.   convexité  de  la  pjfemtere  cfc  fh»  giaiide  qpe  fâ 

î,  Paut.   jjQ^ng  Je  concavité.   Car  fi  ces  deux  bornes 

^^^vi^   ^toient  égales,  la  conwxité  de  la  ptcnHcrefe- 

^'  ^^     roit  égale  auffi  à  la cmMrdti  de  laiiecqaife',  & 

la^onde  ne  fêroit  pas  moindre  <]|lBrla>p«eœierci 

ce  <ïui  fcroit  ai&rde.' Mais  s'il  n>  avoir  pôni 

de  Largeur  dans  iapcemiere,  fes  deux  bornes 

feroient  abfolument  égales.  On  ferai  ie  m^ 

raifonnemenr  en^  comparant  Ik  taroiééfmg^  Cir^ 

conférence  à  la  féconde,  &  ainfi  es  fvàmj  Se 

l'on  conclura  qu'îon  népout  miiaKre  desElémens 

du  Cercle  fans  leur  accorder  uiieLai^iir<jod- 

Con<3ue« 

Cette  confidèjation^  nous  mec  ^pottéetfc» 

miner  avec  plus  d'exaââjDude  que  nous  uTavons 
pu  fâre  julqu'à  préfeiit  i  q»eb  fenc  Jts^  PoUio 
élémentaires  de  cette  Xlwacbei  Lcfriqùenoui 
avons  entrepirié  de  lacoiia:nilre^  fo  mouve- 
%  ment  d^  Poinfi  A  <5pi.  cha*^  fan»  ce^  de  K- 
ceâion  t  nous^avotis  fait  abftrai^on  de  la  Figure 
pactîcukfère  <^'il  convenoic  de  donner  à  ce 
Point ,  pârcequ'll-  ne  S^^Ufiri»  albr*  qu*  de  con- 
cevoir  netteméntla  difléf ence  de  k»Llgntt<»>u^ 
be  &  di^la  droite*  Mais  à  préfett  que rvoos^eo^ 
viiageone-  k  Ct^urbe-  circulaire,  toute  confbui* 
te,  il  eft  naturel  de  recherchei'  l£f &>rme  de  fes 
Elémenfip 

Comme  cette  (DmiAè  eftpai&Icement  régu* 
!îere>  il*  eft  clair  que  fes  Poinis  éléii^éntaires  dol^ 
vent  être  uniformes  &  de  même  grandfcûr.  Par 
coiïfé<iUenr ,  il  f^dt^ên  exclut  fes-PiOint^  ^i^ 


Naturi  des  Eiemens.  f^J 

rés  >  qui  jonitrenibmble  éxaâemenc  ne  peuvent 
dorniec  qu'àiw  Ligne  droites  &  de  même  les    Liv.  il. 
Points  ronds  >  qui  en  fe  touciiam ,  laiflent  en  H- Sbct, 
en-iiaut  &  en  en-bas  des  vuides  triangulaires.       chap^ Y. 
La  Ligne  circulaire  doit  être  conçue  comme      ^^  yj^  * 
un  Gordon  de  route  parfaitement  régulier^  Or 
pour   conftruhre  cette  voure,  il  faudroic  des 
pierres  égales ,  taillées  en  forme  de  Trapèzes  ^i 
dont  les  deux  Côtés  non  parallèles  fèroient 
également  inclinés  en  fèns  difiérens.  Nous  ne 
nous  tromperons  donc  pas  en  donnant  cette 
Figure  auot  Points  de  la  Ligne  circulaire.   La 
luire  dt^  grsmds  Côtés  parallèles  formera  la 
borne  de  convei:ité;.&  la  fiiite  des  petits  Cô* 
ces  parallèles ,  celle  de  concavité. 

TSicbom  d'arriver  au  même  but  par  une  voie 
plus  géométrique  8c  plus  fçavante.  Le  Cerclé 
ed:  tin  l^ùlygâ^è  d'une  infinité  de  Côtés.  Com- 
parons-'Ie- aux  autres  Pol^gânbs  réguliers»  Sd 
voyons  ce  qut  0n  téfiiltera. 

Le  Clôté  dfiâi  Polj^gône  régulier  quelconque   Hg.  4; 

eft  uttt  UgM  droite ,  <^  doit  avoit  une  Largeui:f 

réelle  »  quoiqu  extrêmement  étroite  >  lortqo'oQ' 

b  confidete  iTolée  du  reflie  du  Poljrgône.  Si 

nous  lupporons  cette  Lignedrolte  cbmpofôe  de 

Points  clartés ,  il  eft  certaiA  qi/elte  ne  peut  êtref 

terminée  par  Un  Quarré  entier ,  mais  par  une 

portion  quelconque  d^un  Quârré  coupépkis  ou 

moins  obliquement.  Car  il  faut  que  le  Coté  du 

Polygone  fafle  Angle  avec  les  demc  Côtés  voî- 

iins»  qui  par  conféquent  doivent  âilflî  lui  pré*' 

fenter ,  non  le  flanc  d'un  Quarré  entier ,  mais^ 

une  feâbion  d'un  Quarré  pareil^  coupé  avec  la 

même  obliquité»  L  ij 


'X^4  GeOMETRIB  MtTAl»HTSlÔÛi. 

II  firit  de-là  que  la  borne  de  convexité  <f  ub 
JLiv«  Il«    Coté  de  Polygone  eft  on  peu  plus  longtse  que 
tl.  SfiCT*  la  borne  de  concavité-,  &  comme  ces  deux  bor- 
I.  Pam,  nesibot  pacallcles,  &  que  les  deux  petites  D- 
f^Y^  *  gnes  qui  terminent  les  deux  bouts  du  Côté  fora 
également  obliques  en  diâérens  fens  >  de  Fit 
ièmblage  de  ces  quatre  bornes  il  réiùlte  un  Tra- 
pèze auffi  ré^Uer  qu'il  k  puiife. 

En  (ûppoiant  les  petits  Quarrés  extrêmes  cou- 
pés félon  leur  Diagonale ,  les  Côtés  venant  ik 
joindre  formeront  un  Angle  droit  s  &  les  deux 
moitiés  de  Quarrés  en  feront  un  entier.  Par 
conféqueat.,  le  contour  du  Polygone  quarré  (m 
du  Parallélogramme  reâangle  ne  fera  qu'use 
répétition  ,d^  Points  quarto»  fans  qu'on  foi 
abligé  d  y  faire  entrer  des  Points,  ou  des  por* 
tions  de  Points  de  différente  figure. 

Mais  s'il  s'agifToit  d'un  Triangle  équilatérafs 
il  faudroit  ific  4es  deux  bouts  des  Cotés  (fâ 
doivent  (e  joindre  pour  £ûre  w  An^e  aigu, 
fiident  coupés  par-delà  la  Diagonale  du  dérider 
Quatre ,  &  que  la  (èStion  empiétât  iiir  le  Quané 
qui  précède* 

Au  contraire,  TAngle  étant  obtus  dans  le 
Pentagone  régulier ,  la  (èftion  des  deux  Quar- 
rés  extrêmes  doit  fe  trouver  en-deçà  de  Ja  Dia- 
gonale. Et  comme  les  Angles  deviennent  de 
plus  en  plus  obtus  à  meiîire  que  le  Pol/gône. 
régulier  a  plus  de  Cotés  >  la  Seâion  des  Quarrés 
extrême  devient  aufllî  moins  oblique,  &  par! 
conféquem  entame  moins  la  fubflance  de  cet^ 
Quarrés*  [ 

il  iûit  de-là,  que  quoique  le  Côté  de  tout  Voh^ 


^gdtit  régulier  foir  tou|oury  un  Trapéia,  la 
différence  emrrles  deux  bornes  parallèles, qui   L«v.  lU 
n'eft  jamais  plu»  conAdérable  que  dam  le  Coté  ïl*  *»c.^' 
du  Triangle  éoûilatéral , diminue ^ârgradatiort  Jj^a»*^!' 
à  mefore  qoe  le  Polygone  atquiert  de-Côtés#     ^  y}^  ^ 
Or  1er  Cercle  eft  un  Pôljrgône  d  une  infinité  de 
Cotés  r  donc  le  Côté  <fc  ee  Polygone  eft  tm  Tra*^ 
péze  infiniment  petitv  cfonf  les»  déur bornes  p»** 
rallelesne  différent  entre  elles  que  d'une  gran-^ 
'     ^eur  plus  qu^ifïniment  'petite  5  &  dont  les  deux 
I     autres  bornes  non  parallèles  font  deux  petites 
I     obliques'  égtiiès  ^  qui  ne  différent  cjiie  ttcï-infinîr 
i     ment  pea  de  la  P^pendicufaire;- 
!  On  conçoit  parfaitement  que  déox'TtapézeS  fig^-f^ 

I  de  cetre  nature-^  venant;  à  fe  loindre  parleurs 
)  Obliques^,  deiyenrformer  un  Angle  Ihfinitnehi^ 
i  obtus  )  &  qa'à*  force  d'^n  ajoiscer  de  paceils ,  oa 
eônftruiraiune  voHte  crrcnlaire  infiniment  min-^ 
I     ee  ,  dont  hr^  borne  de  concavité  fera  tant,  hit 

peu^  moins  grande  que  c^dle  de  eonvexiiér; 
\         Et  comme  lar  GapacitéTdtr  Cercle  eft  rempIie^ 
i     de  Semblables  voûtes  ccmcentricj^es  &  conti^  . 
i     gués  y  cfâv  vont  toc^ut»s^endiminuant  fulqu  att 
Centre,  il  feue  concevoir  que- la  Laegeiair  de 
I      chacuire^diminiiie  auffi  dans  \x  memepi^por^ 
!      ttenv  auffi^bien: que  leurs-Trapézes «éleinerïtai- 
I      res  r  dont  le  gtand  Coté  paraltek  -eft  égal  air- 
petit  Coté :du>Trapézequi  luL  rép^ottd^dans  kl* 
voûte  (upérieuTe; 

•  Cette  (îiice'de  vouretf  cortcentriques',  député^ 
I  làr-  plus  éloignée  ÎQfi|u*âu<:entrey  nous  offre  ui# 
i      moyen  de  perfeâiiomier  ne»  idées  fiir  Is  tiature 

du  Kaioxs^ck^Cercte.  Tu^u  à{^réiènf  nous  non» 

»■  ••• 
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le  fommes  repréfencé  comme  une  efpéce  et 
Liv.  Il*  barre  uniforme ,  dont  le  Pomt  central  tîfk  le  pre* 
II.  Sbct.  njier  Elémdnr.  Cetre  fuppofieioti  n  a  tien  d*al> 
L  PAfc-ï.  ç^^ç  j  çjjj.  ^^^  |g  champ  de  TEteiidue  il  eft  per- 

Tih     ""*  ^®  ^^^^^  ^^  ^°^*  *^  "^  Figures  à  fou 
gré.  Il  eft  même  nécefl^ire  de  conmiéircr  feu* 

vent  le  Raïon  fous  tç  ppiht  de  vue*  Car  la  graih 
de  utilité  du  Cercle  étaijit  de  meitirer  les  An^ 
Jes  jambes  de  ceux-ci  qui  doivem  être  dune 
Largeur  uniforme,  (biit  cenfëes  Raïons  du  Cer- 
cle. / 

Mais  en  fuppofaot  aue  f  on  tire  des  Raïons 
de  cette  eipéce  i  tous  les  Points  de  la  Orcoo' 
férence ,  il  éft  impoffible  que  ces  Raïons  n'em- 
piètent pas  les  uns  fîir.les  autres»  aînfi  que  nouf 
i  avons  déjà  remarqué.  Car  autour  oki  Poinc 
central,  on  ne  peut  arranger  plus  de  quatre 
Points  pareils.  On  ne  pourroit  donc  tirer  Cua 
confufion  que  quatre  Raïons ,  qui  feroient  desx 
Diamètres  perpendiculaires.  Par  con/equent,fi 
l'on  en  tire  un  plus  grand  nombre,  ils  empié- 
teront les  uns  uir  les  autres ^  &  fi  Ion  en  tire 
une  infinité ,  ils  empiéteront  infiniment, 
i  Mais  il  y  a  un  moyen  d'éviter  cette  confu'* 
£on.  C'eft  de  regarder  le  Raïom  conàme  la  file 
de  tous  les  petits  Trapèzes  des  voûtes  circulai- 
res )  depuis  ie  Centre  jufqu  à  la  Circonférence 
la  plus  éloignée.  Car  ces  Trapèzes  n  empiètent 
point  fiir  leurs  voifins. 

Le  Raïon  confideré  fous  ce  point  de  vue ,  ne 
fêroit  plus  une  fitnple  Ligne  droite ,  mais  ua 
véritable  Triangle  dont  la  Bafe  feroit  infimment 
petite ,  &  dont  le  Sommet  ne  ier (£it  f  as  le  Poicit* 


\ 


ceûtté  étk  Xjttjdd  y  mais  le  Cemre  de  ce  Points 

Il  en  réfiHteroit  mx  avantage  »  qui  feroit  de  Liv^iL 
finî»lifier4e«^EWmeii8dererpacecirc»laîre*Ca!?  H-Sbct. 
caeK  èip^ef^eac  être  con|i^coimnetm  amas  <1^  Chap  T 
Gircômérences  concentr^irds  &  cofittoues  j^d  ^^  yj|^  * 
comme  im  aflias  de  &aïom^  Oies  Ëtcmens  de 
ces  Lignes  frdiffétenies  ièroîem  les  mêmes  Tra^ 
péeôs  y  rangés  iàns  vuide  '&  EmsconfisGiCfn» 


tr&QlSIÉMB    ÉXEMPLK 
Lj^s  Tangentes  a  la  Circonférence^ 

J'Ai  d^  pstrié  des  Tang!hites^<lans  le  Livre 
prudent  Cfaap.  IL  $»  iL&ie  me  fins  conr 
tenté  dhycpofcï  ce'<|u*on  tt ouve  brc  ve  Gaifet  dans 
les  Elémen»  ordinaires  de  Qéomttûc^ 

La  do&tâtnc  qu  on  j  établit  iè  réduit  iqaatre 
^opofîtions  qu  il  eff  néceffaire  derappeller  icL 

>  I .  Une  Tjmg^ente  ,  v^ifi^à^dire  y  $ine  Pctpendi^    Fig.  <»  < 
omlaire  fkr  tt^xtrémité  du  Rahn  du  Cercte  ;  ne 
tmtche  lét  Circùfifirence  qnm  un  fini  Peinte 

>  2.  On  ne  feutfmre  fajftrancnne  Ligne  droite 
wntre  h  Gtrcle  &  la  Tarante* 

}•  On  en  f  eut  faire  pajfericne  infinité  de  eir* 
enlaires ,  tpune  toucherom  ia  Tmgèntc  epien  um 
fiul  Poinu 

.  ^Teunstes'Lignes'^cirstdMinfnefet^Hche* 
ront  mn  fhis  qiien  un  feui^Pçiru^ 

'  Detix  ot^rvâcions  générsées  ie  préiencdnt 
dabor^. 

L  tv 
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î»  Après  ce  que  nous  venons  d'établir  (arVi» 

ttv,  IL    terfeâlon  des  Lignes  droites ^  on  doit  Ce  défier 

n.  Sbct.  Jc5  preuves  fiir  lefquelles  on  appuyé  ces  <}uatre 

I,  PA«.r .  pi-opofitions  :  car  c*eft  toujours  la  même  équi* 

s"  ni*  '  yoque  qui  règne»  Si  la  Tangente  (^  U  Circon- 

firente  aboient ,  dit-on  5  fUu  dun  Peint  de  cem- 

m$in ,  elles  en  auraient  deux*  Or  elles  »e  petevent 

en  avoir  deux.  Donc ,  &c.  Mais  fans  avoir  deux 

Points  entiers  de  commun ,  ne  pourroîent-el- 

les  pas  avoir  un  Point  &  plufîeiirs  portions  de 

Points? 

2.  Les  Géomètres  difent  que  le  Cercle  eftun 
Polygone  relier  d'une  infinité  de  Cârés.  Par 
confequent ,  la  Tangente  pourroit  toucher  la 
Circonférence  dans  toute  1  étendue  d'un  de  ces 
petits  Côtés ,  c^eft-à-^diré  >  en  deux  Poinrs^  car 
il  en  faut  autant  pour  faire  une  Direâion  y  ainfi 

Iue  nous  Tavons  expliqué  au  commencemenc 
u  premier  Livre.  Il  eft  vrai  que  la  Tangente 
ne  ièroit  pas  alors  perpendiculaire  fur  l'extrè* 
mité  du  Raïon  oblique  du  Cercle ,  maïs  feule* 
ment  fur  Textrémicé  du  Raïon  droit.  Je  remar* 
que  ceci  en  pafTant ,  fans  prétendre  en  faire  un 
chef  d'accufation*  Car  un  Côté  infinimenr  petit 
peut  bien  pa0èr  pour  un  Point  y  &  principale- 
ment fi  ce  Côté  efl  regardé  comme  un  de  nos 
Points-Trapèzes ,  que  nous  avons  dit  être  VEli* 
ment  de  la  Ligne  circulaire.  U  faudroîr  donc 
dire  pour  s'exprimer  avec  plus  d'exaâitude,. 
que  la  Tangente  ne  peut  avoir  de  commun  avec 
la  Circonférence  »  qu  une  feule  Direâion. 

Après  ces  obfèrvations  prébminaires ,  j'entre 
dans  une  difcuiEon  plus  profonde  >  &  pour  y 


t 


ptoçedci:  avec  ordre ,  je  diftingue  deux  fîtua- 
tiotis  de  la  Tangente  par  rapport  au  Cercle.  Car    Liv.  IL 
on  conçoit  que  cette  Ligne  peut  fimplement  I'*  Sscr. 
toucher  la  Circonférence  à  l'extérieur  ;  &  qu  elle  qJ^"^ 
peut  auffi  avoir  un  de  (es  Points  incorporés  avec    j  y ^^  " 
un  Point  de  la  Circonférence.  Dans  le  premier 
cas ,  le  Raîon  perpendiculaire  a  toute  ion  éten- 
due lorfiju'il  rencontre  la  Tangente  :  dans  le 
iecond  cas ,  le  Point  de  la  Tangente  eft  le  der- 
nier du  Raïon.  Dans  le  premier  cas,  la  Tan^ 
Eente  eft  abfolument  hors  de  la  Circonférence  i 
t  Point  A  du  Raïon  n  eft  pas  le  Point  A  de  la 
Tangente  -,  &  ces  deux  Points  ne  font  ûftîs  que 
par  contaâ  :  dans  le  fécond  cas ,  le  Point  A  de  k    * 
Tangente  eft  un  Point  de  la  Circonférence  du 
Cercle,  On  pourroit  appeUer  la  première  Tan- 
gente ,  Tangente  extrin/eque  r  &  la  féconde  i 
Tnagente  intrin/ique.  La  première  eft  fenfible- 
ment  repré/èntée  par  un  Plan  de  marbre  polî 
fur  lequel  on  pofe  un  Globe  parfaitement  rond. 
Le  Globe  &  le  Plan  k  touchent  tellement  (ans 
avoir  aucune  partie  commune ,  que  le  ptatiier 
peut  rouler  librement  fur  le  fecond.  Il  n'en  fe* 
roit  pas  de  même ,  fi  quelque  Point  de  la  Sur- 
face du  Globe  et  oit  confondu  avec  quelque 
Point  de  la  Surfece  du  Plan; 

Ceft  pour  n'avoir  pas  diftingue  ces  detnc  Tan4 
genres ,  que  l'on  a  donné  k  i'intrinièque  les  ca- 
raâeres  qui  ne  conviennent  qak Textrinfeque. 
Nous  allons  les  examiner  l'une  après  l'autre. 


i„,a.       TANGENTE  EXTRlNSEjQXTE, 

II.  Sbct. 

I.  vxtx.  ^' 

* 

^  YIL*  Ld Cire0ttflr9n$$  Jfum  C^eknefeut  têuebir 
nne  TmgtnH  txirinfifu  ff$i  far  un  de  fu 
Points ,  OH  fi  ta»  vont  »  jnorime  fetUc  Je  fis  Bû 
roB^ni  infiniment  ftêitof. 

Car  le  Point  qui  iutc  cette  DkeAion ,  en  for* 
VA9M  une  autre  q/À  Uit  An^t  avec  k  :preftiiciC) 
cette  lecon4e  m  iff&ax,  erre  ecMichée  fiir  une 
ligne  dtoke  ^  Se  Im  êtte  parallèle  :  mittemetA 
la  Qtconféf  etice  du  Oercle  avrok  trois  Point» 
langés  datis  une  i»cme  Qk«âioit,  ce  qui  dl 
ab(olument  contraire  è  la  nature  de  la  Courbe» 
La  féconde  Direi^n  f^  ^donc  Angle  4ivec  b 
T^ingente ,  &  par  coftfii^yieiii  ne  la  tcmcherpoiot. 
.  La  preuve  tirée  de  llégabcé  des  Ràîons  du 
Cercle  )  eft  kri  dans  route  m  Ibrce*  Ctf  le  Ramo 
étant  perpendiculaire  Ar  la  Tangente  an  Point 
As  ne  peut/écre  q« oblique  (ur  le  Point  fiiivant. 
Donc  pour  parvemr  |urau'à  <;e  Point  de  la  Tan- 
gence  »  il  faudcoir  qu'il  iort«t<de  {a  Cûcoirfeieii- 
ce  du  Cercle. 

£t. quand  tnéme  on  concèvcoit  qœ  deux 
Raïons  obliques  du  Cercle  tirés  Air  une  des  Di- 
reâiofis  de  la  Qrconfiicence  touclieroient  la 
Tangente»  il  eft  cerraîn  qi/un  troifiémc;  Raïoa 
tiré  au  Point  /uUéquent  »  y  iôroit  encore  plus 
oblique ,  &  jpar  amfk^wc  ne  poucrojt  arriver 
jufqu'à  la  Tangente  >  fans  fartir  de  la  Circonfc^ 
rence  du  Cercle. 


NaTORB  IXtS  EUMEHS»    ^  fji 

1. 


Ji,tv*  IL 

Sntre  le  Cercle  &  la  tangente  extrinfeque ,  j^.  sbct. 
mn  ne  f  eut  faire  pajfer  Vautre  Tanjreme  extrin-  h  P^^tx- 
^gue^  Ch<ap*  If 

Car  le  Point  A  du  Raïon  toucïiant  îmmédia-    ^*  ^^ 
temeat  le  Point  A  de  la  Tangente ,  il  faudroit 
ïes  (eparer  pour  en  introduire  un  nouveau  •,  & 
dès-lors  là  Ligne  ÀB  nç  feroit  pliis  Tangente. 

Mais  au-deiTus  de  la  Tangente  extrinfeque  > 
on  pourroit  faire  pafler  une  Tangente  intrinfe- 
que  dont  le  Pokit  A  feroit  le  Point  À  duRaïon» 
Ces  deux  Tangentes  feroient  parallèles ,  &  coq» 
tigues  fans  intervalle  entre  elles. 

'  *  Entre  fa  Circof^encè  &  la  TafigeHte  extrim* 
que ,  on  ptmrroit  faire  paffèr  une  infinité  de  Li^ 
çnes  Circulaires ,  qui  ne  toucheraient  la  Tangente 
que  dans  unfeulfeint\  eu  dans  une  feule  de  fes 
Dire^ons. 

*  Car  en  prolongeant  le  Raïoh  AC  au-<leflfui 
du  Centre ,  tous  leé  Pbihts  de  prolongement 
peuvent  être  le  Centre  d  un  nouveau  Cercle  » 
dont  le  Raïon  auroit  pour  dernier  Point  le  Point 
A  de  la  Circonférence  du  premier  Cecide.  Or 
le  Point  A  eft  uni  par  un  fknjpîe  conttft  âu  Point 
A  de  la  Tangente.  Donc  le  Point  luivant  de  lai 
nouvelle  Circonférence  doit  s'élever  au-deffiis 
du  Point  fiiivant  de  la  Tangente 

»       '       -  ....  ^ 

Remarquons  que  dans  le  cas  de  deux  ou  d'un 
plus  granid  «ombre  4p  Lignes  circuliôriy  extrin^ 


fequcf  h  k  Tangente ,.  cc^  Lîgwes  circofâf r€â  ft 
liv.  n.  touchent  intriniequement ,  puifque  le  Poiat  A 
II.  Sbct.  ^e  la  première  Circonférence  eft  commun  à 

^  ^^*^  j  •  toutes  les  autres* 

f^  VIL*  Mais  fi  nous  fuppofons  que  cfmv  Peine  pr» 
dans  le  prolongement  du  Raîon  ÂC  >  on  décri- 
re une  fecdnde  Cïrconfétencfe  dont  le  Raïoa 
ait  poQT  dernier  Point ,  non  le  Point  A  de  £t 
première,  mais  te  Point  A  de  la  Tangente  ,  cette 
nouvelfe  Circonférence  intrihfeque  à  la  Tan- 
gente, ne  toucfieroit  qu*cxrriniequement  fa 
première  Orcomférence.  Ofr  elles  n'ont  aucuô 
Point  de  commun,  &  leurs  deux  Points  A  ne 
ne  font  unis  que  par  le  fimpfe  contaâr* 

D*où  il  fuit ,  que  deux  Circor^érences  qui  H 
fi\poHch9nt  ^^'extrinftquemtnt^nc  fe  touchiM 
^  ddns  un  fkul  Point  ,>  ou  dans  tune  de  Imt 
DireSlions  infiniment  petites. 

Car  la  Courbure  des  deux  Circonférence^ 
n'étant  pas  la  même ,  &  celle  de  la  féconde  étant 
inoitls  éloignée  deiaDiredionxiroite>.lecfiaD* 
gement  de  Direâîon  qui  s  y  fait  doit  être  moins 
bcufqire  qiue  dans  la  première.  Par  oonfêquent, 
puifque  leurs  deux  Points  A  ne/ont  unis  que  par 
contaâ ,  les  deux  Points  mi  fuivept  dans  les 
deux  Qrcofiféreaces>  ne  te  touchent  point  du 

COUtr 

Cette  Tangente  eft  beaucoup  plu»  Importante 
qoë  Kextrinfeque^  Là  Gébrûétril?  conmik^  br- 
oinakemenc  cette  Ligne  comme  le  prolonge* 


/ 
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ment  4  une  des  DireâGlons  de  la  Orconfénoce 

du  Cercle,  Uv.  u. 

ï*  L  Part* 

La  Tkn^ente  intfinfeque  tu  pfuf  avoir  de  am^  Ch ap.  U 
mun  aotc  fa  Circonférence  du  Cercle  /ni un  feul    *•  ^^ 
Point  entier^  ou  pJutSt  «  quune  finie  aes  Dircs^ 
lions  infiniment  fetites  de  la  Circonférence. 

Car  deux  Direâfons  d'une  Orconfïrence 
font  Angle.  Or  il  n  y  a  point  d'Angle  dans  la 
iîiite  d\ine  Ligne  droite.  Donc  deux  Direâionr 
de  la  Qrconférence  ne  peuvent  £b  trouver  dan» 
la  Tangente. 

Quoique  la  Tangente  intrinfiefue  fè"  la  Circon^ 
férence  ne  fuiffene  aw^ir  de  commun  quun  Jeui 
Poine  entier ,  Jans  k  fins  quon  vient  de  te:^pli^ 
fueTy  elles  ont  €n  commun  des  portions  ftbfs  on 
moins  grandes  de  leurs  Points  fubfequens» 
.  Pour  le  prouver ,  fiippofons  que  la  Tangente 
intijnfêque  AB  foit  prolongée  par  fautre  côté 
dans  ta  même  Direâion»  enforte  qu'on  ait  la 
double  Tangente  FA ,  AB*  La  Ligne  circulaire 
décrite  du  Centre  C  avec  le  Raïon  CA  doit 
yetâr  joindre  ce  Point  A  pour  fc  Tinporporer» 
Elle  doit  donc  le  (âifir  par  le  flanc  »  &  fbrtir  pat» 
Tautce  flanc,  car  â  elle  ne  faifpit  que  gliflèi; 
deflus  en  en-baut ,  elle  ne  (éroit  qu'extrin(èque 
à  la  Tangente.  Mais  les  flancs  du  Poim  A  de  la 
Tangente  ibnt  déjà  fiufls  dans  cette  Ligne  par 
les  Points  voi/in&  Donc  pour  parvenir  au  flâne 
du  Point  A  >  il  faut  que'  la  Qrculaire  s'enfonce 
dans  le  Point  qui  le  précède ,  â^  j^'eo  appropria 
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une  bonne  p» rie.  Ot  elle  ne  peut  prendre  une 
Liv.  II.  grande  portion  de  ce  dernier ,  qu'elle^ n  en  pren^ 
II.  Sbct.  ne  une  un  peu  moindre  dans  celui  qui  le  pré- 
I.  PA1.T.  ç^jç^  yjjg  ujj  pçu  moindre  encore  daus  un  pré* 

î^  Vif .-  c^<l^"f  >  &  ^"  ^^  ^i^^  <^"  rétrograclant  jusqu'au 
Poi  n t  que  la  Circulaire  ne  fait  que  toucher  avant 
que  d'entrer  dans  l'intérieur  de  la  Tangenre. 

Il  eft  itiianifefte  que  la  Qrconférençe  (ortant 
de  A  >  iuivra  la  même  route  :  de  (brte  qu'il  eft 
inconcevable  combien  là  ligne  circulaire  s'àp* 
propriera  de  portions  dé  Points  dans  (on  paUàge 
par  la  Tangente  >  fans  lui  en  enlever  deux  en 
entier. 

Mais  fî  cela  eft  indubitable  de  toute  Ligne 
eirculairé  intrinièque  à  la  Tangente ,  à  combien 
plus  forte  raifbn  le  poiirra-t'on  afTurer  de -celles 
dont  là  Courbure  approche  plus  fenfibieme&c 
de  la  Direâion  de  la  Ligne  droite.  C^r  prenant 
poiir  Centre  un  des  Points^  contenus  dans  le  pro* 
lon'gemeÀt  bidéfini  da  Raion  AC>  on  peut  dé* 
crîre  vuit  mStâté  de  Circonjférences  plus  gran^' 
désles  une?  que  les  autres  à  fih&ii»  St  dont  la 
€<HirbtfrÉr  décrokroic  à  proportion.  Or  pins  ces 
Circonférences  fetôient  grandes ,  &  plus  elles 
entameroient  ée  portions  de  Points ,  avant  que  . 
d'arriver  au  Point  A  qu'elles  doivent  s'appro- 
prier en  entier. 
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D^fix  ou  plujkwri  Ligner  csrciUaires  dt  di^é"  n.  Sect. 
Tenu  grandeur  ^  qni  fe  toucbpttintrinfeqtumem^  I.  Pa&t. 
7K  peuvent  avoir  de  €<nnnmrkij/iim  P4>int  emier^  €hap«  L 
PU  plutôt  unefeuU  de  kurs  DircQions  infinimcm    ^'  ^^^ 
petites^ 

La  Courbure  <]e  la  Ugne  dorculaire  eft  déter<- 
«ninée  par  trois  Points  »  c'eid-à-dire  »  par  la  ma- 
nière dont  le  troifîéme  Point  forme  la  (êcondç 
Direâion.  Car  vu  runiformité  de  cette  Courbe» 
il  eft  Cûc  que  les  Direâions  fùivantes  décbneronc 
comme  la  (êconde  a  décliné  de  la  première. 
Donc  fi  deux  Cercles  avoienc  deux  Diredlions 
«n  coixmiun ,  leur  Courbure  fèioit  la  méme„  & 
les  deux  Cercles  iè  ceofondroient. 

4- 
Mais:  tes  Ltgfusatuuiaéns  fui  fi  Huehtmùi^ 
trinfiitfuêtmm ^  pmtfVim  a^foir  eu  commun  unem^ 
fimté  de  Pmnions  de\$  PemPs  épd  prieédent&qui 
finvent  ds  Dir^BUeu  ^  lenrefi  $ommun$  en  en^ 
iier» 

Car  il  lâ  dbffiËcciice  de  k  Ligne  eoufbe  &  de 
la  Ligne  droite  n  empêche  pas  que  la  Ligne  cif* 
cuiaire  n  ait  uneinfinifé  de  portions  de  fesPointt 
communes  avec  hi  Tanâence ,  à  plus  forte  rai'^ 
foTL  en  doit-il  être  de  mmie  de  nos  Lignes  ckca^ 
laices.  Je  dis ,  kfUu forte  raifon»  Car  la  Courbure 
de  ces  Lignes^  étant  en  même  fens,  hi'difôfence 
encr'elle&  dpit  être  infiniment  tfioimdre,  qu'entré 
une  circi4aire  &  une  droite.  Par  coniSquent  »  fi 
deux  Circonstances  pa^nt  par  le  Point  A  de 
la  Tangente  »  eUes^  s^en  dégageront  >  pendant^ 


tj6  G^OMBTRIS  MBTÀPHTSlQir^. 

au  elles  feront  encore  mutuellement  engagées 
an$  Içur  propre  capacité* 
JX.  Sect.       Il  eft  inconcevable  comment  on  a  pu  s'ima» 
I,  PAB.T.  gjuer ,  qu'une  multitude  infinie  de  Lignes  cir- 
)  cViI  *  culaircs  pouvoient  le  joindre  dans  un  Point  in- 

*'  '  divifible ,  fans  empiéter  en  aucune  forte  les  unes 
fur  les  autres.  Si  deux  Lignes  circulaires  'paflênt 
par  un  Point  A ,  les  deux  Points  ,  qui  dans  les 
deux  Circonférences  précédent  immédiatement 
ceux  qui  vont  le  confondre  dans  un  Point  com- 
mun ,  doivent ,  linon  le  pénétrer ,  du  moins  k 
toucher  lâns  intervalle.  Comment  donc  une 
troifiéme  Circulaire  mitoyenne  pourroit  -  elle 
arriver  julqu'au  Point  A  ?  le  paflàge  eft  ferme 
par  les  deux  bouts  qui  fe  touchent  dans  les  deux 
autres  Orçonférences.  La  nouvelle  Ligne  cir- 
culaire ,  pour  arriver  julqu  au  Point  A.  de  la  Tan- 
gente >  lera  donc  obligé  d'empiéter  lur  les  deux 
Points  unis  qu  elle  trouve  fur  la  rpute.  Donc  les 
Lignes  circulaires  qui  on;  un  Point  de  commua 
i^  toucheroient  elles-mêmes  en  plus  d'un  Point. 
Donc  les  Lignes  circulaires,  aulE-bien  que  h 
Tangente>nç  Ibntpas  deftituéesde  couteLargeur. 

Je  me  contente  de  ces  trois  exen;ples>  quoi* 
que  je  puâe  en  ajouter  d'autres.  Mais  en  m*/ 
reftraignant,  j'ai  cru  devoir  leur  donner  une 
|ufte  étendue ,  pour  llippléer  ce  que  j'avois  omis 
à  delTein  en  traitant  de  ces  Lignes,  tant  dans 
le  premier  Livre  de  cet  Ouvrage  que  dans  le 
commencement  du  lècond.  ^ 

Au  refte ,  je  prie  qu'on  fade  attention  à  la 

maxûete  dont  j'ai  procédé  dans  tQuce  cette.  diP 
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^cuflioik  Je  n  «at  pas  die  :  les  Poiiics  ont  une  éten- 
due réelle  i  les  Lignes  ont  une  Largeur  quelcon-    I-i^-  U* 
que.  Donc  les  Circulaires  :  donc  la  Tangente  :   ^'  ^^^'^^ 
donc  les  autres  Lignes  droites  fe  touchent  ou  fè  |ÎL       li 
coupent  dansplus  d'un  Point.  Mais  confidérant       ^^  '|^ 
ces  Lignes  ièlon  les  idées  les  plus  claires  de 
l'Etendue ,  &  revêtues  des  propriétés  que  la 
Géométrie  leur  flippoie  néceiiaisement ,  f ai 
prouva  que  dans  leur  union  intrinsèque  elles 
avoient  plus  dun  Point  de  commun^  &  jea 
conclus  mie  les  Points  8c  tes  Lignes  géométri- 
ques conudéréies  conmie  Elémbns,  comme  ayant 
une  exiftence  propre ,  ne  font  pas  dénuées  de 
-toute  Ëtendue  âc  ëe  toute  Largeuc 


j  *  ■>  ■ 


CHAPITRE. ;JI, 

^t^eUe  efi  la  grandeur  que  Ion  Âoit  Juffofer, 
AUX  Èlémens  des  Figures. 


$.  I. 

CONSIDERATIONS  GENERALES. 

SI  les  Elémens  ont  une  Graadeuir  réelle ,  quelle 
eft^eî  £»it4l  la£xer2  faut -il  la  leader  m- 
<léterminée?  £n  un  mot,  quelle  doit  être  la 
Longueur  d'un  Point ,  la  Largeur  d'une  Liene^ 
la  Profondeur  dune  Tranche  de  Solide?  ]mquk 
pté(ènt  )e  ne  me  fuis  exprimé  fiir  ce  fujet  que 
4'une  manière  yague*  Cette  queftion  e^  im?^ 

M 


portante:  il  eft  tems  de  la  traiter  plus  à  fond 
iAr.1l.       Dans  la  pratique  de  la  Géométrie»  on  eft  obli- 
1.  Sbct.    g2  d'employer  des  Elémens  qui  cipandent  à  la 
c*  ^^"^  IL  groflîéteté  des  ouvxages  que  Ton  ysm  con&idi- 
^^\^      re.    De  groflèa  pierres  cubiques  (ervent  de 
Poinrs^  des  pierres  taillées  ^n  fragmeos  de  co» 
renne  feront  le«  Siemens  d'une  tpoc  ronde. 
S'agit-il  d»  tracer  uagrwd  Châtré  &r  le  ter<- 
irein^  quatre  fiilbtts  ouverts  fiiîifaht  la  E^rcâioa 
<f un  Cordeau  tendu  en  forxneront  f cnceînre. 
Mais  quelle  tom  que  l'on  appbtte  à  ia  cooA 
^ruAion  de  cçs  Figures, on (èntjqu'elles^ne peu- 
vent manquer  d'être  défeâneufesit  qnH  y  wra 
toujours  quelque  inflexion  dans  ces  Ligees  pré- 
tendues droites ,  quelque  dbolè  de  plus  ou  de 
«noins  dans  celles  que  Ton  crcMt  égales.  Miis 
«l'importe:  ces  Figures  iônt  faife^  po)ir  les  yets, 
&les  yeiKc-napperçoivent  pas  dés^  différences 
£  legéreç. 

Il  faur  s'élever  au-dé(rii3  diss  bl^ts  fenfr 
l>le&  Les  kpmpy^f  n'ont  pas  beu  d^s  la  Géo* 
jnétrie*  Cerre  JJrience  ne  s'occupe,  des  Figie 
res  palpables ,  qu'en  tant  qu  elles  font  intelli* 
gibless  &  dans  la  régiont  des  intelligibles,  les 
Figjires  font  parfgites.  On  çft.  d'ailleurs  obligé 
de  faire  abftraâion  de  la  grandeur  particulière 
^ue  chaque  Figure  peut  avoir ,  p«rcequ*on  jr 
coniîdere  utu^UAOïént  les  f^repriétiés  qui  con- 
viennent à  Teipécç^en  général ,  &:parjCon{èmjenc 
eaux  plus^etices  comme  aux  plus  grandes.  Il  Êuit 
xlonc  leur  fiippb&r  des  Elémèns^isâèz  petits» 
fiour  çfx'ài  puif&iit  entrer  dans lacompofition 
4e  toutes  ceU^  d'ut^e  même  elpéoé» 
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QjB  eft^fouvçnt  obligé  de  faire  abftraftîon  de  "S  ** 

rétendue  4  uq  Point ,  de  la  Largeur  d'une  ligne,    Lï v.  il  | 

de  h  Profondeur  d'une  Tranche  du  Solide*  Mais   ^^'  ^^^■^*  i 

fi  iafolidit^dtt Point  eftfenablej  filaUgneeft  c^Jp^^i 
une  batre  maflîve',  fi  Ig  Tranche  manifeftefon    ".  j^    ' 
»ai0èur ,  Tah^a^u  ue  peut  être  que  forcée.'       '   *  1 

Il  faut  donc  côncevcHr  des  Points ,  des  Lignes^ 
des  Tranches  dont  f  étendue  p  la  Largeur  Se  Té- 
paifleur  ne  puiiTem  être  apperçues  que  par  la 
penre  pointe  de  l'eiprit* 

J'ai  déjà  conclu  de  ces  confidérations  que  les 
Elemens  doivent  être  d'une  petitefle  exceflive, 
snima^nable«  (a)  Mais  ces  expreiSons  font  en* 
core  trop  vagues ,  puifque  l'eiprit  va  bien  au- 
delà  de  l'imagination.  Tâchons  de  nous  en  for* 
mer  une  idée  plus  préciiê* 

Lorique  je  regarde  un  objet  cqloré»  je  i'ap- 
perçois  au  mo^en  d'un  raïon  de  lumière  qui 
part  de  chaf]ue  Point  yilîble.  Si  je  m'arrête  au 
rapport  4ç  mes  yeux>  )é  regarderai  ce  Point 
çot^me  1^  pl^s  petit  Elément  de  la  Surface  colo^ 
cée*  M^  u  j'eipamine  oe  Point  avec  un  excei^ 
lent  imcroicopey  l'atome  fe  transforme  en  une 
va(U  plaioe  t  où  je  découvre  avec  furpriie  une 
multitude  innombrable  de  nouveaux  Points  viii«* 
tàes^  Qy9  %ak-cp  dom:  û  je  pouvoîs  appliquer 

(a  )  Çmc  fcrîtcffc  uppeat  avo^lieu ,  comme  f on  voir, 
fiue  font  fes  pïmcrAons  dont  on  a  coiionue  de  faire  ab- 
ftraâion>  c*cfft-à-dire,  pour  la  Largeur  ^ia  Profondeur 
dans  la'Ligiie  ^  pour  k  Profondeur  leule  dans  la  Tranche 
^lémeat^e  ^  &  pour  ks  trois  Dimenfiops  dans  le  Point, 
Car  d'auîeur^  la  Ipi^eur  dans  la  Ligne ,  la  Longueur  & 
la  Largeur  dans  la  Tranclie  peuvent  être  auffi  grandes 
i)ue  Ton  ju^a  àpropos* 

M  ij 


iSo       Géométrie  Metaphtsique- 

un  microfcope  plus  fort  fur  un  de  ces  noti» 

Liv.  IL    veaux  Points  ?  voilà  la  borne   de  rimagina- 
II.  Séct,  tion, 

Ch  ^^*^  n       ^^  ^^^^^  cidres  font  poxir  Telprit  ce  qu'une 
ç  j     '  fucccffion  de  midrofeopes  (èroit  pour  les  (èns. 
Dafts  le  fécond,  dans  le  centième ,  daïis  le  mil- 
honiéme  Point,  j'en  apperçois  de  nouveaux: 
Ty  vois  des  Lignes  :  fy  vois  des  Surfaces.  J'ai 
beau  diffequer  encore  ce  millionième  Poin%  je 
comprends  qu'il  m'y  reftera  toujours  un  Point 
élémentaire  5  &  que  je  ne  parviendrai  jamais 
au  Point  mathématique  qui  ri'eft  qu  une  fenple 
Jborne. 

Où  m*arrêterai-je  donc  dans  Cette  progreffion 
îiîfinie?  Si  je  defcends  toujours ,  Je  ne  trouverai  | 
jamais  Je  premier  Elément  de  retendue.  Mai? 
fi  je  m'arrête  ,7e  fixe  au  Point  une  grandeur  dé- 
terminée 5  &  dès-lors  Je  n'ai  pas  le  premier  Elé- 
ment de  toute  Rgure  poffibie",  car  ce  Point  luf- 
même  eft  une  Figure  iolide ,  qui  doit  avoir  fo 
crois  Elémens  comme  toutes  les  autres  Figures. 

Tel  eft  l'embarras  où  Jette  cette  queftion  mé- 
taphyfique.  Pour  s'en  tirer,  les  Géomètres  ont 
imaginé  divers  /yftcmes ,  qui  renferment  eux- 
mêmes  de  grandes  difficultés. 

l,cs  uns  ont  dit  qu  il  falloit  çreufer  l'idée  de 
l'Etendue ,  jufqu'à  ce  qu'on  parvînt  à  trouver 
des  Elémens  indivifibles;  que  la  Ligne  eft  coîn- 

Eofée  de  Points  de  cette  nature  j  la  Surface ,  de 
ignés  infécables  dans  leur  Largeur  5  &  le  Soli- 
de, de  Tranches  dont  la  Profondeur  n'eftfiif^ 
ceptible  d'aucune  diminution.  Ces  Points  >  ces 
Lignes,  ces  Tranches  feroient  de  vr4Ses  unités 
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en  rigueur  méuptyfiquev  5c  par  conftqueiit 
Elémens  de  toute  Fijgjiire  poflîble. .  tiv-  II- 

Mais  j'ôfë  dire  ^e  dans  ce  i^ïleme  on  ne  ré-  I^;  ^^^"^-^ 
fout  la  difficulté  que  par  uneabfurdité  palpable.  ^^^  *^^£. 
Car  ces  Elémens  ibnt-ils  étendus  y  oi/ne  le  {ont-      ^^  j^ 
ils  pas  ?  S'ils  /ont  étendùs<>  ils  font  diyifibleS  à 
l!iQnnh  S'ils  font  ihétendus,  ils  ne  font  pas  £1£- 
xnens  de  TEtendue^-  Ce  feront. des  Points,  dés 
I^goes  xdes  Sùcfaces  mathématiques ,  des  Etres 
relatifs,  .de  fimples  bornes v,-&  nullement  dés 
parties  intégrantes  d  xin  Tôuc». 
,    On  pçiroitr oit  plus  raifonnablè  en  fe  tédui(anr 
à.  des  indivifibles  de  fait ,.  ç*èft-à-dire ,  à  des  uni- 
tés iî(îtices  dont  on  s'abftient  de  confidérer  les 
f?^rties  fûbftantiellës»  ^ais  i*^*,  on  laifle  fubfîfler 
a  diiSTculté  dans  toute  la  fb'rce*..Càr  ces  Oâdivi- 
,fibUs  font  dans- là  vérité  des  Figures  com^lettes 
!         dont  il  faut  chercher  les  Elémens,  i^  Quoique 
!        la  Géométrie  regarde  fouvent  les  Elémens  de 
'        MEtendiie ,  comme^des  indivifibles  de  fait ,  il  efV 
faux  queBe  les  regarde  toujpurs  comme  telis.. 
Ced  ce  que  nous  avons  prouvé  dans  fe  Chapitre 
précédenc.par Tinterfedion  dès   Lignes  tant 
droites  que  courbes  >  dont  la^Seâiôn  commune 
ne  contientpas  toujQurs  des  Points  entiers  ,rnais 
le   plus  fouvent   des  portions  dé;  Points  plus 
grandes  les  unes  que.  lés  autres»^.. 

Ea  dçfeduofîte  trop  vifible  de  cette  hypô- 
thêfe  >-a  fait  recourir  à  celle  des  infiniment  fie- 
titj  :  ,hyj>othè{e  fans  comparaifbn  plus^Iumi- 
neule»  Çc  dont  par  conféquent  il' eff  utile  de  fe 
former  dès  idéeis  précifes.  Je  vais  tâcher  de  l'ëxs- 
gofer  clairement^ . 


Lorsque  Ton  exâffiîne  une  pwtîofi  cpxlc&fh 
ti  V.  IL    <jue  d'étendue ,  on  comptenà  que  târrt  qu'on  lut 
II.  Sbgt.  cortrioîtra  une  grandeur  conftafïte ,  elle  ne  peut 
r  ^v  *^  n  ^^^^  TEléttienc  commun  de  fbûte  figure  poffi. 
S^h      Ne*  Car  il  eft  clair  qu  on  pourtôft  pôûflet  bdi- 
vifion  plus  loin ,  &  qu'on  ne  é'àttétt  qofe  jpâT 
laflîrude-  Puis  donc  qu'on  doit  concéVôtr  lesElé- 
mens  au/IÎ  petits  qu'il  eft  poflîble ,  Il  ùtxÉt  tour 
d'un  coup  les  réduire  à  iinfinimtm  petit*  Ete 
cette  forte ,  le  Point  premier  Eléitent  fêta  tm 
infiniment  petit  en  Longueur ,  Largeut  &  Pro- 
fondeur :  La  Ligne,  déterminée  akns  fâ  Lon- 
gueur f  fera  infiniment  étroite  &  infiniment  min* 
ce  •,  &  la  Tranche  élémentaîre  avec  unre  Loû- 

fueur  &  une  Largeur  aifignables ,  n'âUra  <ju'une 
rofondeUr  infiniment  petite. 
Hb.  î.  ^^  effet,  en  confidérant  le  Point  A  premier 

Elément  du  Cube  <  je  m'aipperçoîs  aifêment  oaf 
Je  ne  dois  lui  fixer  aucune  Longueur,  Carafe 
la  déterminois,  par  exemple,  de  A  en  e ,  ce  fe- 
roit  un  bazard  fi  le  Point  Ae  répété  formoit 
la  Ligne  AB.  Suppo£>ns-le  néanmoins^  MaissII 
me  plaît  cfallonger  cette  Ligne  AB  du  demi- 
quart  de  là  Longueur  A€ ,  ce  demi-quart  de 
Point  deviendra  PEtémént  de  la  Ligne  AS-  Or 
Je  petis  encore  allonger  cette  Ligné  du  demi- 
quart  du  dernier  Point  >  &  ainfi  à  1  infini,  en  é^ 
minuânt  toujours  dans  la  même  proportion  la 
Longueur  du  Point  élémentaire ,  Juiqu'i  ce  que 
forcé  d'abandonner  toute  fixation ,  je  ne  Itû  don- 
ne qu'une  Longueur  infiniment  petite ,  qui  le 
rende  Elémeiit  comiiiut}  de  toute  L^ne  po£p 
ble. 


Je  prf  àcéderai  de  la  même  manière  â(  Tégaxd 


de  la  Largeur  de  Ut  Ligne  AB^  &  de  la  Profoiir    Lir^  li^ 
deur  de  ht  Tranche  ABC  j  cfûi  ne  peuvent  être  ^-  î^^^'^ 
filémehs  dds  Surifeces  élémentaires  &  desSoli*-  £^J^^^ 
dés  j  tant  qu'on  >  fbppo(era  à  la  première  une      ^  ^ 
Ltarjreor  ^  &  à  la  féconde  une  Profondeor  <|u  en» 
-f>ui(&  à(%âer« 

La  èàmcixkè  propoi^e  h'efi  cependant  pa^ 
encoÉÉKnderement  réfolt^.  Car,  dira^t'on-, ccr 
l^oînrA,  CfatÀ  qainfinkn^Ht  petit vxift  une  Fii- 
-gute  (^ide  dont  il  faut  ciietcbet  les  Elémensir 
L^  iMtiîfm^t  (i^tits  ne  font  done  pas  lesiEié* 
mens  communs  de  tottces  les  Figures  poffiUe$.r 
Les  4èâ9nfelfrs'dà  ^^krnefoncpayeftrâjés 
de  cette  ob}dâfOfïr  ir  fiifit^  (fifenrt^h  r  ^e  li^s^ 
infiniment  petits  ^leiit  Elém^ns  '  commîmes  de 
toutes  les  Figtires^  diô^nf  h  gnmitem  éft  détet* 
«minabfe.   Il  i^u<lra  dietcber  ie»  Elément  de        ' 
ces  Ulimem  dans  des  ^tHMint  petits  d'an  fé- 
cond ordre^  &  tes  Etcmetisde  cétrt<i  d^s  de^ 
if^Mmm  fttUs  d^un  ttoifiéme  ordre ,  Se  ainfî 
<f  ordre  >  en-  ordTte:  à  rkifîhtV'  fâffts  au  cm  puifie 
trouver  le  ^tid  de  cet  éyymtv  La  divifibiiité  de 
l'Ëtendae  Toùvre  ibus  nos^  pieds  rl^imaginatiois 
•  s'en  effarouche;  mais  lePmlofop^  4foit  refwJK 
Êiger  fatfis  frémir*^ 

Lor^  (fonc  ^'etr  demander  ^h  i^t  Fe^ 
EMmen«  (fe  toute  Figure  poâ%4<e  >  Il  Élût  fçavdir 
d?  que^  ordre  di*  F^?ures  on  veut  parler  y  car 
cbsK^e  ordre  a  fes  Eléments  particuliers,  fl  £troit 
ridicule  >  par  exemple,  dJexf^lK|a6r  Ircoftftcuc* 
tion  d^ineFigûèeinfiittmenr  ptôte'dir  premier 
ordre  par  k»  iafinimem  petic^^^  du  vftrgjciéme  ^ 

M  iv 
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S!  puifque  les  Elésnens  de  l'ordre  immédîateiiiêm 
Liv.  II.    inférieur  fuf&fèht  parfaitemcar* 
II.  Sbct.       La  Géométrie  nç  s  occupe  guères  que  des 
CHAv"n  ^^ff^^^^  ^^^^ »  c'eft-à-dire ,  de  celles  dont  U 
$•  L      grandeur  peut  être  fixée  ^  patceqtie  ce  font  les 
feules  qui  fotent  k  notre  ufagcv  &  que  nous 
n'habitons  pas  dans  l'infinimencpetit»  ^'infim- 
ment  petit  du  pfeibier  ordre  eft  donc  le'dernier 
degré  de  petite0e  que  nous  puiffionSj||Apnner 
mix  Elémens  de  nos  Figures.  La  Géonwtrie  eft 
quelquefois  obligée  de  deicendre  aux  iafiair 
ment  petits  dii  fécond  ordre  >  mais  rarement 
)u(qu*à  ceux  du  troifiéme» 

La  coraparaifon  de  Ik  Surface, colorée  que 
)'ai  touchée  plus  haut ,  revient  ici  avec  beaucoup 
de  }o&cSk,  Les  Points  vifibles  en  font  les  Elé- 
mens; il  ne  faut  point  [Cn  chercher  d*autres, 
tant  que  cette  Surtece  ne  fera  que  l'objet  de  nos 
yeux.  Ces  Points  vifîbles  répondent  aux  indû- 
ment petits  du  premier  ordre. 

Mais  il  )*obferve  un  Point  vi£ble  avec  un  v» 

crofcope  >  ce.Point  devient  pour  mot  une  véti- 

tsblc  Surface»  oi\  \é  diftingue  de  nouveamc 

Points  vifiblçs'JEléraens  d  une  nouv^elle  (uperfi- 

*  cie*  Voilà  ks  infiniment  petite  du  fécond  ordre. 

Si  je  pouvois  appliquer  un  iecond  microicope 

;  jur  un  de  ces  derniers  Points»  j'y.  découvrirois 

une  troidéme  Surface»  dont  les  Êlémens  fer  oient 

des  Points  vifîbles  d'un  troifiénje  Qrdre  >  &  je 

defcendrôis  d':ordre  en  ordre  jufquà  Tinfini» 

Telle  efl  Thy pothèfe  des  kifinim,ei:it  petits*  On 

ne  peut  difeon venir  qu  elle  ne  foit  très-ingénieu- 

^  fe«  Elle  a le.doiible  mérite .  de  réfoudre  par&i- 
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4^etnefit  Iadifficult4p»opDfie,  &  d'élevetïcfpxi 

À  des  vues  foblftijes  for  la  nimire  de  rEteàdueu    I^^v- 1^- 

Elle  ieft. d'ailleurs Jî  bien  Ii4é  dans  toutes  fes  par-  J^'i*^** 

ties,  que  dès  quon  enadmeUespcine^es>  il  Q^^f^ï 

faut  len  admettre  Jes  çpnféquences.  C^  ileft      ^^j^ 
révidetu:  que  s'il  y  a  des  infiniment  petits,  il  y 
^n  a  divers  ordres  à  Tinfini. 

On  '.ne  peut  ^néatlmoins  le  diiEmuler  que  h 
réalité  de  ces  infiniment  petits  ne  foufTredela 
idifficultë.  «De  grands  Géprnétres  la  c^nteftent  : 
.  dautr.es en  douteiM:  :  preuve  cerjcaine.de  Ja  foi- 
.  Idefle  de  notre  e^rit  qui  ne  peut  contempler 

fixement  Tinfini.  Ne  faifons  dépendre  d'aucun 

-ïyftênàe  k  cartity^p-rde.  la;  Géortiétriç -,  &  fi 

nous  en  adoptons mielqupn comme |^u$ vrai* 

.femblable»  que  ce  foit  toujours. en  jnpysfen^ 

^.fermant  dans  les  bornes  de  rhypothè^ç*  Une 

:  Jiy p.othèfe  plaufible  quoiqu Incertaine  >  conduit 

'^u vantaux  connpiilances  les  plus  importantes* 

Celle-ci  eft  le  fondement  du  calcul  différentiel^ 

&  cela  iuffit  pour  en  doqn^  une  grande  idée  à 

ceux  paêmes  qui  pq  fçaurpient  qu  hiftorique- 

.  ment  ce  que.  la  Gép^iétriedok  au  célébré  Leib- 

nitz.  ,    . , , 

M.  New]K>n  a  ùàCi  cçttfi  hypothèié  ious  un 
.  au^te  Point  de  vAe ,  mais  qui  revient  à  peu  près 
au  même.  Sans  exan\iner  u  tes  infiniment  petits 
font  réels  ou  ini^gingirjes ,  il  les  diminue  par  ki 
.  penfée  >  &  les  coF^d^it  pas  à  pas  )ufqu'à  leur 
anéantilTement.  Il  i^emarque  leurs  propriétés  Se 
le  changement  de  leurs  rapports  dans  ces  diffé* 
,rens  pafTages  :  il  s  arrête  au  dernier  s  :  ^  .fâiiît  la 
grandeur  ^  mpmenit  qu  elle  va  s  evanojiir.  Qup 


•i 


tes  hifinimenc  peckêùAettt  tèéU  ou  non ,  lain^ 

Lit.  II.  àïùâe  de  M»  NéWton  nett  €ffl  p»  môkis  i&t 

n.  Sbct.  Les  découverte»  admi r«bkâ|  4tii  en  ont  éicir 

I.  VA%t.  fj.^.^^  ^  prouvent  iiic«>iiieftl^Mient. 

^\  La  Géoméftie  orAttrt*  à  laquelle  ]c  confr 

Cre  cet  ùvtvt^  n  eitigé  ms  qtfc  nous  pénétriooi 

fort  avant  dans  ces  profon^Mrs»  Si  donc  )ep>' 

ro4s  donner  la  préi^rentêf  à  l^pothèlè  de»  nf 

■niment  fetiti »  c  eft  ^ul'eHe  me  paroir  ptos  pn^  j 

5>re  duVine  autre  à  déveioppet  iùr^  idées.  Qb'os 
ui  tobftitue  (\  Ion  veut;  tëlte  ^  Tiliuftre hf 
glois,  les  coâlëquènce»  en  feront  toujours  \a 

L'c^Iéntîel  eft  de  ne  pas  eorA>n<ke  les  Eté- 
-mtm^ircc  les  PoirttS)  le^L^nes&  lesSutâces 
"mdftbémâciques.  PÔOrvâ  (Jck^  Ton  donne  quel* 
4)ûe  étendœ  aux  ptcrXiVtt^^  il  importe  peu  qv 
eette  étendue  &m  plius  ou  Inoms  grande*  Eab 
lafâànt  dans  une  ktdétenhihi^ion  parfaite»  m 
>  terid  les  Ël^mens  cbmiriun»  à  tontes  les  Figura 
inuiginabîels.  Or  fi  f on  M  'compare  deiB  it 
grwdeur  inégale»  rien;nëthpëche  de  fii}^x)fe 
dans  leurs  Tranches  1^  tùètt^  épaiflenr ,  éxA 
leurs  Lignes  la  même  Largeur  y  &  la  mêmeLoB* 
|Uétit  dans  Jeutsi  Pol}iÉs;<]ùdi}âe  puflfè  être  cette 
L6idgU^r ,  cè^t  Uàt^iték'&  cette  Ptofondeur. 

Ma?!^' quoique  ks  if^niïnent  fttits  ne  ((non 
^pàs  d'un  ufage  aUbltunent  nécefTatre  dans  b 
<?éométi*>e.côminune^iIs  n'f  fom  pas  nésnimonir 
étrangers  9  fur  tout  dàris  fes  Figures  terii»ofo 
par  des  Lignes  où  dés  SutifficescOiiibeSr  Je  crob 
devoir  èllSfet  de  ië  Mrè  fentir  par  rappoit^ 
44<Ligne  tkculakt  5  la  ^le  Cour^  qi^loit  <fe 
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notre  reffbrté  Ce  fera  miAtti  poût  établir  une 
hypothèfe  i  que  pobr  t^etttt  Itès  CôtnmettÇâns ,  ï-îv,  II. 
^nrodVer  tJejplus  en  phs  ipiù  its  Ligties  geottié-  îï- Sbct. 
triques  ne  font  pai  fois  une  Largeur  quelcon-  Jl.  f^*Ti 
que ,  &  petfeéhoftrtér  jpar  te  moyen  k  Meta-     ^^  ^^  ' 
phyiîqae  de  la  Géoitiétrie. 


INFINIMENT  PETITS 
«{^  divtrs  ordres  dans  Us  Lignes  circulaires* 

NOus  avons  prouvé  par  Ia<:onfl.ru<5tion  <fu 
Cercle ,  &  lîir  tout  en  le  comparant  à  tous 
les  autres  Polygones  réguliers  infcrits  ou  cir- 
conCctïts^  qu'on  devoît  le  regarder  lui-même 
comme  un  I^olygône  régulier  d  une  infinité  de 
Côrés.  Si  cette  thèfe  adoptée  par  tous  les  Géo- 
mètres, pèche  en  quelque  ehofe,  c'eft  peut-être 
parcequ'ellè  ne  donner  oit  pas  éûcôre  des  idées 
affez  relevées  deHa  Courbure  parfaite  qui  ter- 
.  mine  cette  Figure.  Quoiqu'il  en  (bit ,  nous  pott- 
Vons  fans  crainte  examiner  fi  le  Cercle ,  tranf- 
iformé  fous  la  formé  dé  Polygone,  doit  avoir 
des  infiniment  petits  pour  Eiémens.  Ce  feroit 
bien  autre  chofé ,  fi  cette  transformation  dégra- 
doit  la  Figure. 

Suppôfant  donc  que  le  Cercle  n'eft  qu  un  Po- 
lygone dune  infinité  de  Côtés,  il  fiiit  i**.  que 
le  plus  petit  Arc  d'une  grandeur  finie  contient 
de  mémo  uoe  Infinité  de  Côtés.  Car  comme  il 


i88        Geometr»  Métaphysique^ 
ne  faut  qp'un  nombre  fini  de  ces  Arcs  pcoi 
Liv.  II«    compoiêr  une  Qrconférence  entière  >  céue-à 
n.  Sbct.  n'auroit  pas  une  infinité  de  Côtés >  (F chaque^ 
Jl*  ^^""yy  nen^avoit  qu'un  nombre  finL 

it  IL  ^''-  Qy^  ^*^^^"^  ^  ^^^^  ^^^  la.Circonfr 

rencc  du  Cercle  eft  compofée ,.  eft  inânimeor 
petit.  Car  s*il  étoit  d'une  grandeur  adîgnablejil 
n  en  faudroit  pas  unr  iminîté  pour  achcverfc 
contour  du  Cercle.  Et  d'ailleurs- ce  Coté  d'une 
grandeur  fi^tiie  pourrbit  être  Corde  dans  unCer* 
cle  que  l'on  pourroit  circonfcrire. 

Voilà  donc  les  infiniment  petits  bien  con/b- 
tés  par  la  nature  du  Cercle.  Mais  ces  infiDimest 
petits  font-ilà  ihé tendus  ou  bien  indivifîbles^w 
en  va  >u£er. 

Ce  Coté  infiniment  petit  doit  avoir  queSp 
Longueur:  autrement  ilne  fcroit  pas. Coté  Je 
Polygone.  Sa  Longueur  eft  fans  doute  au-def- 
ibus  de  toute  Longueur  finie  :  eUe  eft  comme 
tien.  Mais  étant  infiniment  petite»  (elle  eft  iceïie. 
Sa  Largeur  eft  la  mêine  que  celle  de  la  Ligpc 
,  circulaire.  Nous  avons  prouvé'  que  cette  Ligtf 
ne  pouvoît  exifter  fans  en  airoir  une  infiniment 
petite,  puifiju'pn  ne  peut  la  concevoir  iâns  une 
borne  de  convexité ,  &  une  de  concavité.  D'oi 
nous  avons  conclu  que  Fidée  la  plu3  )pfte  q«c 
l'on  pouvoir  fé  former  du  coté  dii  Cèxele  ou  (fa 
Point-Elément  de,  la  Ligne  circulaire  >  étoit  de 
fe  le'repréfcnter  comme  un  Trapèze  infinimeoc 
petit ,  dont  les,  deux  Cotés  parallèles  différoietf 
infiniment  peu  en  Longueur- 
Mais  une  différence  infiniment  petite  dans  un 
infiniment  pçtit 3Q&.uïhi^Jînim€m ^etit  ânfccifai 
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i^dre^  8c  c  eft  de  Tamas  de  ces  infiniment  petits 
<lù  fécond  ordre»  qtie  fe  forme  la  différence  in-    I-^v«  II' 
animent  petite  du  premier  ordre  entre  la  borne  lï- Sect, 
de  concavité  &  la  J>orne  de  convexité  dç  la  },'  ^  ^^Zl 
igrte  circulaire»  ^  n^ 

JLaOrconférenceconcentrique  à  la  première 
a  €sL  borne  de  convexité  égale  à  ia  oorne  de 
concavité  de  la  précédente»  Par  conféquent ,  fà 
fcorne  de  -concavité  diminuera  encore  d'un  in- 
finimient  petit  du  preipier  ordre.  Ainfi,  fes  pe- 
tits Trapèzes  élémentaires  feront  égaux  à  ceux 
de  la  preniiere ,  à  la  différence  d'un  infiniment 
petit  dtt  fécond  ordre.  Et  comme  les  Trapèzes 
^es  deux  Circonférences  doivent  être  des  Figu- 
ces  fèniblâUes ,  û  faut  fuppofèr  que  la  largeur 
des  féconds,  &  par  conféquent  de  la  féconde 
Orcooférence ,  dkmmie  auffi  d'un  infiniment 
petit  du  fécond  ordre. 

J'en  dis  autant  delatroifiémeQrconférence 

A,  des  fîiivantes ,  qui  vont  en  diminuant  de  Lar- 

•geur ,  jufqu  à  ce  qu'dles  n  en  aieiit  plus  qu'une 

infinitnent  petite  du  iécond  ordre ,  enfuite  une 

du  troifiéme  ordre  &  ainfi  à  l'infini ,  fans  qu'on 

puiflé  jamais  épuifér  ces  ordres ,  ni  trouver  un 

Point  fixe  ^à  4és  Gircoiiférences  terminent  leur 

dinûnution  graduée^  puifque  les  petits  Trapèzes 

qu'elles  ont  pour  Elémens  diminuant  de  Lon- 

^eur  à mefùr^  qu'ils  s'approchent  du  Centre» 

doivent  aâffi ,  comme  je  l'ai  déjà  dit ,  diminuer 

de  Largeur  à  proportion ,  afin  d'être  abfblument 

/émblables  aux  Trapèzes  ïùpédeurs ,  &  former 

avec  eux  le  Raïon  triangulaire  dositnojus'avonf 

parlé  plus  haut. 


l 


Toutes  ces  propriétés  conviennent  à -tous  les 

Liv.  II.    Cercles  d'une  grandeur  finie  quelconque»  Ainfi) 

IL  Sbct.   (j^ns  opujs  embarra(£bf  dç  fiiivr^  dans  ajiKrun  d  ct 

C  ^^*n  ^^  dégradation  des  QxCQt^fii^eaçes  conçeiïtd- 

S.  IL   '  ^u^'  allons  tout  d'un  coup  w  PoiiK  ç^itral, 

Iui  conCdéré  coname  iibiç  du  re(|p  4f;  Fe^Kice 
u  Cercle ,  &  )oui0^^t  4'uo@  ç^iftçnp^  propici 
ne  peut  être  qu'un  Çercl^  Infiniment  p^tir.  H 
con(équent  Ql  Qrconféreiiçe  qVuta  qu'une  Mar- 
geur infiniment  petite  du  iêcond  ordre  ^  b 
Trapèzes  élémentaires  ier^nt  aiiSî  ci^  inft» 
ment  petits  du  même  ord^e  ;  &  un  în^moK 

Eetit  du  troifiéme  (êra  i^  difijêrenc^  de  Iw 
ornes  parallèles. 
On  voit  ce  qu'on  doit  ppnfer  d*Utî  m^^  Pott 
central  infiiiimenc  petip  dy  troifiéme  Qr4r«  »  & 
ainjS  d^s  autres  è  l'infinie  ^s,  quç  i^^ms  w 
puifTe  arriver  à  un  Poit>c  central  qui  t^^  gfojc 
p^sgp  Cercle»  PalTpns  à  de$  preuves  plu^  géo- 
métriques. 
«s;.  7*  Spk  la  Grçonfttfnce  quelconque  A30& 
P*un  Point  JT  inwp4di*t©menî:  ^M'^eàiis  à 
Cçntre  C  5ç  de  I  mtf  rvaile  Xi ,  foit  déarite  w 
ieçonde  O^copféreiw^et  U  eft  évident  qujs  (iïo^ 
achevé  le  Di^rnétre  des  deux  Cercles  dans  la 
Pire4aiondMRaïdnAC\  Teiçtrémité  Zdu  Dia' 
luétre  du  ieçond  Cercle  doit  être  deux  Po|b» 
au-deiliis  de  lextrémité  du  Diamètre  du  prc' 
mier  Cercle ,  c*eft-à-dire  >  qu  on  pourra  placer 
un  Point  entre  Z  ScD*  Car  le  demi-Di^métrc 
XA  ayant  un  Point  de  plus  que  le  ,Raïon  CAi 
doit  s'étendre  par  Ion  prolongement  X2  deux 
Point;s  au-de&  de  la  première  Qrcooférence» 


Cel  demanda  lie.  pçuyf  oc  étxe  contcftées.  Je 
pe  fiipppie  ni  grarufour^  oi  <liyifihilité  dans  le    Liv*  n* 
Point  central  ;  Je  ïc  Ja^fe  pour  ce  qu'il  eft.  Mais  J^- Shct. 
quel  qu'il  .foittt  o»  1^  peu?  lûfer  qu'il  n  y  ait  un  cha^^L 
Point  de  mSfne  oMn»  lincôidiatement  au^deC-     ^^  jj^ 
(û$,  &  un.avtce  îmm^riiarffoieot  M-deflous  du 
Poitit  C.  Suivons  donc  la  marche  de  la  nouvelle 
Circonfétçijyce  décrire,  avec  ces  conditioiis.  . 

Les  deux  X.i^e^(ie»i?mlj»i:e$i  (è  touchant  in^ 
crinfequementai^  VifMt:  A»,  ont  ce  Point  de  com- 
mun em;re  ellê$^  jQu»  ÂL'on  yeitf  »  une  de  leurs 
Direâions  >  &  njeii; /peuvent  avoir  plus  d'une, 
comme  on  L'a  prowipe<^'idei(Ris«  Mats  la  £econde 
Direâioo  de  ik  fecoode  Cîrconféreince  /orcira- 
t'elle  e«dtiercfnem  derlaipremiere  Circonféren- 
ce? Si,ceU  écoîc»  bs  tJDotiiéiiics  Dtreâiôns  des 
4eux  OrconÔrencesjpeïê  ifûcberoien&plùsdu 
rout ,  pas  même  exeimr<pmQent  :  on  pourroit 
placer  un  Point  entrêitUef:  îkiilc  entre  lesqûa- 
criémds  Direâions  i  ttàis  ecdxe  les  cinqûiéme$> 
4k  âin^î  de'  fmut  jufipià  ce  que  la  moitié  de  .là 
i»:onde  Giroonféréncd.fâfc')îchëv  &  fikipar»- 
venue  en:^.  Il  jraùroilidonQ  entre  2^  8i  D  une 
infinité  de  Boiots  ^  Stotpenàsmt  par  la  conflruc- 
f  ion  il  n'y:  éa  doit  aiebir -qu'un  fèuL 

Il  eft  donc  iippûffiUà  que  la  ièconde  Direc- 
tion forte  entieremetofide  Ja  première  Qrcon- 
ferencei  &  je  dis  lamsme  cho(e  des  Direâions 
£ib(equence6|ulquei^eâ:le^Point  B  également 
«éloigné  dpi  A  8cdsr:Sil  Par  conféquent  »  la  fé- 
conde Dicsâion.  deila^feconde  Qtconfécence 
ne  fera  que  commencer  à  quitter  le  fond  delà 
prefzuece  »  ia  tcodâénie'.i^levèra  un  peu  plu&>  ^ 


ipi  GfiOMBTlLIB  XISTAJ^HTSK^UL 

ain(î  de  iûite,  )u(qi^à  ce  que  la  iêconde  Qr((ft 

Liv.  IL    férence  ait  fait  à  peu  ptès  le  quart  de  (â  coutfe 

n.  Sbct.   Donc  ces  Qrconférences  ont  quelqueLargem 

ï.  P^'^'J-   Je  ne  fuppofe  rien-,  mais  je  conclus.  Toufl 

^c^^ll^  *  monde  a  hdée  de  la  Circonférence  du  Cercle 

&  c  eft  fur  cette  notion  commune  que  je  railô& 

ne* 

Mais  qui  pourroit  exprimer  reffirayantep 
titelTe  de  chaque  élévation?  l^  Largeur  deli 
Qrconférence  eft  in£himent  petite  :  je  ne  U 
fuppoiê  de  réalité  qu  autant  qu  il  lui  en  topoi 
n  être  pas  tout-à^fait  anéantie.  Et  cepente» 
s'y  fait  une  infinité  d'élévations ,  parceqojj 
<]uart  de  Circonférence  contient  une  infinitc» 
Points.  Donc  la  grandeur  d'une  élévationno 
qu'un  infiniment  petit  du  fécond  ordre. 

Cefl  vers  le  PoÉ^t  B  que  les  deux  Grco* 
rences  commencent  à  fe  décacher  entierci«*| 
Mais  les  Direâionsqui  lliivenc  ne  font  pasclo^ 
^ées  i'une-de  l'autre  dhm  Point  entier.  C^»J 
iuivantes  s'éloignaiit  encore  davantage,  il"^ 
crouveroit  à  la  nn  delà  demi-arconfércncew| 
infiiilté  de  Points,  aulieu  d'un  feuU  entrée* 
D.  Par  conCquent ,  la  première  Direftionf 
commence  à  s'écarter  de  la  première  0^ 
férence  ne  peut  s*en>  écdrter  que  d'une  0 
infiniment  petite  diwi Jteint  :  &  c'eftenp 
par  ces  gradations  d'infiniment  petits  du  k^ 
ordre,  que  la  féconde  Circonférence  arri«" 

au  Point  Z  Ce  trouvera  dîftantc  de  la  prcmi^ 
de  toute  l'étendue  d'un  Point  infiniment  p 
d|a  premier  ordre. 

il  eft  inutile  de  fuivrc  la  marche  def 

prconfercfl^ 


^Cïrcotffèrence  depuis  Z  juftju  en  E,  &  depuis  E 
jufqu*en  A.  Les  appf ocheméns  des  deux  Cîrcon-  Liv.  il 
ferences  doivent  ruivre-en  defcendanr  la  même  ^^'  Sect* 
«nalogie ,  que  les  éçartemctis  en  montant.  1*  ^^^\l 

Soit  encore  une  autre  Circonférence  quel-      c    n. 
^onqùé  ABDE.  pig,  '^^ 

OOit  le  Point  X,  immédiatement  aa-dçffous 
•de  C  dans  le  Raion  CA ,  pris  pour  Centre  d'un 
jQouyeau*CercIe  parfaitement  égal  au  premier» 

Les  Raions  des  deux  Cercles  étant  égaux-, 
f  extrémité  Y.  du  Raion  dé  iafeconJe  Circon- 
férence dok  être  immédiatement  au-deiTous  du 
Poinit  A,  &  le  toucher  extrinièquement  comme 
X  toucHe  Or" 

Si  i'dn  achevé  le  Diamètre  des  deux  Cercle», 
rextiMÎmité'Z  du  kcond  touchera  le  Point  D  ex- 
trinfêquementy  mais  en-dedans  du  premier  Cerr- 
cle,conime  Y  touchb  A  en-dehors.  Suivons  main- 
teiianc  la  marche  de  la  -feconde  Circonférence, 

Puisque  Z  eft  autant  en-dedans  du  premier 
Cercle  5  que  Y  en-dehors ,  il  faut  que  la  féconde 
Circonférence  rentre  dans  la  première  ,  & 
qu  elle  y  rentre  à  moitié  chemin  vers  le  Point 
B.  Les  deux  Qrconférences  ont  donc  vers  B  un 
Point  entier  de  commun. 

Mais,  pour  parvenir  à  cette  union ,  il  eft  né- 
ceflaire  que  les  Points  quiiuivent  Y  entrent  peu 
à  peu  dans  la  capacité  de  la  première  Circonfé- 
rence. Car  fi  depuis  A  jufqu  en  B  ils  ne  touchoient 
qu'extérieurement  ceux  de  la  première  Circon- 
férence ,  la  (èconde  ièroit  plus  que  mille  fois 
liécexmiiiée  à  coucher  extérieurement  la  pre« 

.  N 


miere  dans  toute  fon  étendue ,  &  le  Pohit  2  % 

liv.TÎ.    trouveroit  au-defius  de  D,  au  lieu  d'être  au»* 

4î.  Sect.  deûousy  ce  qtii  (êroît  contre  la  fùppofitioiK 

I.  Part,   j^qj^^  |g  p^^^j  ^  f^^  Y  ^oitmsence  à  pénétra 

J^  41.  '  ^^^  ^*  Circonférence  du  ^emâer  Gerde ,  le 
iecond  un  peu  plus  avant,  &  ^nâdelfisîte/ui^ 
iju'en  B.  £t  comme  il  y  a  une  infinité  de  Points 
^u  de  Diteâioiis  depiHS  T  jtrfqu'à  B ,  chaque 
l'oint  de  la  fecdnde  Circoiiférence  ^e  pénétte 
^ans  la  première  <pie  d'un  infinkncR?  (îetic  di 
^cond  ordres 

En  Tuivant  ta  même  analogie ,  on  ^cowcevtû 
«ifôment  comment  ks  Points  de  k  iè<:oâde  Or- 
<onféref>ce  ibrcem  peu  à  peu  de  la  ùapaciié  dé 
la  première  depuis  B  Jufqu  en  Z>  comment  ils 
«y  rentrent  de  nouveau  depuis  Z  OôD|urqà'en 
£*)  &  comment  enfin  ils  en  fbrttnt  oriè  fecoctdè 
fois  depuis  E  |ulqu  en  Y  ou  Ai 
*  Je  pourrois  mukiphe^  de  pàf-élb  *exm^laii( 
f)6ur  établir  de  p(ûs  en  plus  la  ^ftvititeilifé  in^ 
^ie  de  nos  Eïémens.  Mais  il  èft  tei^s  dç  quitter 
<€ê  rpéculations  abftaraites^  &  de  pftâbr  i  dW- 
%re6  plus  utiles. 


Liv. îh 
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OKf  peut  aii^fiiènt  pàrfdgér  en  clâfles  toucel 
les  Surfaces  qull  s'agit  de  meforer/ 
La  première  cla0ë  comprend  les  Surfates  qui 
partant  d'une  Ba(ê   quelconque  ,   Confêrvent 
toujours  la  même  étendue  fah!$  s'élargit  ni  fe 
rétrécir,  &  qui  par  con(2quent  font  terminées 


[rammes 


•  La  iecofl(|ff  ^MBai'admpfe»*  fôîtïf M  lès  Figu- 
res ,  qui ,  parijiâe  «fifeM  mié  «pïekt)nqUe ,  vont 
en  fe  retréciflant  Jùfi]^1|i  ce  qu  èfles  le  réunit 
iènt  en  un  Point.  A  ciâfe'clade  appartiennent 
1^ ,  les  Triangles,  i^  Les  Trapèzes  &  tous  les 
Quadrilatères  irréguliers.  Car  dans  ces  Figures 
les  Cotés  non  parallèles,  prolongés  autant  qu*il 
en  èft  befoin  »  (e  réuniroient  dans  un  (èul  Points 
"Sommet.  Ces  Quadrilatères  ne  font  donc  que 
des  Triangles  tfbnquésb  v 

La  troiiiéme  claUe  comprend  toutes  les  Sur». 
fSices»  qui,  pofSçs  iur  une  Baie  quelconque^ 

Nij 


T*)^  tiEOMETRJS  MeTAPHYSIQUÎ. 

g;^^  s'élèvent  d'abord  en  s  elargiflànt ,  &  finiflet* 
ï.iv.'  II;     enlliite  en  ië  rerrcciflanc.  Tels  font  tous  les  Po^ 
TI.  Sect.    lyaÔBesde^usdçfquateecptési  tact' les  régu- 
:a.pA»i.  jiers 'que  les- iri-ègifliers.       ^   r  ■   •  ^  ^  —  - 
La  quatrième  claflg  com[^nd  toutes  les  Sur- 
faces terminées  par  une  Ligne  courbe.  Ces  Fi- 
bres Aaût  ^Tôlf  géhpf  d'u^  infilUfi  de  Cô- 
tés,  on'  aùroit  pu  lès  renfermer  danslaTtoifié- 

IBe-claûer  l^"  •»  Af-'y  ^Jf  »]■■«  ^^'■  rmiff.^  )^y  f^nf, 

faces  bornées  pat  une  Ligne  courbe,  la  Géo- 
jQCirîe  ofdtnairene-êohfidefe'^He-^  Cetcle* 
c'eft-ik-dire.  le  Poljgône  régulier  d'uoeinfiaité 

iiecôtés.' -'-■-■;;;;;:  \'/"::V/^]^  j 


.  ,-^  .,,,,»jj ,  ^^v  ,r  ::r  *i -v'-f^  •'^         ^^/T 


Liv.  n^^ 

CHAPITRE  PREM^^I^         Jî; lï;^.^ 

Figures  J^  lor^remiere  clajfe^  '^  SvK 

'..-•./.'♦'■      '  .     •     '  ...      **  ' 

•  »  -  -, 

*-       •  J  r  .        ,.    w  -,    .  •  • 

'       -    »  .  -     .  .        .  • 

Mejure  des  ParalUhgin^mfnts  reBan^lep..: 

:       •    ■  ,  .....  ^  • 

E  coi^çoence  parle  Parallélogramme  reâtan4- 
gle,  parcçi^ue  cette  Figure  eftioconteftable-f 
^çnr  lajjlus^fée^àmeilitery  &  celle  qui  doi^ 
fcrvir  à  mefurer  toutes  les  autres.^  L'e/pace  rên:; 
fcitné  daasles  bornes  d'unç  Figure  eft  le  réfukar  •    ^ , 
de.  iâ  Longueur  &  de  CiLargeur.  Maisxes  deuîj;      '  "   '- 
Dimehfions;  n*étant  pas  upSbrmes  dans  toutes^ 
les  Figures,  par.  exemple  >,jd4ns,  jl^s  Trianglesr  &? 
fJans  les  autrç^PpIy goues  de  plus  de  quatre  Côr; 
fés,  par  qu^I^mpyien  y:  déco.uv^iroit-on  la  comj 
binai(on  de^la  Longueur  &  de  la  ..Largeur ,  (t 
Ton  ne  pouvoit  les  rapporjcer  à  quelque  auitrer 
Figure  oïl  ces  deux,  Dimenfions.,iie  varient  jk-î^ 
mais. 

Rappellons-nous  la-Figure  ^ui.  d  abord  à  fix^: 
ootre  attention*,  ce  Cub^,  oûji^us  ayons  vu ^ 

clairement  les.-trois*Dimenj(îoi:i5'>  ou  nous  avon^i 
découvert  .les,  Elémens  qui.  forment  JaXignejt. 
ceux  oui  forment  la.  Surface  >,  [Si  ceux  jqul  fet^ 
ipent  Ja  Solidité. .  .i 

Nous,  ayons  apperçu  que  le^moHvement:  di*  "^^,9^ 
j[^iot;.Vhca:&  de.  lui-même  décevoir  laLigne  w         • 


tiv.  IL    fa  première  ntuation ,  formoit  la  Surface  ABCIX 

II.  Suer.   i>»ûà  nous  avotis  Pociclu  i^>  aué  h  jUgnp.AR 

n.  ^^^^r  étoir  un  amas  de  Points  femblables  au  Point  A» 

'^^l]   *   QUI  Ce  fuivenc  fans  incerirùptioa.  iK  Qu^  la  Sur* 

lace  ARCD  étoir  un  compofé  de  Lignes  fèmbla^ 

blés  à  A&  pofëes  lés  unes  à  côté  des  aiitrea  £ui& 

intervalle. 

Si  la  Ligne  Afi  ne  s*arrécoit  point  ckns  fa 
courfè  »  Ralliais  on  n  awoit  de  Larnur  dttermi* 
xïée^  Supposons  donc  w  elle  s'arrête  à  une  dil^ 
tance  <]uelconc]ue  de  la  première  portion  >  la 
I<igne  droite  telle  que  AC>qu}  mefitrera  eetia 
cette  diftance»  exprimera  la  Largeur  de  la  ¥h* 
cure. 
Fig«  10»  Il  n^eft  nullement  péceflfàire»  comme  foti 
voit ,  que  {a  Largeur  ibit  égale  ^  la  Longueur. 
Dès  que  la  Lignp  AQ  s^avance  hors  d'elle-même^ 
la  Surface  efl;  formée,  fojit  qu'elle  sTàrr&e  en- 
deçà  ou  au-delà  du  Pojnt  C,  Par  confJiquent  >  uit 
Parallélogramme  reébangle,  quarré  ou  noi| 
Guarré>  exprime  parfaitement  la  réunion  des 
aeux  premières  Dimenfions,  &  fait  voir  les  Elé* 
mens  uniformes  qui  conftituent  Taire  de  la  Fi* 

Il  faut  donc  connoître  la  quantité  de  ces. 
Elémens  uniformes,  pour  juger  de  le/paçe 
compris  entre  les  limites  d*un  Re^angle,  Or 
cette  quantité  eft  réglée  par  le  nombre ,  quel 
qu*îl  fôit  3  des  Points  contenus  dans  ta  Ligne 
AC.  Car  il  eft  évidenr  que  toutes  les  Dgnes  cg*- 
^  les  à  A3 ,  qui  couvrent  la  Surface  du  Redangle  ^ 

touchent  U  i^e  AC  chacune  dans  un  Poinu 


D'ailleurs  la  I^igfif  AC  n'eft  poipt  étt;»ijgçre  ^^i ^^"^ 
tux  I4gnis5  A^^. On  verra  mlmp». en  y  faifapt.  chap*^ V 
^rtention  ,^iie  cei^e  ligne  AC  n'eft  autre  choie.     ^^  j"    ' 
^ue lamap dfes  extrémirés des  Ligoe^  AB.  Or  ces, 
f  ^tréiBk^$,  prifes  d'un  iènl  coçé  %.  font  égales  aijk. 
nombre  des  lignes,. 
.  Ainfi.  Ton  voir  çl^ireiuent ,,  que  p^^w  42^4?/>^ 

i^^/V^  ^».  R^BangU  propofé,  il  n<  iagit  que  de, 
n^Hfriplkr  fHPÂ  fasF  /^«rf  ks  d^yx  Lignes  qui 
t;vprim§H  kKlm^m^rç^  U,  Lavgem;  ceft-àrv 
dire#  é»  prfini^e  aurant  de  fois,  la  L.tgne  A3i 
qivil  y  a.  ae  Pciui»  daos.  la  Ligne  AC  K  ou  d^ 
Ijrendre  la  Ligne  AC  auranç  de  foi«  qu'il  y  a  de  .  C 
Points  4àns  Ja  Ligne  AB..  Car  toutes  les  deux; 
jpieqvent  étcjçvprifes  i|idiffikren»n»entîrpour  expri? 
m^  h  Longueur  oula  Largeur.. On  conçoit  et>.. 
ffFet  que  laSui/aç^  du  R^<^ngle  peur  être  ég^, 
iemcnr  çoippo^  de  Ligiie&éleiïjenraire^ég^e^ 
à  AC:^  dpnt  les  eKtrémUés  fer  oient  dan$.AB> 
ou  de  Lignes  AP  %  dpnr  iet  exrr^ïwé^  fer  oient; 
dans,  ACv 

On  expijini^cejcite  pr<^âtion  en  d'àmres:rep:* 
me^i  en  difano,  que  lék  Smfmçdt^  KeHa»gle  e^, 
t^  PPiodHit  di  U,Bé^e  &  duXké ^^0\iM&ti^dit:., 
dfiux^  CotJs  qui  fçipt  A^fgk% 

Pour  avoir  encore  une  id4eplw  précise  dç^~ 
cette  mefiir^  d^  Reâî^j^^fuppofonsJalignç 
AB  partagée^  en  Points  qy^rre*  ^ontigus^Son. 
jnouveiîient  parallèle^  en  /ormant  k  Re^ilan^ 
gle ,  le  couvrira  d'un  ceirt^n  npinb^jp 4e  Points- 
quarrés  >  qui  m  Igjg^w^ewe-ewf  a^^çuo^vu^^^ 

N  i^ 


des  &  la  Ligne  AC  ne  ^ra  que  I^répétiriofi  dut 
Liv.  II.    Quarré  A  de  la  Ligne  AB.  Par  conléquent ,  le 
H.  Sect.   nombre  de  Qjiarrés  contenus  dans  le  Reétan- 
n.  PAR.T.  gj^  ^^  i^j.^  autre  chofeque  le  nombre  des  Points 
c  £  '    dont  la  Ligne  AB  eft  compofée  j  répété  autant 
de  fois  qu'il  y  a  de  femolables  Points  dans  la 
Ligne  AC.  Ainfi  (uppolànt  200  Points  dans  ABs 
&  100  dans  AC ,  Taire  du  Redanglc  fera  cou- 
verte ou  compofée  décent  fois  200  Points,  c*eft- 
à-dire,  de  20000. 

On  voit  bien  que  cette  fùppofitîon  n*eft  faite 
que  pour  fixer  Timagination;  car  ileft  impoffi* 
ble  de  (upputer  le  nombre  de  Quarrcs  iilfini- 
itient  petits  qui  doivent  entrer  dans  la  compo- 
l'ig.  11^  fition  dun^  Redtangle  quelconque.  Mais  pour 
réalifêr  davantage  la  mppofition ,  partageons 
les  Lignes  AC ,  AB  en  parties  égales  d*une  gran- 
deur arbitraire.  Soit,  par  exemple,  AC  parta- 
gée en  j  de  ces  parties ,  &  AB  en  4.  Si  par  les 
divifions  de  AC  on  tire  des  Lignes  parallèles  à 

AB ,  le  Reftangfe  total  fera  pa:  tagé  en  3  petits 
Reâangles  dont  la  Bafe  fera  égaJe  à  AB ,  &  dont 
la  Hauteur  ou  Largeur  ne  fera  que  le  tiers  de 

AC.  Mais  fi  par  les  divifions  de  AB  on  tire  des 
Parallèles  à  AC,  chacun  de  nos  5  petits  Redan^ 
jgles  (cra  dîvifé  en  4  Redtangles  égaux ,  c*eft-à- 
dire,  en  4  Qiiarrés,  puisque  la  Bafe  de  chacun 
d'eux  e/l  égde  au  Côté.  Le  Redangle  total  fera 
donc  cotrvert  de  1 2  petits  Quatrés.. 

S*il  arriy oit  que  les  divifions  de  la  Ligne  AC 
ne  pulFent  sa]ufter  exaâement  fiir  la  Bafe  AB, 
&  qu'  près  y  avoir  marqué  4  dé  ces  parties,  il 
reftâc  une  portion  quelconque  de  Ligne  >  par 
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exemple  y,  une  moitié  d'unç  des  parties  égales , 
cela  ne  formeroit  aucune  difficulté.  Alors  outre   Lir.  II. 
Jes  1 1  Quarrés  compris  dans  le  Reûangle  total  >  Jj*  f^^T. 
il  Y  auroit  de  plus  une  Bande  de  trois  demi-  q^^^^i^. 
Quarrés  qui  termineroit  la  Figure  en  BD.  5,  i* 

-  Que  Ton  faflè  après  cela  de  plus  grandes  ou 
de  plus  petites  divifions  dans  les  deux  Lignes 
dont  la  multiplication  forme  le  Redangle,  il 
en  reliiltera  feulement ,  que  la  Figure  fera  cou- 
verte d'un  plus  petit  nombre  de  grands  Quarrés» 
ou  d  un  plus  grand  nombre  de  petits.  Mais  il 
fera  toujours  confiant ,  que  fowr  avoir  ta  SurfMt. 
du  Re&angle  y  il  faut  multiplier  la  Bafi  par  U 
€oté  y  au  le  coté  par  la  Bafe.  > 

Je  fuppofe  toujours,  comme  Ton  voit»  que 
nos  Lignes  géométriques  ont  une  Largeur  réel- 
le y  8c  nos  Points ,  quelque  étendue.  Mais  pour- 
roi  t-on  fuppofer  le  contraire  fans  tomber  dans 
une  âbiurdité  palpable  ?  Comment  fè  pouqroit- 
û  faire  que  aes  Lignes  fans  aucune  Largeur» 
for maflent  par  leur  répétition  uneLargeur  réelle» 
&  que  des  Points  fans  étendue  formaflent  une. 
étendue  plus  ou  moins  confidérable?  Prenons 

garde  que  nos  Lignes  ne  font  plus  ici  de  fîmples 
ornes ,  ni  de  fîmples  expreflions  de  Longueur  y 
Hi  nos  Points ,  de  fîmples  rapports  de  commeifcei 
ment  &  de  fin ,  mais  que  ces  Lignes  &  ces  Points 
iont  des  portions  intégrantes  d'étendue. 
•  Qu'enteml-t'on  en  efi'et ,  lorfqu'on  demande 
quelle  efl  retendue  comprife  dans  les  bornes 
d'une  Figure  t  Aucune  portion  d'étendue  n  eft 
grande  ni  petite  que  par  comparaifbn  :  la  gran- 
deur &  la  petiteuè  foot  des  idées  rel^ives.  Si 


2*5 r        GEOMCTatt  MerÀWîYSfCjpi» 
TEiendue  éroit  com^Cét  d  unités  parjaiiei,  Hsh^ 
L»T.  IL.   divifibles  ^  inétendues  eiles-métnes  >  on  pQwroifi^ 
II.  $ztr.   ^i^Q  ^^jg  i^  quahtité  d*Elémen«  de  cettç  ei|iéce^ 

CJi  AP*  I*  ^^^^^'^^  *^^*  ^"^  Eigiif ^ >  en  donnerait  là  gran»^ 
j^  j]  *  deur  abiplue  >  &  que  le»  Figures  fer  oient  d'au- 
tant plus  gi:andes  »  qu'elles  contiendtole&t  da-^ 
vancage  de  ces  Elémcns  e0ènttels*  M^is ,,  non  ^. 
f  Etendue  ex€luc  de  Ton  idée^  ces  unités  parfai-i^ 
tel.  Aucun  Point»  qui  ne  Toit  lui-même Tamasr. 
^ne  infinité  d'Elécneos  »  diviiibles  eux^-memes. 
en  une  infinité  d'î^ucres  Elémens  ians  bortie  & 
kta  fin.  U  eft  donc  impo/fible  de  mefuier  I'Eh 
cenduf  par  des  unités ,  à  moins  que  ce  ne  foienc 
des  mites  fiâices ,.  quin*fexcluent  point  la  divin 
fibiiité-  Ceft  ce  que  nous  avons  fait  en  couvrante 
notre  Reâ^ngU  d^iMie  inanité  de  Quarrés  infi«K 
Riment  petijts..  Car  quoique  lea  inâmmena;  petitSL 
jfbient  Ai£:eptibles  de  plus  ou  de  moins  dans  leus 
ordre  :  quoiqu'ils  ibi^nt-  eux-mêmes  cosipoféa 
d'autres  Elémens  infiniment  petits  du  iècondi 
ordre  >  le^  premiers  font  néanmoins  les  unitési 
les  plus  parfaites ,  qui  puiflfeni:  entrer  dans  Tin"*^ 
légration  d  une  portion  d'ét^Qdtte>.dont  Ugran?» 
deur  eft.  a(Egnable«, 

Il  réfiilte  djs-là  que  Ton  ne  peut  mefurer  ua 
eip^e  que  par  des  efpaces  plus  peûts  v  &  com<« 
me  ces  efpaces  plus  petits  font  arbitraires,  il  eft 
néçeflaire  que  l'on  en  convienne*.  Pour  aller 
juiqu'à  la  dernière  précifion ,  nous  avons  été 
obligés  de  recourir  à  des  E^mens  infiniment 
petits.  Mais  comme  il  n'y  a  point,  de  Figure  qui. 
n  en  contienne  une  infinité  »  ^  que  des  infinités. 
{Jus  grandes  &  ^us  petiotes.  Tonit  jujq  océan  iào^^ 


/ 
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tWt  Si  fans  food>  ce  feroit  ^n  valti  que^  Ton  î 


m 


tSzyeroit  dans  la  pratique  de  }uger  de  la  gran»    Liv.  II. 
dcur  d*ua  efpace  par  hnfinké  plus  ou  inoln<  ^^*  Sbot. 
I^ande  de  ces  infiniment  petit$.  On  a  donc  été  ^*  ^^**' 
contraint  d'avoir  recours  à  des  unités  fiâicei      ^  |*   ^ 
dune  étendue  plus  grofliere.  On  eft  convenu 
de  certaines  grandeurs  fixes ,  siCÊét  à  faifir  pat 
la  vâe  &  par  f  imagination ,  au/quelles  on  ( 
donné  les  noms  de  Perches  »  de  Toiles  »  de  Cou* 
dées ,  de  Pieds ,  de  Pouces ,  de  Lignes.  On  divi(ê 
line  fiafe  AB  &  un  C6té  AC  en  un  ceilain  nom* 
bre  de  Perches,  de  Toi&s,  &c^  &  multipliant 
le  nombre  des  parties  égales  de  la  Baie  par  cel^ 
les  du  Côté ,  il  en  rédilte  que  le  ReAangle  çft 
eompc^  d'un  certain  nombre  de  Quartes  donc 
chaque  Cété  eft  d  une  Perche  ou  d  une  Toile 
pour  les  grandes  Figures^  d'une  Coudée  ou  d'ua 
pied,  pour  les  médiocres >  d|un  Pouce  ou  d'onc 
Ligne ,  pour  les  petites. 

Mais,  dira-t'on»  puilque  ces  unités  êàiceê 
(ont  d'inftitution  arbitraire ,  pourquoi  leur  fixe- 
l'on  la  forme  quarrée  ?  un  Point  re^angle-ob^ 
long  ne  pourtoit-  il  pas  également  entrer  dans  la 
compolkion  d'un  Reélangle  de  grandeur  finie  T 
.  Il  le  pourroit  fans  doute ,  &  nous  en  avons 
tous  les  jours  des  exemples  Ibus  les  yeux.  Ceft 
la  forme  que  l'on  donne  aux  pierres  employées 
dans  les  bitimens  ^  &  l'on  peut  faire  un  Reâan- 
gle  très-régulier  avec  ces  pierres. 

Mais  les  unités  ouarrées  ^tant  également  pro^ 
près  à  conftjtuer  l'étendue  d^ln  Reâangle,  il 
eft  évident  qu'elle^  doivent  être  préférées  auit 
rmt^  Qblon^ues^  9c  cela  pouc  deux  raiTons, 
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i^.  Pour  remplie  un  Reâangle  de  Poiots  obf 

Liv.  II.    longs  >  il  faudroit  diviser  la  Bafe  &  le  Coté  en 

IL  Sbct.   parties  inégales  ^  car  la  Longueur  du  Point  ol> 

C  j^^T  l^^S^J^o^  pJ"5  grande  que  fa  Largeur.  Gela  Ce 

$.  I.   *  P^"^  ^^"^  doute',  mais  on  fent  en  même  tems 

que  cette  méthode  «ft  peu  naturelle ,.  &  qu  çn 

ne  doit  y  re<^urir  que  dans  le  befoin ,  comme 

£ar  exemple ,  lorlqu'il  ef);  queftion  de  fçavoir 
î  nombre  de  pierres  employées  dans^une  cou- 
che rectangle  d  un  mafliL  Mais  loriqu  on  veut 
iêulement  évaluer  l'efpace  contenu  dans  un  Recr 
tangle>  il  efl:  beaucoup  plus:4^ns  Tordre  de  par- 
tager en  parties  *égalesies  Lignes  qu'il  faut  mul* 
tiplier.  Or  le  produit  de  ces  parties  égales  donne 
des'Quarrés..  Par  confëquent ,  on  doit  negarder 
lés  unités  quarrees  comme  les  vrais  Elcmens  du 
Rectangle... 

2^  En  fait  dç  mefures,  il  faut  toujours  choifit 
les  plus  fimples,  l^plqs  fixes,  &  les^us  aifées 
à  concevoir.  Cette  raifon  décide  en  fayeur  des 
unités  quarrées.  Si  l'on  dit  que  la  Surface  d'un 
tel  Reiâangle  eft  de  1.0  Pieds  quarrés-,  tout  le 
monde  entendra  ce  langage  i  la  Figure  du  Pied 
quarté  (è  peint  vivement  dans  l'imagination  i 
une  feule  Ligne  détermine  la  Figure,  parceque 
tous  Içs  Côres  en  font  égaux.  Mais  fi  Ton  diioit 
qu'un  Redangle  eft  compofé  de  20  autres  Rec- 
tangles plus  petits,  on  ne  donneroit  point  d'idée 
nette  de  fon  étendue.  Car  dans  ces  petits  Rec? 
tangles  comme  dans  les  grands,  les  deux  Côtés 
tpi  font  Angle  font  inégaux  i  &  cette  inégalité 

{jeut  varier  à  l'infini.  Il  faudroit  donc  fpécifiec 
a.  Longueur  &  U  Lfirgeur  de  ces  petits^Reft^iar 
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^leàt  &  malgré  cette  précaution  ,  6h  -auroit 
îericiore  de  la  peine  à  ftfir  nettelrient  la  forme    tïv.  n. 
îdc  ces  Surfaces  meftwrânres.  ^^'  ^^^*' 

-'  Pour  terminer  cequi  regarde  le  R^ûangle,  ^'^^*^Ti 
il  eft  néceflàire  d'avertir,  que  comme  ia  Surface  c  jj^ 
fi'^  autre  choie  que  le  produit  des  deux  Côtés 
feifant  Angle ,  ces  deux  Côtés ,  par  la  mêm€  rai^ 
^Mi,  font  appelles  les  Produifans  de  la  Hgureî 
"  Ayant  donc  deû*  Lignes  quelconques  pou^ 
Coitoer  un  Reélangle^  ces  deux  Produifans  dé- 
terminent relkmcnt  la  Figure ,  que  fa  forme  & 
là  grandeur  né  peuvent  varier*  En  multipliant 
'49s^  deu^  -Lignes  Tunè  pat  l'autre,  on  connoîtrt 
-ftîfpace  que  contiendra  le  Reâangle  avant  mê- 
me qu'il  foit  conftruit, 

-  Si  le  Reéhingleeft un Quarré , fe deuxf Prof 
dui/àns  (ont  égaux.  On  peut  donc  dire  qu'il  n'eu 
;ft k]U'un ,  qui  multiplié  par  lui-même,  forme  I9 
iSurfâce.  Cet  unique  Prôduilànt  eft  appelle  Ra- 
kiniduQuotié^  &  la  Racine  donnée,  déterminé 
invariablement  la  grandeur  de  la  Figure.        ^ 


.  '    '    >» 

§.  II. 

OBSERrATJONS  GENERALES 

•  •  ■ 

■  *  i         • 

iSur  U  mejure  Ides  Figures  planes  qui  ne  fin^ 


pas' retian^les, 

^|3  I^  de  plus  fimple;&  de  plus  intelligible 
il\.que  la  médire  des ReftângleSé  La  Longueur 
8c  la  Largeur  y  font  exprimées  (ans  nuage  pat 
lés  deux  Lighes  dd  Périnîétre  qui  font  Angle) 


? 
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&  les  deux  ProduUàtis  s'y  montrent  àdécoiivetfc 
Liv.  IL  Auffi  Ce  poFte-t  oa  naturellement  à  chbiiir  cetie 
n.  Sbct.   Figure  pour  faire  des  enceintes  ^  k  mdins-qUf 

Cha^'^L   ^*  "^c^ffi^é  ^»  l'utilité  ne  déterminent  à  leut 

'  ^^  lî^      donner  une  autre  formes 

,  Si  la  Surface  de  la  terrô  n'avoir  }àmaiséeé  pstt^ 
tagée  ^ueii  Re<5bng;ies,  là  Géométrie  iêroH 
long-tenls  .teftée  dans  fa  gtofliéreté  pciihitivl^ 
(^el  motif  auroit  pu  porter  les  hotiHnes  à  Iné- 
diter fur  la  nature  &  les  propriétés,  des  autcai 
PolfgQtied  dont,  on  n  eut  point  fait  d'u^igel  La 
Géométrie  eft  (lUe  du  t>eioim  La  natuf  è  a  tracé 
les  diâéreas  Polygones  (br  la  Surface  de  la  tetrtr 
4o  a  fouyent  ^té  Contraint  de  les  adopter  >  kcôiA' 
toodité  &  Tagrément  les  ont  multipliée*  Alofi 
ii^  a  faUu,  pout  évaluer  l'elpa^e  reftfefmé  d(ms 
Jtforsi  limites.^  comparer  leur  grandeur  avec  feP* 
|iace  oOnnu  des  Surface^  trcâangks»  Otf  a'eft 
4'abof4  contenté  d'e^  juger  par  des  âppjroalta^ 
tionsfoUvec^  faUtiveSi  Enân  les  mécdîliptea  6^ 
Ton  t^Miiboit  î<>uifnellefnem  »  ont  imp^Â  f iieu^ 
reufe  néceificé  d'approfondir  ce  qui  regarde  les 
diverfo  portions  aéténdue. 

En  effet ,  on  s'apperçoit  aiiément  que  la  va* 
leur  de  refpace  contenu  dans  un  Polygone  qui 
n'eft  pas*  reâan^e  ne  &ate  pas  aœcyeiA  Cet 
espace  eft  fans  doute  le  réfultat  de  la  Longueur 
&  de  là  Largeur  combinées.  Mai$  od  trôùVer  ces 
Dimenfions ,  par  e:iempte  >  dkns  un  Triangle  ? 
flg.  12.  SI  l'on  pc€9id  la  Bafe  pour  rex(>re(So»  derlsi 
Longueur»  quelle  autse  Ligne  fera  TéxprelBoh 
de  la  Largeur  ?  une  Perpendiculaire  abailTée  du 
jSomtiBei  m  la  Ba^  dotiôo  lu  hauiwur  d^  TiûaR^* 


.  Di  tA  PtAkinttliit»  '  tosi? 
f(^t.  Mais  toutes  les  atitcei  Petpendiciiiaires  à 
«cette  Baiê^  font  piui  courtes  que  la  Ligne  de  ^^^'  î^- 
•hauteur»  &  Vont  toufouts  en  diminuant,  à  me-  ^^-  ®^^'*'- 
fcre  qu  eUes  s'at>prociient  des  deux  Angles  in^  CMAff  l' 
ftrieuts.  Parmi  toutes  ces  Perpehdiculaites ,  '   {«  û.  ' 

rMe  eft  celle  qui  &ra  le  âgne  âe  la  Largtuc 
la  Figure  ! 

£>'atlkikf$  lefpace Pkd  eft uécdTaAnmiir  le 
•Produit  de  deux  Lignesproduinmies  multipliéte 
i'une  par  l'autre^  Mais  £  Ion  prend kflm  du 
'Triangle  pour  un  des  PrcdmâoiB  y  outi  fera  l'ai)^ 
'tte  produifant^  Si  i'oti  fmdti|flc6it  li&afe  parla 
4iauteût  perpetidicviàiré  »  on  auraii  uh  Rjeâati- 
^le  qui  ftitpafieroit  de  beaucoup  Fe/poce  triaii- 
-gulaire  >  aux  jretixfliêmes  les  nsoinls  dutrvofaiif. 

Ce  que  je  dis  de  Triangle,  ^e  le  dis  de  toàsiés 
Autres  Polfgmcs  noniitâittigics'»'&:.fen;'ai  pas 
ibelbtn  d'en  faire  l'appticaiion*  tl  faudiaoit  donc 
teâoncdt  à  loefiiter  exsafbeÉiem:  leur  Smface  f  G 
Ton  s'^ttitoit  unlquentenc  à  les  cotifiibirer  en 
cux-fi^més  :  fie  tdk  èft  la  difiSculté  quia  touché 
«os  pères  ^  &  qui  tes  a  forcés  1  méditer  frrofoDK 
dément  fur  la  nature  des  étendues  bornéel 
Leurs  efforts  n*ont  pas  été  vains*  Il  ny  a  point 
de  Figure,  pour  irrégulîere  qu'elle  Ibit,  à  la- 
quelle on  ne  trouve  un  Reâangle  égal  en  éten- 
due*  Voilà  le  grantl  fetrtft-  de  la  Planimétrie. 
Dès-lors  toute  difficulté  difparoît.  On  .trouve 
avec  facilité  les  deux  Prodûïfans  de  toufe  Sur-^ 
-ibccv  (fâ  ne  font  autres^  que  ceux  métàés  du  .  *  "  r 
•  Reâângle  qui  lui  eft  i^âk  On  trouva  le»  £lé« 
m^as  un^birmes  qUi  la  conAituent  i  &  Fon  dit  " 
.tam  ctaindte  de  ibiîtenir  un paifadoxé  »  que  h'  ^  ^ 
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Surface  de  tel  Triangle ,  par  exemple ,  eflrdc* 

Xiv.  II.  '  lo  Pieds  quartés  :  ce  qui  fignifie  feulemeiït  que 

II.  SeCt,  çgjt^g  Surface  eft  régale  à  celle  d'un  Redangle 

•  II.  Part.  ^^^  ^^  Pieds  quarrés  couvriroient  exadement» 

-  Ilî,  *       ^^  ^^^  ^"^  difte  en  effet  que  Ton  doit  avoir 

uiie  mefure  commune  pour  juger  de  Teipace 

contenu  dans  toutes  les  Surfaces  que  Ion  pebc 

comparJI  enfemble-  Car  lefpace  eft homogène 

dans  .toutes  les  Figures.  Quelle  conftifîon,  fi 

chaque  Polygone  avoir  ùl  melure  particulière* 

Gomment  pourroitf on  juger  de  leur  grandeur 

'  trefpeâive?  Il  faut  donc  le  fixer  aux  unités  fiâl- 

•ces  du  Polygone, qui  feulpeut  être  mefliré  par 

-lui-même.  Par  conféq^enf,  les  petits  Qparrés 

.deviennent  la  mefure  naturelle  de  tous  les  Po- 

rlygones,  &  même  de  ceux  aufquels  cette  efpéce 

i-d'Êlément  patoitroit  le  moins  convenir. 

'     U  ne*^*agit  donc. plus  que  de  déterminer  les 

Reâanglès  égaux  à  chaque  Figure  ;  &  c  elt  à 

îcette  recherche  que  nous  allons  nous  livrer  en 

examinant  chaque  efpéce  de  Figures  planés  ielon 

4es  daflès  dans  lefquelles  nous  les  avons  diftri^ 

.buées.  .      . 
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Mefure  du  Parallélogramme  incliné. 

Fîg.  15.  &  Y^Ette  Figure  a  tant  de  refTemblanfce  avec  le 
14.  corn-  V^Re6tangle,qu  on  fcroit  tenté  de  confondre 
parées  avec  Y^Çp^çç  qu'ils  renferment ,  lorfque  les  deux  Co- 

&  10*^'  ^'-t^s  qui  font  Angle  4w$  TiiûÇ  ^  dans  l'autre  , 
*  font 
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font  reJpeAivement  égaux.  En  eflet ,  l'on  pour- 
toit  concevoir  le  Parallélogramme  incliné  cou-    Liv.  II. 
vert  àe  Ugne^  AC  ou  de  Lignes  AB  égales  aux  ^J*  ^®^''- 
Elémens  du  Re6bngle.  Il  fembleroit  donc  ouc  "^^p  "' 
pour  avoir  Teipace  contenu  dans  le  Parallclo-     j  ji£^  * 
gramme  »  il  faudroit  >  ainfi  que  dans  le  Redbin- 
gle  y  multiplier  le  Côté  pat  la  Ba(e ,  ou  la  Ba(e 
par  le  Côté. 

Cette  apparence  peut  encore  être  fortifiée 
par  un  raiibnnemént  fubtil.  On  dira  que  le  Pa« 
rallélogramme ,  ainiS  que  le  ReîStangle ,  le  for- 
me par  le  mouvement  de  la  Ba/e  AB  (ur  le  Côté 
AC ,  ou  du  Coté  AC  fur  la  Bafe  AB.  Que  pac 
coni^quent,  il  faudroit  prendre  autant  de  fois  là 
Bafe  »  qu  il  y  à  de  Points  dans  le  Côté  ;  ou  le 
Coté,  autant  de  fols  qu'il  7  a  de  Points  dans  là 
Ba/ê.  Il  faudroit  donc  multiplie|:  Tun  par  Tautre 

Sour  avoir  la  Surface  du  Parallélogramme.  Or 
y  a  autant  de  Points  dans  la  Bafè  &  dans  lé 
Côté  ,^ue  dans  la  Baie  8c  dans  le  Côté  db  Rec- 
tangle, ptiifqu'on  fuppofè  ces  Lignes  reïpe&ive* 
ment  égales.  Donc  les  deux  Figures  renferme* 
roient  le  niême  élpace. 
'  Les  Commençans  qui  méditent  >  ont  peine  à 
découvrir  le  lEaux  dece  raifonnement  •,  &jené 
doute  point  que  les  anciens  Arpenteurs  n  en  aient 
été  (buveht  la  dupe ,  (ùr  tout  Ibrfque  les  Parallé^ 
logrammes  qu  ifs  meluroient  étoient  médiocre- 
ment inclin£s  fur  leur  Bafe.  Mais  Texpérience 
les  défabûfa  ^bientôt.  On  vit  qu'une  forte  inclf- 
iiailon  diminuait  Jênfiblement  Tenace  contenu  * 
Se  cjyi  on  pouvoit  abaiflèr  le  Côté  (lir  la  Bafe 
g  UQ-  tel  Vùïnt  >  qu'à  peine  la  Figure  contien;- 

O 


r 
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— — ^  droit-elle  un  e/pace  feofible.  Qjie  l*on  compare 

ï.(v.  U.    èo  effet  la  Figure  i  f  avec  la  Figure  lo ,  &  mê- 

Jî.  Sbct.   meavecIaFlg.  i4,onferafrappé<ielapetiteflc 

U.  PAB.T.  jy  parallélogrâmme  ttès-HicUni ,  relativement 

'^Yù''  i  l'efpace  renfermé  dans  le  Reàangle  lo,  & 

mÈme  dans  le  Parallélogramme  14.  Cependant 

«es  trois  Figures  font  terminées  par  de?  Ligne* 

icfoeaivement  égales.  ,  ,  "     .    ,'        ■ 

'    Mais  fans  nous  arrêtée ,  à  cette  raîfori  qui  ne 

parle  qu'aux  yeux ,  je  dis  que  la  marche  même 

de  la  Bafe  AB  far  le  Coté  AC ,  montre  fuififam- 

Bient,  que  poi^r  avpir  l'efpace  concentf,  il  ne 

faut  pa5  multiplier  ces  deux  Lignes  l'une  pair 

l'autre.  Je  Vois  que  dans  cette  inarche,  là  Bafe 

'AB  fe  ptêre  ^  deux  DireAions  i-eptéfentées  pair 

l'Oblique  AÇ,  fçavoir,  la  Direftion  pacallelei 

U  premiete  poiîtion ,  &  la  DireiSion  perpendi- 

Cmalre^  Or  la, marche  de  AB  félon  la  Direction 

barallele  ne  donne  qu'un  mouvement  en  Loiy 

fueur ,  &  ne  contribue  en  rien  à  la  produâion 
ê  l'efpace,  qui  ne's'cwere  que  par  le  mouve- 
ment de  la  Baie  ("elon  la  Diceftion  perpendicu- 
laire. Donc  le  Côté  AC  ne  peut  être  ptoduifant 
de  rcfpace  qu'autant  qu'il  tient  de  cette  dernière 
pireaion.  Or  ce  qu'il  en  pirticipe  eft  exprimé 
par  une  Perpendiculaire  £F  abaiflee  fur  la  Bafe 
d'un  Poinr  quelconque  du  Côté  fupéricnr.  Cettp 
Perpendicûïaîrç'ineforc  la  diilance  où  eft  AB  à 
l'égard  de  la  ptemietiî  pofirion,  lorfqu'elle  « 
parcouru  l'Oblique  AC  Donc  l'efpace  produit 
'par  leraouverivênF  de-la  Bafe  doit  être  mefiitc 
par  la  hauteuE.  ÇffrpeodJculaire ,  &  non  par  le 
Coté  ôblioue.  '  ' 
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De  pkti:  Tcrpace  rèfirite  de  la  combinaifon 
^e  la  Lohgûtut  &  de  là  Largeur.  En  prenant    L;cr.  !!• 
donc  la  Bafe  du  Pardlélbgràmrtié  pour  l'cxprei^   ^*-  ^^^'^^ 
fioù  de  la  Longueur  de  la  Figure,  fa  Largeur    ïï'  ^A^^^ 
fcra-t  elle  exprimée  par  le  P&té  oblixjue ,  ou  par     ^^m.  * 
la  Hauteur  perpendîtuliaîre  ?  II  eft  manifcfte  que? 
c*eft  par  cette  dernière  Ligne.  Ayant  une  Régie    Fig- 1^» 
ABCD  Re&angie  d*une  Longueur  &  d  une  Lar-^ 
geur  quelconque  :  fi  par  les  dieux  extrémités  Tort    \ 
en  retranche  deux  petits  Triangles ,  &  que  Ton 
en  fafle  un  Parallélogramme  incliné ,  jamais  it 
lie  viehdra  dans  Tetprit  de  perfonne,  que  par 
te  retranchement  la  Régie  ait  acquis  plus  de 
Lai^geur.  Cependant  fes  nouvelles  Limites  laté^ 
raies  AE,  fÙ  font  plus  içratides  que  les  ancîefi- 
nés  AC ,  BD.  Donc  le  Coté  AE  n'exprime  point 
h  Largeur  de  la  Régie,  dans  ia  nouvelle  èrua- 
tion;  c'eft  toujours  Fancien  Côté  AC,  ou  uiie 
àtjtre  PerpencUcuIaîre  équivalente.  Pal:  confé- 
quent,  pour  avoir  Tefpace  de  ce  nouveau  Ps^^ 
raïlélogramme  incliné ,  il  faut  niultiplier  fa  fiâ-= 
k ,  noïi  par  le  Câté  obliqué,  mais  par  la  Ligné 
de  Hauteur  perpendiculaire. 

Ces  çaifpnnemens  péxemproiré»  ne  laiffent 
aucun  doute  filr  le  parti  du  il  faui  ptendre.'  H  y 
à  donc  un  Paralogifme  «dans  f argument  iubtil , 
<jui  lembfcr  Conduire  à  une  àurre  coriclufion.  T4- 
dions  de  fertt  fentir  ce  qu*il  a  de  défeâuedx. 

Soit  h  Èafe  AB,  le  Côté  oblique  AC,&  li  Fîg.  ij.  êè 
Petpendiciilaite  ËF.  Si  Ton  fait  mouvoir  AB- le  H* 
lohg  du  Côté  AC ,  cette  Bafe  coupera  perpendi- 
culairement EF  dans  tous  {es  Points ,  St  touchera 
<>biîqafeïïieht  tousles  Points  du  Côté  AC^  Alnfi; 
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en  Hippoiànc  ces  trois  Lignes  partagées  en  Pointa 
Liv.IL  égaux,  il  faudra  dire  que  la  Bafê  n'aura  jamais 
II.  Sbct,  <ju*unJPoint  de  commun  avec  la  Perpendiculaire 
U.  PART,  gp ,  j^^.  j  ^y>^  chaque  pas  elle  touchera  plus  de 

I  ^^  *  la  valeur  d*un  Point  fîir  le  Côté  AC  En  efet ,  la 
Bafe  AB  ayant  une  Largeur  infiniment  petite» 
ne  touche  point  le  Coté  AC  par  une  Limite  per^ 
pendiculaire ,  mais  par  une  Obllaue  tracée  aans 
la  propre  Largeur ,  &  toujours  plus  grande  que 
la  .petite  Lij^ne  perpendiculaire  par  laquelle  elle 
frappe  le  Coté  AC  dans  le  Reâangle.  Par  confô- 
quent ,  en  lùppofant  les  trois  Lignes  AB  >  AC  » 
£F  partagées  en  Points  égaux ,  c'eft4-dire  >  en 
Quarrés  infiniment  petits ,  il  efl  clair  que  AB  qui 
oe  coupe  qu  un  Point  à  chaque  pas  dans  la  Per*- 

{)endiculaire  EF,  en  touche  la  valeur  de  plus  d*un 
ur  le  Coté  AC ,  ainfi  qu  il  a  été  tîxpliqué  ci» 
deflus  plus  au  long* 

Il  fuit  de-là  i^  qu  il  y  a  moins  de  Dgnes  AB 
dans  la  Sur&ce  du  Parallélogramme  >  que  de 
Points  dans  le  Coté  AC*»  &  que  par  confequent 
là  multiphcation  de  AB  par  les  Points  de  AC. 
donneroit  un  efpace  plus  grand  que  celui  du 
Parallélograoïme. 

2^.  Que  le  nombre  des  Lignes  AB  efl  déter- 
miné par  le  nombre  des  Points  de  la  Perpendi- 
laire  EF  plus  courte  que  TOblique  ACi.&  que 
par  conféquent  cettePerpendicuIaire  EF  eft  le 
iêcond  Pxoduifanr'  du  Parallélogramme. 

Je  ne  puis  m'empccher  d'obfêrver  encpre  lcî> 
combien  il  efl  néceflàire  d'avoir  égard  à  reten- 
due des  P9;nts  &  à  la  Largeur  des  Lignes  géo- 
métriques.Xçspartifans  des  Elémei^  indiviiible^ 
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fiie  pdurroîent'  fè  tirer  du  raifbnnement'  fiibtil 
par  lequel  j*âi  commencé"  ee  Paragraphe,  Car  Lxv.  IL 
one  Bafe  (ans  Largeur  ne  toadbèni' jamais*  en  !'•  Sbct, 
s*élevanrqu  un  Point  indivifible^cfans  leCoté  du  ^HA^rÎ! 
Parallélogramme-,  foiP  reâanglè  •  foif  incliné:  5.^1114,  * 
Donc  pour  avoir  k  Surface*  de  IW  &  de  l^u*- 
tre,  il  faudra^  prendre  la  bigne  AB  autanr  de 
fois  qu'il'  Y  a  de  Points  ihétendus  d^ns  le  Côté 
AC.  Cependant  il  eflrévidenrd'une  autre  part  v 
que  dans  un  Parallélogramme  incliné ,  ri  faut 
prendre  la  Bafe  aïKant  de  fois  quîly  a  de  Points 
dans  la:  Ligne  de'Hâuteur,  pnifgue  la  Bàfê  en 
■^'élevant*  ne  coupe  àia  fois  qu'un  fcul  Poinr  dans 
cette  Perpendiculaire^ Qnpourroit  donc  à  ion 
choix  prendre- pour  fecond  Produifànt  du  Pas- 
rallélogramme ,  ou  la  Ligne  de  Hauteur  ou  le 
eôté  oblique,  ce  qui  eft  de  lé*  dernière  afefiir- 
dité;  puifque  lé 'CôféoWique  a  toujours  plus  de 
Longueur*  que  k  Hauteur  perpendiculaire  y  8c 
d^autant  plus ,  qu'il  eft  plus  oblique.  Comment 
ceux  qui  s'appliquent  à  l'étude  de  la*  Géométrie 
ne  (erofent-ift  pa»ici  déconcertés  rOn  leur  a  tou- 
jours dit  que  le  Point  étoir  inétendù-,  &  la  Li- 
gne (ans  Largeur  ;  &  tout  d'un  coup  ilsfe  voyent 
contraints  aabandomier  cette hypothèfe ,  pour 
n'être  pas  obligés  dt  regarder  le  Côté  du  Pa- 
rallélogramme oblique*  eomme  le  fecond  Pro- 
duiknt  de  la  Figure;  ^ 

Il  faur  pourtant  avouer  qu'ille  pourroît  érre^ 
en  un  (èns  ,  qui  n'eft  nulfemenr  contraire  "à 
ce  que  nous  venons  d^établir,  Céft  ce  qu'il  eft 
fcefoin  d'expliquer  pour  achever  d'éclaircirce 
qui  concerne  fe^Parallélograniine •incliné.' 

Qiii 
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Ptetioiis  un  Reâangle  &  un  Pacjdl^Iogtafft? 
Liv".  II.  me  donc  les  Cotés  (oient  ie(peâiTeaient  égaux  » 
IL  Sbct.  jeig  qyç  font  les  Figures  ii  &  17.  On  pourra 

Chap"'  ^^^'^  ^  Bafc^  cn4partieséga!e5,&leCoté 
c  ]jx.      ii^  en  )  ^  &  ces  divifions  iêrpnt  égales  dans  les 
F2g.ii.&  deux  Figures*  Si  par  les  divifions  du  Parallélo^ 
jj.  £ramme  incliné ,  on  tire  des  Lignes  parallèles  ) 

la  Bafè  &  au  Coté,  la  Siurface  k  trourera par* 
tagée  en  12  Lozanges  égales,  comme  le  Rec« 
tangle  en  I X  (Carrés  égaux  :  ic  de  plus ,  les 
Cotés  de  ces  Lozanges  ou  Rhombes  ibnt  ^aux 
k  ceux  des  petits  fartés*  On  pourroii  donc 
multiplier  la  Baie  ab  par  le  Coté  4C^  8cU  prox 
duit  donneroit  la  Surface  du  Parallélogramme 
en  Lozanges*  Le  Parallélogramme  incliné  tient 
de  fa,  conformité  avec  le  Reâangle  le  privilège 
de  pouvoir  être  partagé  en  Elémens  égaux  & 
£milaires.  Mais  chacune  de  ces  Lozanges  ét^ht 
elle*méme  un  Parallélogramme  incliné> c&  plus 
petite  en  Surface  que  le  Quarré ,  quoiqu'elle  li4 
foit  égdç  en  Périmètre* 

En  diminuant  de  moitié  les  divifîons  de  la 
Bafê  &  du  Côté ,  le  Parallélogramme  fera  cou- 
vert de  48  Lozanges ,  dont  chacune  ne  fèroit 
que  le  quart  des  anciennes.  Par  conséquent  >  & 
cette*  diminution  étoit  pouiTée  à  llnsni,,  on 
pourroit  concevoir  la  Figure ,  comme  remplie 
de  Lozanges  infiniment  petites.    > 

En  ce  cas ,  àu  lieu  de  partager  la  Bafè  ak  Se 
le  Côté  ac  en  Points  quarrés,  il  faudroit  le&  iup- 
pofêr  partagés  en  Points  lozanges  :  &  dans  ce 
iens,  pour  avoir  la  Surface  du  Parallélogram- 
me ^  qa  pourrg4t  multiplier  |e  nonibi:^  <k&  Lch* 


^«qgçs  dcr  la  Ba(e  par  k  nombre  des  Lozange^ 
$u  Cdcé*  I-nr.  IL 

■  Mais  it  faut  remarquer  i^.  <jue  de^Ià  it  ne  (ùk   î^- Skct* 
tiulleinent  que  1  efpace  da  Parallélogramme  fut  ï     p*^ï^ 
le  mêpie  que  celui  du  Reâangle.  Car  quoique     j^  jjj^  * 
le  nombre  des  unités  lozanges  de  Tune  des  Figu^ 
|e$  fut  le  même  que  celui  des  unités  quarrées  d^ 
l'autre  3^  chaque  unité  quarrée  étant  plus  grande  ^ 

que  chaque  unité  lozange  >  le  total  des  Quarrés^ 
donnerait  un  plus  grand  efpace  que  le  total  des 
|«02;anges. 

2.^*  On  ne  poarroit  partager  la  Ligne  de  Haur 
teui;  perpendicula«re  en  unités  lozanges  v  car  la 
Ba(e  en  s'élevant  ne  peut  la  couper  que  perpen^ 
diculairement  5  8c  par  confèquent  leur,  ièâioo 

commune  ne  peut  être  ^'un  Qp^^^*^  Ainfi^Ià 
l^igne  de  Hauseur  ne  peut  être  fécond  Produi- 
iânt  du  Parallélogramme»  ^^en  fiippoiàiK  I» 
Bafe  partagée  en  Pdints  quarrés.  Car  on  multi- 
plie des  (Carrés  par  des  Quarrésji  &  non  par 
des  Lozanges. 

Tout  cela  ,  comme  Ton  voit ,  s'accorde  par-^ 
faitement  avec  ce  que  nous  avions  établi  >  &  iuî*^ 
«out  avec  la-  dividtAUté  des  Points  &  la  Largeur 
des  Lignes  géométriques.^  Maial  il  en  réfulte  onjC 
difficulté  qu  il  efl:  à  propos  d^examiner^ 

Le  Parallélogramme  kickne»  dira-t'on>peur 
ôre  couvert  d'unités  lozanges ,  &  ne  peut  1  être- 
d'unités  quarrées.  Ces  unités  lozanges  ne  do^ 
vroiqnt-elles  pas  être  regardées  comme  la  ocw^ 
iûfe  naturelle  de  la  Figure?  Il  fibroit  ridicule  4^ 
mefur  er  le  Reâangle  gar  4e  pçtites  Sur£aceslc^ 

Oiw 
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zanees  qui  ne  peuvent  le  couvrit  exaâemeot  : 

Liv.  IT«   ne  leroit-il  pas  également  ridicule  de.mefiirer  le 

II.  SBC;r,  Parallélogramme  incliné  par  de  petites  SurÊKres 

n.  Pam.  quarrées  qu'on  ne  pourroit  arranger  dans  fon 

t.  IIL  '  enceinte  ?  Si  le  Cote  peut  être  le  fécond  Produî- 

iânt  de  cette  dernière  Rgure  dans  le  (ens  cpi'on 

Ta  expliqué  »  ne  doit*il  pas  être  préféré  à  la  Ii« 

gne  de  Hauteur ,  laquelle  en  quelque  façon  eft 

étrangère  au  Parallélogramme  ? 

Je  voudrois  que  ceux  qui  fe  donneront  la  pei« 
ne  d'étudier  cet  Ouvrage ,  s'arrêtaflent  ici  un 
moment  pour  trouver  d'eux-mêmes  la  fblution 
de  cette  difficulté ,  dont  le  clinquant  ne  peut  en 
impofèr  qu'à  ceux  qui  ne  réfiéchiflênt  pas  fiiffi* 
ûmment. 

Quoiqu'il  en  fbit ,  il  eft  aife  de  répondre  que 
les  unités  lozanges  fêroient  fâns  doute  préfera- 
iiles  dans  ce  cas-ci ,  fi  elles  avoicnt ,  comme  les 
unités  quarrées ,  une  grandeur  fixe  &  détermi- 
née. Car  comme  le  Parallélogramme  incliné  ne 
renferme  pas  tant  d'eipace  que  le  Reûàngje , 
'quoique  leurs  Cotés  fiaient  relpe<îlivement 
égaux ,  de  même  les  petites  Lozanges  contien- 
nent moins  d'efpace  que  les  petits  Quarrés  >  mal* 
gré  l'égalité  de  leur  Périmètre  5  &  cet  espace  eft 
d'autant  moindre ,  les  Côtés  reftans  les  mêmes, 
que  les  Lozanges  font  plus  inclinées* 

On  ne  nous  apprend  donc  rien ,  en  nous  dî- 
lànt  que  tel  Parallélogramme  eft  couvert  de  1 1 
Lozanges  dont  le  Coté  feroit  d'un  Pouce.  Car 
cette  condition  ne  détermine  nullement  Te/pa- 
ce*  contenu  dans  la  Lozange.  Il  faudroit  la  me- 
furer  elle-même  par  la  Ligne  de  Hauteur  per- 
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pendiculaire  »  multipliée  par  la  Ba/ê«  Or  une 
mefiire  variable  qui  ne  préfente  rien  (Je  fixe  à    Liv-  !!• 
Teiprit ,  &  qui  a  be/bin  elle-même  d  être  me-  ^^'  ^^^"^^ 
(urée ,  n  eft  point  une  mefiire  naturelle  d  un  plus  ^^^p^T * 
grand  efpace.  U  n  y  a  donc  que  les  petites  Sur-      j^  jjj^  ' 
faces  quarrées  qui  puiflent  mefiirer  exactement 
le  Parallélogramme  incliné ,  ainfi  que  le  Reâan* 
gle.  Or  Ton  trouve  ces  petites  Surfaces  quar- 
rées en  multipliant  la  Baie  par  la  Dgne  de  Hau- 
teur ,  qui  eft  d'autant  mcûns  étrangère  à  la  Figu* 
xe,  quelle  feule  en  exprime  la  véritable  Lar- 
geur. 

Par  le  moyen  de  ces  deux  Produiiàns ,  la  mc- 
lure  du  Parallélogramme  incliné  9  ne  fouSte  pas 
plus  d'ettibarras  que  celle  du  Reâangle.  Car  on 
fçait  d'abord  que  cette  Figure  efi  égale  en  efpace 
au  ReSlangUfle  mime  Baje  &  de  même  Hauteur^ 
c*eft-à-dire ,  au  Redangle  qui  auroit  pour  Bafe 
celle  du  Parallélogramme  incliné ,  &  pour  Co- 
té ,  la  Ligne  de  Hauteur  du  Parallélogramme. 
Cette  vérité  eft  fi  eflentielle ,  qu  on  me  permet" 
tra  den  apporter  quelques  preuves  aire<^s. 
Elles  feront  une  nouvelle  confirmation  de  ce 
qui  a  déjà  été  établi  dans  ce  Paragraphe. 

Soit  un  Parallélogramme  incliné  quelconque  Fig.  xt. 
ABCD.  Du  Point  Cfoit  abaiffée  fiir  la  Bafe  une 
Ligne  perpendiculaire  CE ,  &  du  Poinr  D  une 
autre  Perpendiculaire  DF  fiir  la  Bafe  prolongée* 
Par  le  moyen  de  ces  deux  Perpendiculaires 
tirées  dans  un  e/pace  parallèle,  i>n  a  le  Reâian- 
gle  EFDC  de  même  Bafe  &:  de  même  Hauteur 


mm 
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que  1^  Parallélogramme  :  de  memi  Bafi  ;  car  li 

Ijv.  il    Bafe  Ef  compriie  entré  les  deux  Perpendicu- 

IL  Sbct.  laires  eft  égale  à  la  Bafe  fiipérieure  CD.  Or  CD 

?H AP^L  eft  égale  è  AB  Bafe  du  Parallélogramme.  Donc 

i  lli.  *  ^^  ^^  ^8^^  ^  AB.  Z>«  w  w<  Humeur  :  cette  Hau- 

teur  eft  également  exprimée  dans  les  deux  Fir 

gures  par  la  Perpendiculaire  Œ. 

Or  fefpace  contenu  dans  le  Reûangle  EFIX^ 
eft  égal  à  refpace  compris  dans  le  Parallélo- 

Sramme  ABCD.  Car  pour  former  le  Reftanglç  > 
a  fallu  retrancher  'clu  Parallélogramme  le 
Triangle  ACE ,  &  ajouter  le  Triangle  BDF ,  le 
refte  dç  Tenace  EBDC  étant  commun  aux  deux 
iFigures.  Il  ne  s'agit  donc  que  de  fçavoir  fi  le 
Triangle  retcanctS  eft  égal  au  Triangle  ajouté* 
Or  cette  égalité  eft  manifefte.  Car  i.  le  Côté 
AC  eft  égal  au  Côté  BD.  i^.  La  Perpendiculaire 
EC,  à  la  Perpendiculaire  FIX  j^  Le  Côté  AE, 
au  Coté  BF  \  car  ces  deux  Lignes  marcjuent  la 
diftance  des  deux  également  obliques  AC^BD 
aux  perpendiculaires  partant  des  menées  Points 
C  &  D.  11  feroit  également  aifé,  s'il  en  étoit  be- 
loin ,  de  prouver  légalité  refoeâive  de  toupies 
Angles  de  ces  deux  Triangles  reftangles.  Par 
conféquent ,  la  Surface  du  ParalUUgtamme  in* 
cUni  efi  égale  à  celle  dsà  Re^angle  de  mime  Bafc 
<^  d^  mime  Hauteur. 


Hg»  19*  Dans  un  e(pace  parallèle  (oient  confttuit&ini 
Reâianglc  &  un  Parallélogramme  incliné  de 
même  Bafe.  Il  n  eft  pas  beibia  de  prouver  çi*ifc 
<>jQi  la  n\éme  Hauteur  perpendiculairee 


Soît  le'Redbngle  couvert  de  Lignes  égales  & 
^rs^Ieles  à  ta  Bafe  AB.  Soient  encore  toutes  ces    I-xv*  H. 
Lignes  prolonges  pùffj^m  Cqté  W  <fa|  Parallé-  g- 1" J^ 
logrammê.  Il  eft  évident- qoe  k  prolongation  ^^^p^i^ 
de  ces  Lignçç  couvrira  ex^e<nent  tout  i'efoace     jj  ly^  * 
parallèle,  &  par  conféque'nt  tout  le  Parallélo- 
gcamme  incliné»  Toutes  les  parties  de  ces  Lignes 
prolongées,  font  égales  à 4^,  &  par  confëquenc 
à  la  Baie  du  Reâanglie.  I^r  confëquent ,  tous 
les  Elémens  du  Par^élogramme  (ont  égaux  à 
ceux  du  Reâikngle.  Or  ileft  manîfefte  que  le 
pomhre  <|es  Elémens  du  premiei:  eft  le  même 
que  celui  des  Elémens  du  iecond»  puitque  les 
Lignes  élémentairefî  du  Parallélogramme  ne 
font  que  le  prolongement  de  celles  du  Reâ^nr 
gle.  Donc  U  ParaUéhgramtm  efi  égal  au  RcHajf^ 
gU  de  mime  Bafi  &  de  mime  Hautcnn 

Suppofom  oue  les  deux  Lignes  qui  forment 
Te/pace  parallèle  fbient  prolongées  indéâni^  . 
ment  :  tous  les  Reâangles  qu'on  y  pourroi): 
conflruirC}  auroient  'non-ieuletnent  la  même 
grandeur ,  mais  aufli  la  même  forme»  Un  iff^ 
xts  repréfente  tous. 

Xl  n  en  eft  pas  aiixû  de$  ParallélogjcamniKS  in* 
clinés  de  même  Bafe  ^  de  même  Hauteur  que 
le  Reâangle  *,  car  leur  inclinaifon  >  leur  forme 
&  la  Longueur  de  leurs  Cotés  ac ,  bd  peuvent 
varier  à  FinfînL  Mais  quelque  inclmaiibn  qu'on 
leur  domie ,  il  eft  démontré  qu'étant  égaux  au 
Rectangle ,  ils  font  aufll  tous  égaux  entre  eux. . 
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MESURE   DU  TRIANGLE. 

A  mdute  da  Triangle*,  qui  cfaB^rdnousa 
f paru  (î  difficile  à  découvrir ,  nett  plus  qu  un 
jeu  depuis  que  nous  connoiflbns  celle  des  Pa- 
rallélogrammes. Pour  peu  qu*on  y  faflè  atten- 
tion 9  on  s'appercevra  oue  le  Triangle  n  eft  au*- 
tre  cho/è  que  la  moitié  d*un  Parallélogramme 
partagé  en  deux  parties'  par  une  DiagonsJe* 
Wg.  10.  En  effet,  prenant  un  Triangle  quelconque, 
&  pour  Bafe  tel  de  fes  Côtés  que  ion  voudra, 
comme  AB  ;  les  deux  Cotés  fe  réunrffânt  en  un 
(eui  Point,  le  Triangle  doit  £tre  cenfé  tracé 
dans  un  e/pace  parallèle. 
*  Soit  donc  tiré  par  le  Sommet  C  une  Paral- 
lèle à  AB.  Sur  cette  Parallèle  prenez  GD'égafe 
à  AB,  8c  joignez  les  extrémités  D  &  K  par  une 
Ligne  droite.  Cette  Ligne  fera  auffi  parallefe 
au  Coté  AC ,  puifque  fes  égales  &  également 
inclinées  AB ,  CD  mefîirent  la  diftance  qui-  les 
fépare.  Nous  avons  donc  le  Parallélogramme 
ABCD  de  même  Bafe  que  le  Triangle,  &  auflî  de 
même  Hauteur,  puifque  les  deux  Figures  font 
tromprifes  dans  le  même  e/pace  parallèle»  Mais 
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BC  Tuti  des  Côtés  du  Triangle  étant  Diagonale  — '^— — T 
da  Parallélogramme,  partage  celui-ci  en  deux    Lïv.  IL 
Triangles  égaux.  Donc  le  Triangle  ABC  eft  ^-  ^*^^* 
moitié  du  Parallélogramme  ABCD.  ChaÎ? S." 

Or  la  meilire  du  Parallélogramme  eft  le  Pro-       ^  £ 
duit  de  fà  Balè  par  &  Hauteur  perpendiculaire* 
Donc  l^mefiire  du  Triangle  eft  le  Produit  de 
ft  Ba(e  par  la  moitié  de  la  Hauteur  >  ou  de  £i     . . 
Hauteur  psa:  la  moitié  de  la  Bajle. 

Il  fuit  de-là  i^  que  tous  les  Triangles  de  me-»   Fi{.  xu 
tne  Bafe  &  de  même  Hauteur  font  égaux.  Ce 
Corollaire,  eft  d  un  grand  uiage  dans  la  Géomé* 
trie  j,  parcequ^U  fipt  connoître  iàns  aucune  diA  » 

cuffion  régalité  d'un  grand  nombre  de  Trian- 
gles d'une  forme  û  diSirente»  qu  on  ne  ferolc 
pas  m£me  tenté  de  les  comparer* 

Il  Aiit  z^.  que  l'efjsace  contenu  dans  unTrian^    Rf.  x^ 
gic  xeâangle  eft  le  Produit  d'un  des  Cotés  de 
FAngle  droit  pris  pour  Balè  »  par  la  moitié  de 
loutre  Côté*  Car  ce  dernier  étant  perpendicu*       . 
laire  »  expdme  Ja  Hauteur  du  Trianale* 

3^.  Que  le  Triante  eft  égal  au  PauÎLélogEam*  Wig.  a  |«  ^ 
me  dexnéme  Bafê  &  de  moitié  de  Hauteur  i  ou  2j^ 
bien  au  Parallélogramme  de  même  Hauteur  & 
de  moitié  de  Bafe* 
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Liv.  ÎI. 
IL  Sect. 
Jï.  Pailt, 

5.  H.    *        iîfp/»^tf  i/e/'  ^airiUtths  irréguliers , 


Fîj.  xy.  T  Es  Quadrilatèrtt  Irrégulfers  Tom  de  vrais 
JL/Triai^gles  tronqués.  Car  en  pfoÎDngeânt  les 

•^  -  -  ■  Côtés  oppoiés  non  parallèles,  il^  iront  le  réunir 
fcn  un  SofUmet  commun. 
'  Ainfi ,  j)our  avoir  la  Surface  de  cette  Figure, 
On  pouttoît  prendre  celle  du  Triangle  total , 
en  retrancher  là  valeur  du  petit  TriMglè  a)oU- 
téi  le  refte  fera  la  valeur  du  <^adrilarere. 
Msds  il  eft.  bîenpius  court  &  pbi  fimple  dé 

•-'  partager  fa  Figure  en  deux  Triangles  parole 
iho jren  tfune  Diagonale ,  &  de  meforer  les  deut 
ttïm^  Tûrt  âpres  Tàutre. 

fig.  16.     'Le  Trapèze  eff  ^ffi  un  Ttiângle  ttonqué  \  9t 

i)ar  conléqnehr  oh  ponrroit  le  meîufer  comme 
tfs  auttes  Quadtîiatere^itrèguliers.  Mais  fâ  jmto- 
•  '  [Jriété  d^âVôlr  dcùx  Côtés  oppofés  parallèles  Hui 
donne  une*  fùtté  de  téguhtrité ,  qui  îe  diftirtgue 
avantageufèment  des  autres  Quadrllâtetes,  et 
qui  mérite  qu'on  le  confidere  2^tc  plus  d  atten- 
tion. D'ailleurs  cette  Figure  eft  unportante  dans 
la  Géométrie.  Nousûvons  déjà  vu  que  les  Côtés 
du  Polygone  circulaire  font  des  Trapèzes  in^ni- 
ment  petits  ^  &  la  (uite  nous  fera  connoître  les 
grands  ufàges  de  cette  Figure.  Ceft  par  cette 
con/idération  que  les  Géomètres  ont  entrepris 
de  la  réduire^direi^ment  au  Parallélogramme  j 


^.  > 


t*cft-i-df re ,  d'y  trouver  lê«  deux  Produifans  du 
î^fâdlélogramtne  auquel  elle  eft  égale.  L^v*  lU 

Obfervôns  i^  que  le  Trajwze  aytot  detâx  de  ^^-  ^^^^ 
tes  Côtés  ôppofés  non  parallèles,  U  eft  néccflai-  JÎ;,^p*^J\ 
te  que  les  deux  Cèth  parallèles  (oient  d^oégale     ^  x£^ 
Longueur.  On  les  déâgne  par  les  noms  de  gran- 
de fi$(e  &  de  petite  Bâfey  &  Ton  prend  ordi<- 
Diâf  ement  la  grande  pour  là  Bafe  dç  I9  Figure* 

2^  La  Hauteur  du  Trapèze  eft  exprin^e  par 
unel?etpendiculaire  abailTee  d'un  Point  quplcQOr 
^e  de  là  Bafe  (lipérieure  fiir  rkiférieure. 

Cela  poie  :  |e  confidere  que  Ci  je  multiplioi^ 
la  grande  Bafe  AB  par  la  Hauteur  £P ,  le  Pro- 
duit (èroit  trop  grand.  Car  il  eft  yi^iblemenr 
!kux  que  la.  Bafe  AB  (bit  contenue  autant  de 
fois  dans  le  Trapèze^  qu'il  y  a  de  Points  dans 
£F*  D  un  autre  côté  t  u  je  multiplie  la  petit^ 
hsife  CD  par  ià  Hauteur  £F ,  il  eft  également 
Viable  que  le  Produit  (èra  trop  petit  i  pui(qw 
t!S)  mût  parallèlement  à  elle-mlme  le  ioag  dt 
Ê^^ne  pôurroit  couvrir  tout  le  Trapèze. 
.  Mais  je  m'imagine  que  prenant  £F  pour  Vvta 
àts  Produifans,  je  tcouvetai  Tautre  dans  unç 
Ligne  qui  tiendroit  le  milieu  entre  la  grande  8c 
)a  petite  Ba(ê  »  c^eft-ànlire ,  qui  (ûrpaOeroir  Ig 
jetîte  Ba(è  en  Longueur ,  autant  qu  elle-mcm^ 
îêroît  (urpaflSe  par  la  grande.  Ceft  ce  que  Tôa 
^ppeHe  une  moyenne  arithmetiane. 

Je  cherche  donc  cette  myçpne  arùhméùijue} 
'&  pour  U  trouver ,  je  conudere  que  fi  je  vou*- 
ibis  couvrir  tout  fe/pace  du  Trapèze  par  le  mou« 
Vement  de  la  Ba(e  lupérietire  CD ,  il  faudrok 
'eue  cetre  |(a(è  en  delcendaftt  parallèlement  à 
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cUe-méme  le  long  de  la  Hauteur  £F ,  reçut  ^ 

Liv.  II.   chaque  pas  de  fa  defcente  une  augmentation  de 

II.  Sbct.  Longueur ,  pour  atteindre  par  fes  extrémités 

^Cba^U  ïes  deux  Côtés  AC  ,  BD  de  Trapèze.  Ces  aug- 

c  lî^    *  mentations  (èroient  uniformes.  Car  l'Obliquité 

des  Côtés  AC  >  BD  étant  la  même  pour  chacun 

deux  dans  lefpace  parallèle,  ils  s'écartent  unir 

fermement  l'un  de  l'autre  en  defcendant  depuis 

C  jufqu  en  A ,  &  depuis  D  jufqu'en  B. 

Par  coniéquent ,  fa  Ba(è  CD  aura  reçu  la  moi« 
tié  de  lès  accroillèmens,  lorsqu'elle  fera  parve« 
nue  à  la  moitié  de  fa  courfè,  c'eft-à-dire  >  lors- 
qu'elle fera  devenue  la  Ligne  PO  parallèle  aux 
deux  Bafes ,  également  éloignées  de  l'une  &  dé 
l'autre,  &  coupant  en  deux  parties  égales  les  Côr 
tés  AC,  BD  &  la  Hauteur  perpendiculaire  EF. 

Cette  Ligne  PO  eft  la  moyenne  arithméti- 
que que  nous  cherchons.  Car  puifqu  elle  n'a  reçu 
que  la  moitié  des  accroiflemens  qu'il  lui  faudroit» 
pour  que  la  petite  Bafe  devînt  égale  à  la  gran- 
de, elle  (urpaflè autant  la premiereen Longueur» 
qu'elle  éft  fiirpaflTée  par  la  féconde. 

Or  je  crois  voir  que  cette  moyenne  PO  mul- 
tipliée par  la  Hauteur  EF  donne  l'e/pàce  contenu 
dans  le  Trapèze.  Qir  fi  cette  Ligne  PO  eft  trop 
grande  pour  produire  l'efpace  fupérieur  de  là 
Figure ,  en  la  multipliant  par  la  moitié  de  la  Hau- 
teur perpendiculaire,  elle  eft  auflî  trop  petite 
pour  produire  l'efpace  inférieur,  en  la  multi- 
pliant par  l'autre  moitié  de  la  Ligne  de  Hauteur  ; 
&  ce  qu'elle  a  de  trop  pour  l'elpace  fupérieur  , 
eft  precilëment  ce  qui  lui  manque  pour  l'elpacc 
Inférieur.   Donc  ,  toute  compeniâtion  faite , 

cette 
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'cette  Ligne  mitoyenne  multipliée  |>ar  toute  la 
X-igne  de  Hauteur,  donnera  i'clpace  contenu    Liv.  II. 
dan$  le  Trapèze»  ^^'  Sect. 

Pour  nctre  pas  dupes  d'un  raîfonnement  peut»  jï'  ^^^^' 
^re  plus  iubtil  que  folide,  vérifions-le  exade?  c  u*.  ^ 
mer^c  Pour  cela,, par  i*extrémité  O  de  notre 
Ligne  moyenne,  tirons  une  Ligne  droite  paral- 
lèle au  Côté  AC  du  Trapèze ,  &  qui  aboutifle 
fiir  la  grande  Ba/è  AB  en  un  Point  quelconque 
Y.  Donnons  à  cette  Parallèle  la  longueur  du 
Côté  AG  -y  en  .  forte  que  YZ  foit  égale  à  AC. 
Proiongeoiis  aufll  la  petite  Bafe  CD  ju/qu  en 
Z  :  nous  aurons  le  Parallélpgr-amme  AYZC  » 
dans  lequel  les  Bafes  AY,  CZ  &  Ja  moyenne 
PO  feront  des  Lignes  égales ,  pui/que  ce  font 
des  Parallèles  également  inclinées  dans  un  eipa« 
ce  parallèle. 

Les  Produi/âns  de  ce  Parallélogramme  font 
la  Bafe  AY ,  ou  ion  égale  PO,  &  la  Perpendi- 
culaire EF.  Donc  fi  le  Parallélogramme  eft  égal 
au  Trapèze,  celui-ci  aura  les  mêmes  Produifans. 

Pour  nous  convaincre  de  Tégalité  des  deux 
Figures,  confidérons  que  file  Parallélogramme 
retranche  le  Triangle  YOB  de  la  partie  inférieu- 
re du  -Trapèze ,  il  ajoute  à  la  partie  fiipérieure 
le  Triangle  DOZ.  Or  l'égalité  du  Triangle  re- 
tranché &  du  Triangle  ajoute  eft  manifeûe.  Car 
la  Ligne  BD  étant  coupée  en  deux  parties  égales 
^u  Point  O,  le  doté  OB  du  Triangle  inférieur 
eft  égal  au  Côté  OD  du  fijpérieur  :  de  plus  PO 
parallèle  aux  deux  Ba(ês ,  coupant  auifi  en  deux 
parties  égales  le  Côté  AC  du  Redangle ,  coupe 
de  même  le  Côté  oppofë  parallèle  YZ.  Donc  le 

P 
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^^-^^^  Cètè  OY  du  Triangle  inférieur  eft  égal  sa  CÔtî 

■Liv,  IL    OZ  du  Triaogltf  riipéneur.  Enfin  les  deux  An- 

11.  Sbct.   giçj  oppofôs  au  Somme:  en  O  font  égaux ,  auHÎ* 

ârp^"j.  ^™  ^"^  '"  Alternes  OYB,  OZD.  Donc  les 

.  l^     deux  Triangles  font  égaux.  Donc  It  Parallélo^ 

gramme  AY2C  eft  égal  au  Trapèze  ABDC. 

feonc  les  Produifans  Ju  Trapèze ,  ainfi  qtfe  âé 

Parallélogranuiie ,  font  U  Ligne  de  Hauteur  EFj 

-&  la  moyenne  arithmétique  PO  égale  S  hr  Bafif 

AY  do  Parallélogramme. 

Je  dis ,  miyenne  ieith?aetiptt .-  car  YB  J  «  Côté 
-èa  Triangle  inférieur  eft  égal  à  DZ  j'^  Cité  djj 
Tt43ngle  fupérieur.  Ot  la  grande  B*fê  furpdft 
K)  delà  Longueur  YB ,  &  PO  ftirpalTe  CD  ai 
h  Longueur  DZ.  Donc  la  Ligne  PO  flirpaffé 
Autant  b  petite  Bafc ,  qu-ellc-raàne  eft  farpaSié 
par  la  grande, 

il  eft  néceflàire  pour  H  {isite  tfâVolr  ciae 
■Moefme  du  Tr^èze  itcs-préfente  U  l'eiptic, 


DS    lA  FtANIMETKIE. 


XI7 


lillHlil  ni 


'.*   "  r >'•  1  '.  '■  r f'tg 


ES 


CHAPITRE    III. 

Figures  df  la  troifiéme  eUJfem 


Liv.  Ile 

II.  SÈCTe 

M.  Part. 

ChAV.  Illr 

$.1. 
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Aiefure  des  Polygones  réguliers  de  plus  de^ùkirc 

Cotés.  -^ 

Es  Polygones  rentiers  font  partagés  par 
lettre  kaxons  obliques  ei)  autant  çte  Trian* 
gles.  ^aux ,  qu'ils  ont  de  Cotés.  Ainfi  >  po^r 
cont^OKre  J'efpace  contenu  dans  un  Polycôijfe  *^'  ^ 
régulier,  |1  faffiroit  de  mefurer  Taire  duade 
fcs  /Triangles',  &  d'en  ^prendre  la  valeur  autânf 
de  loi^  ^  il  y  a  dé  Côtés,  dans  le  Polygone. 

Xfais  on  peut  s'exempter  de  ce  petit  cglcuf,. 
&  rédt[ire  tout  d'un  coup  le  Polygone auUec-: 
tanglc  qui 'lui  feroit  égal  ,^  en  trouvant  (es  deu3Ç 
Frodui/gns  par  une  lewle  opération. 

Ppiu:  cela  confîdérbhs  que  les  Triangles  qui  Fig»  ^Té 
partagent  un  Polygone  régulier,  ont  tous  la 
mcme  Hauteur  exprinaée  par  le  Raïon  droit* 
Par  qonfëqùent ,  tous  enfemble  font  égaux  à  u» 
feul  Triangle ,  qui  auroit  pour  Hauteur  Je  Raïon 
droit  du  Polygone  >  &  pour  Bafe  une  Ligne- 
droite  égale  au  Périmètre  entier.  Car  il  eft  eeal 
de  jaxultipfier  1  une  après  1  autre  un  certain  nom- 
bre, de  EÉafes  par  la  moitié  dmi^êoie  Raïbn ,  oa- 
de  nâpltiplier  tout  à  la  i<»is.  par  la  moitié  de  ce 
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Raioa»  f  anus  des  Ba&s  réooies  dans  la  Baie  (foB 
Lit.  il    grand  Triangle. 

II.  Sbct.       Par  conséquent ,  /Ir  Pêlyj^ine  rigtiUer  tfi  igâl 

^-  ^^î:  au  RtBianiU ,  àm  if  «roiV  pwr  Bajh  une  Lijnte 

<  IL       ^^^^^  ^i^  ^•■^  ftnmetre ,  €7"  ^«<r  C«;tr  m  ww»- 

r#/  du Ejûan  Jrûit;  ou  bien ,  qui atiroii  URmou 

droit  four  Cité^  &  four  Bafe  U  moitié  du  Péri^ 

métro. 


%.    II. 

MefuTcs  des  Polygones  irréguUers. 

fig.  11.  T  Orfquun  Polygone  irrégulier  eft,  ou  peut 
X^être  circonfcrit  au  Cercle ,  il  eft  aifô  de  le 
réduire  à  un  fêul  Triangle ,  &  par  confèquent 
au  Reclangle.  Car  ce  Polygone  étant  partagé  en 
Triangles  par  fes  Raïons  obliques ,  ces  Triangles 
qudiqu  inégaux,  ont  néanmoins  la  même  Hau- 
teur exprimée  par  le  Raïon  du  Cerclé  inicrit , 
léqiibl  tombant  perpendiculairement  fiir  le  Cô- 
^  .-  té  du  Polygone,  en  eft  en  même  tems  le  Raïon 
''""''  cîroit.  Ces  Triangles  quoiqu'inégaux,  ayant  donc 
lin  Produifant  commun,  (ont  égaux  à  un  (êul 
Triangle,  qui  auroit  pour  Bafe  une  Ligne  droite 
égale  au  Périmètre  du  Polygone,  &  pour  Hau- 
teur le  Raion  du  Cercle  infcrit. 

Fig.  19.  U  n'en  eft  pas  de  même  du  Polygone  irrégu- 
lier ,  qui  (eroit ,  ou  pourroit  être  în/crit  dans  un 
Cercle.  Ses  Raïons  obliques ,  il  eft  vrai ,  fêroient 
égaux,  parcequ'ils  fêroient  en  même  tems  Raïons 
du  Cercle  circonfcrit*  Mais  It:^  Raïons  droits  ne 
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le  fcrofent  nullement ,  parceoue  les  grands  Cô-  SI^^SSS 
tés  du  Polygone  feroienr  plus  près  du  Centre  Ltv.  lU 
du  Cercle  »  <}uc  les  pecUe  Cotés.  OrlcsRaïons  U- Sbct- 
ebliques  n'entrent  pour  rien  dans  la  produâion  qJ  .  p**^ 
de  1-e/pace  :  il  n'y  a  que  les  Raions  droits,  quh.    ,    l^ 
foiént  Produiiàns.  Ainfi ,  Tes  Triangles  qui  par- 
tageroient  ce  Polygone  j  n'^ant  aucun  Produit 
iant  dé  c(Ki«nun,ilettnéceflairedcIes  mefiiicr 
Êparémenti-  &  de  réunir  toutes  leurs  valeur» 
partielles»,  pour  en  faite  une  fbtaine  totale,  qui 
donneta.  la  Surface  d\t  Polygone.- 

O»  eft  obligé  à  plus  forte  railbn  J*avorr  re^ 
cours  à  la  même  méthode  pour  le&  Polygones       "^ 
irréguliets ,  qu'on  ne  peut  infirrire  dans  le  Cercle 
ni  circonfctire  au  Cercle. 

A  regard  des  Figures  tout-à-faît  îrréguneres,  Tlg.^fmi. 
dont  le -Périmètre  formeroft  tantôt  des  Angles 
follans,  &  tantôt  des  Angles  rentrans,  on  voit 
ai/cment  qu'il  faut  pluneursopéiacions  pour  patr- 
venii  àlestoifer.  On  les  partage^^eftTriangles  & 
en  Parallélogrammes ,  que  l'on  mefute  (eparé- 
ment,.&  dont  on  talTierable  toutes  les  valeur*, 
^ur  ea  fait&  un  .toiaL. 
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ÎÎ:S«.  CHAPITRE  IV. 

Chap.  IV, 

i.  l.  FIGURES  DE  LA  IT.  CLAUSE. 

Toutes  les  Figures  flânes  tetmtnécs  par  uoo 
Ligne  courbe  appartienoent  à  la  4^  claflè» 
Mais  de  toutes  ces  Bgures  dent  le  noâdbre  eft 
infini,  la  Géométrie  ordinaire,  comme  on  IV 
déjà  dit  »  ne  confîdere  que  le  Cercle  >  la  iêufe 
<i'entre  elles  4}ui  foir  pacÊùtfeBient  cégilbece. 


^» 


LA  meHire  du  Cercle  eft  une  (ûlte  de  la  me*- 
flir^  des  Poif  gones  réguliers ,  puîicpie  lui- 
même  eft  un  Poijrgone  régulier  d'une  inanité  de 
Cocéç.  Cette  Figure  peut  être  conçue  comme 
partagée  par  (es  Raïons  obliques  en  une  infimcé 
ae  Triangles  égaux ,  dont  les  Bafes  (ont  infini* 
ment  petites  :  &  toutes  ces  Ba(ès ,  pri(ès  enfenip 
ble ,  font  égales  à  la  Circonférence  du  Cercle. 

La  valeur  de  chaque  Triangle  feroit  donc  la 
Bafe  multipliée  par  la  moitié  du  Raïon  droit. 
Mais  dans  le  Cercle,  le  Raïon  droit  ne  difTérant 
de  Toblique  que  d  un  infiniment  petit  du  fécond 
ordre ,  la  différence  de  ces  deux  Raïons  eft  ab- 
iblument  nulle  par  rapport  aux  Figures  dont  la 
grandeur  efl  afiîgnable.  On  doit  donc  dire  que 
chacun  des  Triangles  qui  partagent  le  Cercle  a 
pour  valeur  le  Produit  de  la  petite  Bafe  par  la 


ipokii  <|ii  Raton  ordinaire^  Par  coQi^qutotrle^ 
Cercle  eu  égal  à  un  feul  Trjangje ,  lequel  ^roif    l-iv»  Xl^ 
pour  Baie  une  Li^ne  droite  égale  à  la  Crrconfé-   ^-  Sbct.. 
rence  du  Cercle  y  8c  le  Raïoo  pour  Hauteur^^      QoAr  IV'*^ 
Cette  vérité  peut  erre  démontrée  d  une  autre      ^j'j^  ** 
ijaaoiere^  La  preuve  fùppofe  lacooaoMlance  des- 
Proportions  donc  nous  n'avons  pas  encore  parlé»^ 
Mais  elle  eflr  en  même  tems  fi  umple  y  que  nouf 
goujr<>n$  paâer  par-delFuS'  cette  çonfideration. 
.  Soit  un  Cercle  zvcc  fbn  Raïon  CA:^  foit  l^  F%.  }t. 
Tangente  AB  égale  à  larOr conférence  rla  Ligpe^ 
Ç9  ac;h;eye  ^a  cpi^w^oa  du-  'Friangle  re^&n* 
gle.         '  >  . 

Lefpace  contenu  dans  le  Cercte  peut  êtr^ 
s^gardé  conwie  \m  atn^s^d^une  infinité  de  Qr« 
coxiférences  concentriques ,  qui  vont  to^}pur3» 
qu  diminuant  depuis  la:  p^^;miere  Circonférence 
.ju^u'^u  Centre ;^  Se  le  nof^re  de  ce»  Circon-s- 
f2rex;ice$  >  qi^  qu'il  IbiJ ,  eft  ég4  sm^nonabre  de»' 
Voixits  fmtçuu^  dan^  le  Raion  CA  >  puiique: 
obacMne  de  ces  Circoi>férence^  coupe  le  Raioo^ 
en  un  iéul  Points  (  4) 

De  même  l'elpace  du  Triangle  ABC  peut  être- 
conUdéré  comme  couvert  d  une  infinité  de  Ba^ 
fcs  parallèle  à  AB,  FelqueUes  vont  toujours  enh 
diminuant  depuis  AB  ju(qu^au  Sommer  C  :  &  le: 
nombre  de  ces  Bafès>.qjiiel  qu  ri  foit ,  cft  égal  au 
nombre  des  Points  cot^cenus  dans  le  Raion  CA. 

(a)  Je  fiippofe  ici  toutes  Jcs  CirconGrencca  eonceiB^ 
triques  d*êgale  Lai'gcur,  &  je  regarde  le  Raion  comme 
une  fiiite  de  Pœncs  uniformes.  Caa  n'èft  point  contraire. 
à  une  autre  manière  de  les  confidcrer ,  expliquée  ci<ddlus> 
Pan.  L  Chap.  L  $.  VI. 

Pi\r 


* 
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Hauteur  du  Triangle ,  puifque  chacune  de  c«f 
Lîir.  IL    Bafes  coupe  le  Raïon  en  un  fèul  Point. 
Il,  Sect.       Qj.  il  gf^  naturel  de  penfer  que  le  nombre  des 

CffAP^^I V   ®^^^^  ^"  Triangle  étant  égal  au  nombre  des  Cir- 

c  î^    *  conférences  concentriques ,  &  la  première  Bafe, 

égale  à  la  première  Circonférence ,  chacune  des 

autres  Baies  doit  être  égale  à  la  Circonférence 

qui  lui  correspond. 

Pour  nous  en  aflurer  davantage ,  fbit  prîfé  au 
hazard  une  de  ces  Circonférences  concentri- 
ques :  qu'on  lui  tire  une  Tangente  DE,  laquelle 
iera  Bafe  correipondante  dans  le  Triangle.  Je 
dis  que  la  petite  Circonférence  eft  égale  à  la  Ba« 
Te  DE; 

Confidérons  que  les  Cercles  font  des  Figures 
tout-à-fait  /embiables.  Un  (èul  Cercle  repréfente 
tous  les  Cercles  poflîbles  :  une  feule  Ligne  don- 
née pour  Raïon  détermine  la  grandeur  de  la 
Circonférence.  Par  confëquent,  les  Circonfé- 
rences de  deux  Cercles  font  entre  elles  comme 
leurs  Raïons.  Donc ,  dans  notre  exemple  la  pe- 
tite Circonférence  concentrique  eft  à  la  grande, 
comme  le  Raïon  CD  eft  au  Raïon  CA. 

D'un  autre  coté ,  par  le  moyen  de  la  petite 
Bafe  DE ,  on  a  les  deux  Triangles  ACB ,  DCE 
tout-à-fait  femblables.  Ils  font  tous  deux  Rec- 
tangles :  ils  ont  TAngle  C  commun  ;  &  les  An- 
gles en  B  &  en  E  égaux.  Ainfi ,  Ton  doit  dire 
que  la  Bafe  du  petit  Triangle  eft  à  la  Bafe  du 
grand,  comme  le  Raïon  CD,  Hauteur  du  petit 
Triangle,  eft  au  Raïon  CA ,  Hauteur  du  grand. 

Les  Circonférences  des  deux  Cercles  ont 
donc  avec  leur  Raïon ,  le  même  rapport  que  les 
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deux  Baies  ont  avec  ces  mêmes  Raïons  etivila- 
gés  comme  Hauteurs  des  deux  Triangles.  Par    Liv-  il- 
conféquent ,  puifque  les  Hauteurs  des  Triangles  JJ-  ^b*^'^* 
ibnt  égales  aux  Raïons ,  &  la  grande  Circonfé-  Q^^p^  jy^ 
rence ,  à  la  grande  Bafe ,  la  petite  Bafe  doit  être      j^  ^ 
égale  à  la  petite  Circonférence. 

U  fiiit  âeAk  que  le  total  des  Circonférences 
concentriques  qui  couvrent  Tefpace  du  Cer- 
cle, eft  égal  au  total  des  fiafes  qui  couvrent 
Te/pace  du  Triangle.  Car  il  n'y  a  aucune  de. 
ces  Circonférences ,  comparée  avec  la  Bafe 
correfpondante  »  à  laquelle  on  ne  puifTe  appli- 
quer le  même  raifonnement  que  nous  venons 
de  faire  fur  Tune  d'entre  elles.  Donc  tejpace 
compris  dans  le  Cercle  eft  égal  à  celui  du  Triafh' 
gle ,  dont  la  Bafe  ferait  la  Circonférence ,  &  la 
Hauteur  le  Raton  du  Cercle*  Donc  le  Cercle  eft  • 
égal  à  un  ReUangle  qui  aurait  pour  Bafe  la  Cir» 
conférence ,  &  Pour  CSté  la  moitié  du  Raton  :  ou 
bien ,  pour  Baje  la  moitié  de  la  Circonférence ,  & 
le  Raton  pour  Coté. 

La  difficulté  feroit  de 'trouver  une  Ligne 
droite  égale  à  la  Circonférence  du  Cercle.  Mais 
nous  avons  averti  dans  le  dernier  Chap.  de  la 
Seâ:.  précédente ,  que  Ton  n'y  pouvoit  parvenir 
que  par  des  approximations  qui  fuffifent  dans  la 
Pratique. 
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U.  Sact«. 

II.  P^ar. 

Ckap.  1^» 

S*  IL  Mtfkn  àts  F^rthns  Ah  Cmrdc^ 

£«  Portions  du  Orcle  font  U  Spiim'*  fe 
jScgment  &  la  C^nr^fif^i* 
^g-  32«^       Le  Se^e^r  éOi  tme  panie  du  Cercle  i;ermiaée 
par  deux  liions  Se  par  un  ^rc. 

JLe  Çerçfe  f  ft  ^n  Poljrgope  d'une  infinité  de 
Côtés»  ic|tf|  p^  ic^  RaÏQii» obliquer  eft  partagé 
en  iitie  v^èm^i  4e  Triangles  »  4otï%  ta  ftife  eft 
içfit^t^eni:  p^it.e.  Çh^çof»  de  ce$  Triaogles  ^ 
pour  çii^luCve  k  Pj:<PKlùit  de  j&  Saie  par  1^  inoîtié 
du  Kiioià*  Doaç,  iivons-t^oMç dit, leCericle^en- 
tter  )|  pour  Pj:<>di|irjÉo$  1^  moitié  d^  Ita^ioo  >  & 
Vayym  de  toutes  c^$  p^tit;^^  Bafes  qiji  forment 
fa  Orconfériçnicef  l^e  Seâegr  eft  aulu  compofê 
d'uo  fioATibf e  qu^.cQUiiju^  de  çeç  petits  Trian^ 
gles ,  dont  les  Bafes  forment  (on  hxc.  Donc  le 
Seâeilr  a  pour  Pr odu^n^  la  moitié  du  Ration  » 
9c  la  partie  de  la  CirconférejDce  co|.iipri(è  entre 
fef  Côtés, 

D'ailleurs  le  Se(3teur  eft  une  elpéce  dk  Triais» 
gle  dont  la  Ba/è  eft  un  Arc  de  Cercle,  Tout 
Triangle  a  pour  médire  le  Produit  de  fa  Bafe  par 
la  moitié  de  fà  Hauteur.  Or  la  Hauteur  du  Sec* 
teur  n'eft  pas  différente  du  Raïon»  parceque 
dans  le  Sedeur,  aufiji-^ien  que  dans  le  Cercle» 
le  Raïon  droitiie  diftcr^  du  Raïon  oblique  que 
d'un  infiniméîit  petit  du  fécond  ordre.. 

Enfin  >  le  Cercle  eft  un  compofé  de  Seâ;eur$: 
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«es  Seâeurs  cm  le  imeme  Bjaiofi  qui?  If  Ccrck« 
&  n  en  différent  que  par  retendre  de  JU  C»>   .^^T*  '^* 
conférence.  Donc ,  poilue  le  C^rdie  eft  égal  au  ^-  ^^* 
Triangle  reâtiligne  dont  la  Bafe  équivwtkoit  I  Chap^^y 
la  Cirronfécenqe ,  &  qui  auroit  pour  Hauteur  le      j  jj^ 
K^ion  du. Cercle  JeSeâeur  eftégal  auffi  auTriaiir 
^lexeâiligne  qui  aurokie  Raïon  po^r  Hauteur^ 
&  dont  la  fiâfè  iquivaudxoit  à  TAxc*  On  peut  apr       ' 
|>lique^  au  -Seâeur  &  kiss  Arcs  xoocentdqiiieç 
la  mén;ie  démoti(kflti<»i  qui  nodiis  .a  ùàt  voir 
figabté  desOrconfereocesroinceQtxiques  avec 
les  Baies  correipondantes.daBsieTttat3^e» 

Le  Sèment  eft  une  portion  de  Cercle  termî-  Fîg.  3I« 
née  par  une  Corde  &  par  l'Arc  qu  die  foutient. 

Pour  av,ojx  fa^uçfaç^e,  il  fayt  gcjiçyer  le  Sec- 
teur ,  dont  4e  Segment  fait  partie ,  e»  '  tirant  les 
deux  Raïons  AC ,  BC.  Il  faut  en/uite  mefûrer 
i^aire  éa  Seâeur  entier  :  en  recraxidKïr  Taire  du 
Triangle  re6^gfte  ACB.  l^  r^f  jj^ra  la  valeur 
du  Segment. 

LsL  €p$mimc  ^  wm  poritfi»  de  Ge^cJê  ter-  ^^S-  3  «  • 
«ninéepar  ^mii;.Ot^^fi^tm^e%çQn^^(i^%^^3 

L'inipeéHoo  4e  b  FiguiDS  iiotis  jQionfre  que  jl^ 
Cercle  en(tiedr  eft  «gai  an  grand  Tf  taogle  ACBs 
que  li^  petit  Cercle  qui  «efte»  len  recratichaot  la 
Couronne ,  eft  égal  au  potit  Triangle  DCE.  Donc 
la  Couronne  eft  égale  è  ce  qui  refte  du  Triwgle» 
c  eft- à-dire ,  au  Trapèze  AB£D« 

On  doit  donc  dire  en  général  que  tptut  Cêu* 
^nne  cft  égale  k  tm  Trapèz^e  reBiligne  »  dont  la 
grande  Bafe  équivaudroit  à  la  grande  Circonfé-* 
rence ,  &  lafetite  B4fe ,  à  la  petite  Circonférence  ; 
&  qui  auroit  fwrH^tcur  ta  partie  d»  Âakn  du 


♦JI.PAB.T. 

Chap..  V. 
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Cerck,  comprife  entre  tes  deux  Circonfêreneet 

Liv.  II.    cwûentriqHes^ 

ÏÏ  •  ^^^^*  Et  comme  les  devra:  Produifans  de  ce  Trapèze- 
font  cette  même  partie  du  Raïon ,  &  une  Ligne 
moyenne  arithmétique  tirée  parallèlement  à 
égale  diftance  des  deux  Bafes  ,il  eft  évident  qiïe 
£  efface  renfermé  dans  U  Couronne ,.  efi  le  Pro^ 
duit  de  la  partie  dn  Raton  quelle  contient ,  par 
une  troifiéme  Circonférence  concentrique  qui  cou^ 
feroit  la  partie  du  Raton  par  le  milieu^  &  qui 
feroit  également  éloignée  des  deux  Circonférences 
qui  terminent  la  Couronne. 


CHAPITRE   V. 

%a  fuperficie  des  Figures  flânes  comfarelf 
Avec  leur  Périmètre. 

LEs  Commetfçans  pourroient  être  tentés  de 
croire  qu*on^  doit  Juger  de  la  grandeur  d'une 
Surface  pja:  la  grandeur  du  Périmètre  :  que  les 
efpaces  contenus  dans  unplus  grand  Périmètre, 
font  plus-  grands-,  &  que  les J^rimétres  égaux 
renferment  des  efpaces  égaux..  Je  fuis  permadé 
que  les  premiers  Arpenteurs  agirent  en  confé- 
quence  de  ce  préjugé.  Mais  Texpéricnce  les  dé»- 
trompa  bientôt  d'une  méthode,  commode  à  la 
vérité ,  mais  qui  les  faifoit  tomber  dans  des  nié* 
prifes  groffieres. 

En  effet ,  il  n'eft  pas  befoin  de  réflexions  pro- 
fondes pour  fe  convaincre  y  que  les  eipaces  ren^ 
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£rrtnés  dans  les  Figures ,  ne  font  point  du  tout 

^n  raifon  de  leurs  Périmètres.  L^v*  H* 

Soit  un  Quarré  partagé  en  deux  égaletncnc  Jj'  ^cr. 
par  la  Ligne  AB  parallèle  au  Côté  fupérieur  &  "h  aÎ-^v! 
au  Côté  inférieur  :  il  eft  évident  que  le  Périmé-   jj^^  "^  * 
tre  du  demi-Quarré  eft  plus  grand  à  proportion 
eue  le  Périmètre  du  Quatre.  Car  celui-ci  con- 
ufte  en  4  AB^  &  le  demi-Quarré  eft- environné 
de  2  AB  -4- 1  AB  =  }  AB.  En  ibrte  que  fi  l'on  re- 
joint les  deux  jnoitiés  yâe  6  AB  qui  formoicnt 
leiir  Pérîmécrè  y  il  n'en  faudra  plus  que  4  pour  le 
Péritnétre  du  Quarré  entier. 

De  même  >  (i  l'on  pafrtàge  un  Cerclben  deux 
parties  pat  le  Diamètre,  U  eft manifefte  que  le 
Périmètre  du  demi-Cercle  eft  plus  de  la  moitié 
du  Périmètre  du  Cercle,  pui(que  le  demi-Cer- 
cle a  pour  bocnes  y  nonrièulement  la  moitié  do 
la  Cirooofèreiice,  mais  de  plus  une  Ligne  droitt 
allez  ètenduer 

Il  eft;inutile  de  multiplet  les  exemples  :  as  k 
préfentent  eh  foule.  Tâchons  plutôt  d'appro- 
fondir les  raifbns  d'une  difproportion  qui  paroîc 
d'abord  avoir  quelque  chofe  de  (urprenant.  Je 
les  réduis. à  deux  :  fçavoic ,  au-  phis  ou  au  moins 
de  Largeur  à  l'égard  des  Parallélogrammes ,  &  à 
la  nature  des  Angles  pour  tous  les  Polygones*. 

Nous  avons  prouvé  d^ns  Te  premier  Ch.  de  Rajfcn  it 
cette  IL  Part.  $.  IIL  qu'ayant  un  Parallélogram*-  ^f  Largw 
me  teâan^e,  &  unindinè  dont  les  Côtés  font  JjJJlol^*" 
re(peâ:ivement  égaux,  &  qui  par  confëquent  otztsimct^ 
ont  un  Périmètre  égaille  premier  contient  plus    .mg..TOy. 


d  efpace  que  le  fécond  -,  &  d'autant  plus  tîeCpi* 
Liv-  II.  ce ,  que  le  fécond  eft  plus  incliné.  Cette  diâi^ 
ÎI.  Sbcï.   i^ence  vient  uniquement  de  la  Largeur   plus 

C  A^*^v*  g?^^^  ^^"^  ^^  reétangle  que  dans  rinclîné, 
quoique  d'ailleurs  ils  aient  la  même  Longueur 
&  le  même  Périmètre. 

Si  Ton  y  fait  même  attention ,  on  verra  que 
la  Largeur  influe  en  un  Cens  plus  que  la  Lon-* 
gueur ,  dans  la  grandeur  de  Tefpace.  Et  cela  k 
vérifie  même  dans  lés  Reâangles.  Il  eft  évident, 

fiar  exemple ,  qu  un  Reâangle  de  9  Pieds  de 
ong  &  d'un  Pied  de.  haut ,  eft  plus  petit  qu'un 
autre  Reâangle  dont  la  Longueur  ne  (êroit  que 
de  5  Pieds,  &  la  Largeur  de  1*  Car  le  fécond 
contiendroit  i  o  Pieds  quartés,  &  le  premier  n  en 
contient  que  9.  Cependant  la  Longueur  du  Pré* 
inier  paroit exceflive en comparaiibn de lexcé-* 
dent  de  la  Largeur  du  Second  y  Se  de  plus  la 
différence  de  leur  Périmètre  eft  énorme.  Car  le 
Premier  a  10  pieds  courahs  de  circuit ,  &  le  Se- 
cond n'en  a  que  14.  C'eft  que  les  Lignes  n  ayant 
qu'une  Largeur  infiniment  petite,  ne  peuvent 
former  un  efpace  que  par  leur.répétition^  &  que 
par  confëquent  une  Ligne  plus  petite  qu'une 
autre ,  mais  répétée  deux  fois  davantage ,  pourra 
former  un  plus  grand  efpace. 

De-là  nous  devons  conclure  qu'en  général 
&  toute  proportion  gardée ,  l'efpace  n'eft  jamais 
fi  grand  dans  un  Reâkahgle,  que  lorfque  fa  Lar- 
geur eft  égale  à  fâ  Longueur ,  fans^que  là  gran*- 
lieur  du  Périmètre  y  puifle  inflvier  en  aucune 
forte. 
^igi  j  j*       '  Soit  un  Quatre  dont  la  Racine  foit  de  5  Pieds« 


Son  Wrhnétre  fera  de  20  Pieds  courans}  &  1  et 


«ace  compris  de  25  Pieds  quartes,  ^^^^  ^^ 

Soit  aaffi  un  Reûângle  dôitt  la  Kafe  ibit  de  JJ-  J"^';^,- 
fo  Pieds,  &  la  Hauteur  de  2-  Sort Férinaétte   chap.  r. 
fera  dô  24  Pieds  eouràns^  &  fott  éfpâce  de  20    pig^  j^^* 
Jheds  gtiaîrtés.  Akifi ,  fe  Reâtahgle  forpaffant  le 
Quatte  de  4  Pieds  courant  pat  (on  Pettnfiétte  > 
fera  ituAùdtt  de  5  Piedi  qdatré^  du  CMé  de 
JCe/pace}  ce  qui  §ak  une  dilTérehce  confidétable. 
Oa  ttiî  fera  moins  £irpt^,  fi  IToii  fak  réflexion 
eue  deti  4  Cotés  do  Rèâangle ,  Û  n'y  en  a  que 
4etnt  ^ti  feîent  ProdulfsMs  de  Fefpace  y  &  que 
les  dey^e  Mtres  ne  fervent  qu'à  terttriner  la  clô-* 
ture  ée  la  fepeifkie*  Il  n'y  a  donc  que  le?  dcuié 
Ptodoiiatis  ai  confidétér ,  quand  il  s'agit  déjuger 
de  la  g^andi^UF  de  Tenace ,  tes  deux  autres  Gâ-» 
*^       tés  n'y  pouvant  influer  en'  rieru 
^  Les  deux  Produliarïs  du  Q^arré  fernt  f  &  f* 

j  €eux  du  Rectangle  fe^t  10  &  2.  Or  5  pris  ç 
ibis,  ddntfe  plus  que  10  pris  2  fois.  Pour  que  le 
Reâângle  fût  égal  au  Quarré ,  il  faudroit  que  le 
feeond  ProdurÊint  dit  Reâatigle  £àt  i-^t*  Gar 
jox  z-^k^i^* 

iiàii  remarquons  dans  cette  (u^ofition  i^^ 
^ue  Faugmentation  d'uh  f  dans  la  Largeur  au- 
gmente de  5  Fieds  quaff  rés  Telpace  du  Reâan-^ 
5     gfe.  i\  Que  les  deu*  Produifens  du  Reéèangle 
^     TOM  enfemWe  1 2  PîedJ  &  demi  courans  :  au* 
^     lieu  que  les  dette  Prodùîfans  du  Qtiacré  ne  font 
^^iJ     ^e  10  Pieds  %  ce  qui  montte  toujours  combien* 
^  ^    fe  Raifon  de  Largeur  infiitiet§a!ns  h  grandeur  de 
Jteipace* 


Liv.  IL 
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2. 


IL  Sect.  ^j  nous  portons  nos  vues  plus  loin ,  &  que  nous 
*î'        Tj  comparions  eniemble  tous  les  Polygones,  nous 
^  *     *  verrons  que  la  qualité  de  leurs  Angles  contri- 
*  Ra'ifon    ^^^  infiniment  à  la  grandeur  plus  ou  moins 
des  Angles  grande  de  refpace  qu'ils  renferment, 
dans  les  Po-      En  efiet ,  Tefpace  compris  entre  les  deux  Cô- 
lygôncs.      t^s  j'un  Angle  allant  toujours  en  diminuant 
depuis  la  Bafe  jufqu'au  Sommet ,  plus  les  Côtés 
de  l'Angle  fè  rapprocheront ,  demeurant  tou- 
jours de  la  même  Longueur ,  &  plus  Tefpace 
compris  diminuera  :  plus  au  contraire  les  Côtés 
s'écarteront ,  &  plus  Tefpace  augmentera.  Par 
confëquent,  on  doit  dire  en  général,  que  plus 
les  Angles  d  une  Figure  feront  aigus ,  &  moins 
elle  contiendra  d'efpace*,  &  qu'elle  en  contien- 
dra davantage  à  mefure  que  fes  Angles  feront 
Jus  obtus.  Or  les  Polygones  d'un  grand  nom- 
bre de  Côtés  ont  leurs  Angles  très-ojbtus  :  or  le 
Cercle  étant  un  Polygone  d'une  infinité  de  Cô- 
tés, a  des  Angles  infiniment  obtus.  Donc  toute 
proportion  gardée,  les  Polygones  d'un  grand 
nombre  de  Côtés  renferment  un  plus  grand  ef- 
pace.  Donc  de  tous  les  Polygones  le  Cercle  eft 
celui  qui  en  renferme  un  plus  grand.    • 
,  Pour  éclaircir  cette  Théorie,  repréfeptons- 
nous  ici  toutes  les  eipéces  de  Polygones  :  foppo- 
fbns-les  réguliers  &  en  même  tems  ifopcrimC" 
très,  c'eft-à-dire,  environnés  d'un  Périmètre 
égal.  Nous  ne  demanderons  pas  s'ils  contiennent 
la  même  étendue  :  ce  n'eft  plus  une  queftion  ; 
mais  quel  eft  celui  qui  dijns  un  circuit  égal  ren- 
2î'—  ferme 


bi 
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îerme  le  plus  grand  elpâce ,  &  celui  qui  renferme 
!e  plus  petit.  Liv.  II. 

Tous  ces  Polygones  ont  un  Produisant  com-  ^^-  Sect. 
inun  Jfçavoir ,  la  moitié  de  leur  Périmètre  égal  :  ^^^'^^^ 
t&  chaque  Polygone  aura  ion  Raïon  droit  pour 
iêcond  Produilant.  Pour  que  les  Polygones  i(b-i 
périmètres  fuflènt  égaux,  il  feudroit  donc  qu'ils 
euffènt  le  ftiême  Raïon  droit.  Or ,  cela  ne  k     V«  Scô:. 
peut,puîi(que  nous  avons  prouvé  dans  la  Se€hon  **  ^^-  J-  $• 

1)récédente  qu'il  y  avoir  plus  de  différence  entre  ^' 
e  Raïon  oblique  &  fe  droit  dans  le  Triangle 
équilateral ,  que  dans  le  Quarré  :  dans  le  Quar- 
"re ,  que  dans  le  Pentagone,  &  ainfi  à  Tinfini  -,  & 
qu'enfin  dans  le  Cercle  9  la  différence  des  deux 
Raïons  diiparoifTôit.  Donc  le  fécond  Produifant 
eft  plus  petit  dans  le  Triangle,  que  dans  le 
Quwré:  plus  petit  dans  le  Quarré ,  que  dans  le 
Pentagone*,  &  ainfi  à  llnfini.  Donc,  de  tom  Us 
folygonts  régnliers  ifopmmétres  ^  le  Triante  efi 
de  pins  petit  ;  &  ie  Cercie ,  U  pins  grand. 

On  pourroit  faire  contre  cette  preuve  une 
ob]e£kion,qui  d*abordparoît  allez plaufible.  La 
void.  M 

Pour  démontrer  que  la  différence  du  Raïon     Olcl 
oblique  au  Raïon  droit  diminue  à  melûre  que 
le  Polygone  augmente  en  Côtés,  on  a  fuppofë 
<jue  tous  les  Polygones  réguliers  avoienr  le  mc- 
»  nie  Raïon  oblique ,  &  qu  lïs  étoîent  infcrits  dans 
le  même  Cercle  où  dans  des  Cercles  égaux.  Mais 
des  Polygones  réguliers  infcrits  dans  le  même 
Cercle  ne  font  point  iibpérimétres.  Car  on  a  îca,x.Ch, 
prouvé  que  la  Circonférence  éa  C^cle  étoit  +* 
plus  grande, ^€  le  Périmètre  de  tout  Polygone 
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infcrit^  &  d'autant  plus  grande  qtie  le  Polygone 

Liv.  n.    inlcrit  avoit  moins  de  Côtés:  que  par  confëqaenc 

IL  Sect.   Je  périmètre  du  Quarré  étoit  plus  grand^ue  Je 

€1.  Part,  p^^jj^^tf  ^  ^  Triangle  infcrit  dans  le  même  Cer- 

^^'''^;cle,&c. 

D'où  il  fuit ,  que  fi  Pon  a  deux  Polygones  ifo- 
périmérres,  par  exemple ,  un  Triangle  équilaté-' 
cal  &  un  Quarré ,  &  qu'on  leur  circonlcrive  des 
Cercles ,  il  faudra  un  plus  grand  Cercle  pour 
.  circonfcrire  le  Triangle,  que  pour  circonfcrire 
le  Quarré.  Par  confëquent^  le  Raïon  oblique 
du  Triangle  ifopérimétre  lèra  plus  ^cand  que 
trelui  du  Quarré. 

Sans  donner  donc  atteinte  à  la  maxime  géné- 

jrale  fur  Taggrandiffement  du  Raïon  droit  dans 

'  ^  Polygones  qui  ont  plus  de  Cotés,  on^our- 

■  Toit  iùppofer  dans  un  Triangle  &  dans  un  Ç^arré 

le  même  Raïon  droit ,  pendant  que  leur  oblique 

feroit  fort  différent,  comme  on  prouve  que  lear 

.  Raïon  droit  eft  différent ,  lorfque  leur  Raïon 

oblique  eft  le  même.  Il  faudroit  donc  prouver 

^ue  deux  PolygjSnes  donc  le  Raïon  droit  feroit 

cgàl,  ne  pourroient  être  ilbpérîmétres.  Telle 

.<ft  la  difficulté. 

J'avoue  que  les  fondemens  en  font  incontef-* 
.tables  ".  il  ne  s'agit  que  de  l'application.  On  ne 
:  peut  nier ,  par  exemple ,  qu  un  Triangle  &  ua 
^  Quarré  ne  puiflent  avoir  le  même  Raïon  droit. 
Mais  je  Soutiens  que  ces  deux  Figures  ne  feront 
pas  ifopérimétres.  Pour  nous  en  convaincre, 
in(crivons-y  <^s  Cercles.  Ces  Cercles  feront 
égaux,  ^ifque  leur  Raïon  fera  la  même  chofe 
que  le  Raïon  droit  des  deux  Polygones.  Mais  il 
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*ft  démohtré ,  <fm  fi  V(m  câpcoiricrît  au  mente 
Cercle ,'  ou  bien  à  des  Cercles  égaux  ^  deux  Po-   I-i  v.  II. 
lygancs  djflirensj»  cseltfl  qui  aura  te  moins  de  ^^-  ^^^^' 
Cotés,  aura  un  plus  grand  Périmètre,  Donc,  ^*  ^p^y 
dans  notre  exemple  le  Triangle  &  le  Quarré ,  3^^^  i.ch. 
dont  le  Raïon  droit  feroit  égal,  ne  fer  oient  iv. 
point  ifopétimétreS.  ,.         Fig.  44.  êc 

Par  confôquent,  fi  nous  les  fiippofons  ifopé-  4^  ^c^al^ 
rimétres,  leur  Raïon  droit  ne  peur  être  égal,  ^^p* 
'Car  Ifes  Cercles  ^e l'on  inferiroit  dans  cesjPo-    ^^'  ^^' 
'brgones  feroienr  inégaux.  Celui  qui  feroit  îm- 
•Krit  dans  le  Trfangle  feroit  plus  petit  que  celui 
qui  ferott  italcrit  dans  le  Qj^arré  :  l'^nfcrit  dans 
.  le  Qudrcé ,  pk»  grand  ^ue  l'ênferit  dans  le  Pea- 
itagone>  &  ainn  de  fiiite  à  Tinfini,  }uiqu'à  ce 
Que  nous  parvixiffions  auPoljr^one  d'une  infinité 
oe  Cotés  qui  fe  confond  av^  le  Cercle  auquel 
'  il  eft  ciccotiferito 

Donc  le  Raïon  droit  du  Trianglç  ifepérimé* 

-tre ,  eft  ^iis  petk  i}ue  celui  du  Quarré  :  celui  du 

Quarré,  pkis  petit  que  celui  du  Peq);agone  :<en- 

fin  celui  du  Cercle, plus  grand  que  celui  dg  tous 

ics  autres  f^ygones  iferpérimétres. 

Tous  ces  Polygones  j  je  le  répète ,  oM^in  Pro- 
dui&tM:  é^  &  commun ,  fcavoir ,  la  moitié  de  . 
leur  Périmètre.  Mais  leur  fecond  Produifanc, 
Içavoir,  le  Raïon  droit ,  ^fl:  inégal ,  plus  petit 
^ns  le  Triaagle'que  dans  le  Quarré ,  &c.  Donc, 
'dt  tom  ks  Folygomis  ifinftrimefrts  ^  U  Triangle 
^é^iméral  tft  ctlui  qm  renferme  le  moins  defpa' 
'Ce^ffr  k  C^fir ,  4;^  ^  m  renferme  davan* 
4a,ge. 

9S\ 
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Î.ÏV.  II. 


LîVaE    SECOND. 


ï 


SECTION  m. 
Des  Figures  flânes  fimblables: 

L  n  eft  plus  qoeftion  d'examiner  le  Périmètre 


dune  Figure,  de  mefurer  les  Angles forn^^s 
^ar  le  contour  des  Lign^  qui  1  environnent ,  de 
déterminer  Teipace  renfermé  dans  fes  iimkes  : 
tout  cela  nous  eft  connu*  Il  Vagit  à  préfent  de 
comparer  des  Figures,  qui,  (ans être  égales,  fe 
reflemblent  parfaitement  s  d'étudier  les  rapports 
intimes  eu  elles  ont  entre  etiess  &  de  recueillir 
les  vérités  importantes  que  cet  examen  nous 
découvrira. 

Je  pourrois  fijppofer  ^ue  quiconque  s'occupe 
lerieuiem^t  de  la 'Géométrie  9  nignore  pas  la 
Théprie  des  Raifons  &  des  Proportions  ^  & 
451U  il  eft  en  état  d'appliquer  fans  effort  à  reten- 
due^ qui  neft  qifune  eipéoe  de  Grandeur,  ce 
^'ilconnok  déjà  de  k  nature  &  des  propriétés 
de  la  Grandeur  >en  générât 

Mais  quelque  ibit  la  icience  de  ceux  qui  le 
donneront  la  peine  de  lire  ces  Elémens,  ils  ne 
trouveront  pas  mauvais  qae  je  leur  rappelle  des 
principes  qu  ils  ne  peuvent  avoir  trop jpréfens  à 
1  eiprit*  Les  Mathématiques  ne  nous  offrent  rien 
iqui  foit  plus  intérellant  »  plus  exquis ,  Se  plut 


propre,  foit  à  former  >fok  à-perfeékiontier  leil 

prk  géomctriqv^er-  ^^▼•'  ^^ 

Je  diviferai  cette  CFOifîéme  Section  en  trois   II^-  Sbct» 
Parties-  L»  première  fera  an  Traité  abrégé  dés^    *    -^^'*'- 
Raifbns  8c  dès  Proportions.-  Oh  confîdérera/ 
dans  la  féconde  les  Figures  (emblaBIes,  feloti^ 
leur  Périmètre  5  &  dans  larrroificmc  on  Tes  en-r 
viiagera  feion^refpace  qu'elles  renferment.. 


►    PREMIERE   PARTIE. 

Traitif  aihfégé  àes  Rmfonsh  ér  dex  Profw^ 


m 


CHAPITRE  PREMIER^ 

ISES    RAISONS^ 

ON  appeHè  Kaifon ,  Te  Rapporr  qui  fe  trouver 
entre  deux  Grandeurs  ae  même  efpéce. 
Je  dis  y  qui  fe  trouve  entre  deux  Grandeurs  •: 
car  leftrit  qui  voir  ce  Rapport  ne  Ey  met  pas:' 
il  ftibfflie  indépendamment  de  noas,.&  (ân^- 
même  que  nous  y  perdons.  Ceft  en  cela  quefâr 
Raiibn  dàSSctdéXdcComfaraifon*  Celle-ci  e(E 
tine  opération  de  rame>..par  laquelle  on  apper* 
çoit  la  liaifbn  de  deux  Grandeurs.  Opératiotr 
néceflaire  *,  mais  Cv  diflinguée  de  Isi^Raijpn ,  que 
Ton  compare  quelquefois  deux  Grandeurs  >  ians 
en'  eonnokre  le  véritable  rapporr; 

Q^iiîî 


-t. 


\ 
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S      J'ajoute  :  entre  deux  Grandeurs  de.  même  r/î 

Liv.  tl.    péce*  Car  quoiqu'il  y  ait  toujours  quelque  rîrp- 

in.  Skct.  pQj.j  entre  deux  Grandeurs ,  de  quelque  nature 

I.  Part,  qu^ejjçg  foient, ce  n'eft  qu un  rapport  imparfair. 

*^^'   '  La  Métaphyfique  peut  en  faire  Tobjet  de  (es 

'  méditations',  mais  la  Géométrie  ne  confiderc 

que  les  rapports  des  Grandeurs  homogènes ,  & 

ik  borne  même  à  celles  qui  tiennent  de  Kéten- 

due,  ou  qui  s'y  peuvent  appliquer, c'eft-à-dire, 

à  l'Etendue  proprement  dite,  au  temsyau  mou*. 

vement  &  aux  nombres. 

Comparer  deux  Grandeurs ,  c  eft  confidéïer 
de  combien  Tune  furpafle  l'autre;  ou ,  combien 
de  fois  k  première  contient  la  féconde.  En  com* 
parant  la  Grandeur-  ii  avec  la  Graqdeur  6y]C 
puis  examiner  de  combien  1 2  furpaflTe  (5  j  ou 
combien  de  fois  2 1  contient  6^ 

Il  y  a  donc  un  double  Rapport  entre  le» 
Grandeurs  de  même  efpéce*  On  appelle  le  pre- 
mier ,  Raifbn  arithmétique  ;  &  le  (èçond ,  Râfon 
géométrique.  Ce  n  eft  pa*  que  le  premier  ne  foit 
d'ufage  dans  la  Géométrie,  ou  Ton  coniîdere 
fbuvent  Te^ccédent  d'une  Ligne  lîir  une  antre 
Ligne,  ou  d'une  Figure  lîir  une  autre  Figure. 
Mais  le  lecojid  rapport  donnant  lieu  à  des  dé- 
cou  vertes  plus  fines  &  plus  importantes,  on  Ta 
nommé  le  géamétrique  par  excellence*  Ainfî, 
lorfque  hs  Géomètres  parlent  de  Raifin  ou  de 
Rapfort  yÇzns  les  Ipécifier ,  c'eft  toujours  le  Rap- 
port &  la  Raifon  géométrique  qu'il  faut  enten- 
►  dre.  , 

L'un  &  Fautre  rapport  ont  néceffâlrement  deux 
Termes  :  parceque  toute  comparaifon  fuppofe 


J 


RaïSOWS   et  PKOMRTïOWf.  lérf 

devnc  choies  comparéeSi  Le  premier  s'appelle 
Antécédent  /  c  eft  la  Grandeur  que  Ton  comparer    Li  v^  IF; 
Le  fécond  s'appelle  Conféquent  r  c*eft  la  Gran-   ^^^'  Sbct^ 
deur  à  laquelle  la  première  eft  comparée»  J:  Part.-^ 

On  appelle  £;ir^(jy^;f f  dé  la  Raiioa  ce  qui  ré-  ^  "  ^ 
(îiltc  du  Rapport  de  deux  Grandeurs^  Car  toute 
compavaifbn  eft  une  qn^ftion ,  &  TExpo/ant  eft 
h  ïéponCe  ou  la  fobtion.  Ainfî ,  dans  f  exemple^ 
ptopofé ,  ÏUxpofmt  de  la  Raifon  arithmétique^ 
âc  11  k  6  y  efï  6y  parceqtie  6  eft  la  Grandeur 
dont  ^  2  fiirpaffe  6:  8c  TExpofant  de  la  Raifoir 
geQmittique  de  1 1  à  6 ,  eft  ijc  parceque  1 1  eon* 
tient  deuç  fois  6^ 

On  voit  par-là  que  le$  deux  Raifons  ne  font 
autre  chofe  fous  a  autres  termes,  que  les  opé- 
ration^ de  calcul  fî  connues  fous  les  noms  de 
Souftraâ;ion  &  de  Divifîon.  Car  lorfque  fexa* 
mine  la  Raifon  arithmétique  dç  iik  ^>  jè  veu* 
fçavoir  ce  qui  ipe  refte  de  1 1  après  en  avoir  oté 
6 :8c  ce  Keïte  >  Excédent  du  grapd  nombre  fur  le* 

fetityou  Vi^érence  de  ces  ^eux  nombres,  eft 
Expofant  de  la  Raifon  ârithniétique  >  laquelle 
par  confequpnt  peut  être  e^^^rimée  par  le  fîghe 
de  la  Sauftra<3:ion  1 1— 5^ 
*    De  même ,  lorfque  Je  confîxiefeîa  Raifon  géo-^ 
métrique  de  1 1  à^  é ,  Je  véus  fçavoir  combieii  l^ 
Grandeur  ii  contient  de  Grandeurs  é::  ce  qui 
eft  divifer  ii  par  6.  Ainû,.  Itxpolant  d'un^ 
Raifon  géométrique ,  n*eft  que  le  ^notient  d'une 
Divifion^  Toute  Raifon  géométrique  eft  donc 
une  fraBion\  8c  peut  être  exprimée  par  le  figne- 
de  la  Divi/Ton  'i. 
,   D*bù  il  réf&lte  que  route  Raifonr  eft  une  v6^ 
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ritable  Grandeur ,  exprimée  par  l'Expoiânt.  Car 

Liv.  IL     il— é=6:&  =  Ti-  On  peut  donc  comparer  en- 

III.  Sbct.  {^ble  deux  Rai/bns>  comme  on  compare  deux 

I,  PA1.T.  Grandeurs.  On  verra  dans  la  fiiite  combien  ce 
Chap.  I.       .    '      ^^  c       j 
prmape  eit  fécond. 

La  première  confëquence  cpi'il  en  faut  tirer  > 
c  ell  que  la  Grandeur  d'une  Raifbn  ne  dépendL 
point  de  la  Grandeur  des  Termes  donc  elle  e(t 
compofee.  Ainfî,  les  Raifbns  arithmétiques  de 
24ài8,deiià  ^,de8à2  font  égales,  par- 
ceque  toutes  trois  ont  6  pour  £xpo(ant.  Je  (uis 
également  riche ,  lorfqu'ayant  8  hv.  j'en  dois 
payer  i ,  que  lorfiju'ayant  1 2  hv.  J'en  dois  payer 
6  -,  ou  qu'ayant  24  hv.  j'en  dois  payer  1 8  s  par- 
ceque  dans  ces  trois  cas  il  me  refte  6  liv. 
•  De  même  >  la  Grandeur  de  la  Raifbn  géomé- 
trique de  24.  à  i2>  n'eft  pas  plus  confidérable 
que  celle  dei2à^,oude2ài^  parceque  12 
^eft  pas  contenu  plus  de  fois  dans  24  »  que  6 
dans  12,  ou  i  dans  2.  Diftribuez  24  liv.  à  12 
peribnnes  ,oui2àé,ou2ài,  chacune  d'elles 
ne  peut  recevoir  que  deux  liv. 

La  Grandeur  des  Termes  d'une  Raifbn  influe 
|î  peu  dans  la  Grandeur  de  la  Raifbn  même  > 
que  fî Ion  diminue  le Conféquent  lâns  toucher 
à  l'Antécédent ,  la  Raifon  augmentera.  Ayant 
la  Raifbn  de  1 2  à  ^ ,  fi  je  iubftitue  j  à  la  place 
de  6  )  la  Raifbn  arithmétique  de  1 2  à  ^  aura  9 
pour  Excédent  ou  Expo(ant  ^  &  la  Raifon  géo- 
métrique aura  4  pour  Expoiànt  ou  Quotient. 

Au  contraire, la  Raifbn  diminuera >  fi  laiffant 
fubfifler  l'Antécédent ,  on  augmente  le  Confé- 
quent. Dans  la  Raifbn  propofëe,  filon  prend 
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9  pour  Conféquent  au  lieu  de  6 ,  on  n  aura  que 
}  d'Excédent  pour  la  Rai/bn  arithmétique ,  &    I-ïv-  M* 
Ibulement  i+lpour  ia  Raifbn  géométrique.       IH-Sbct^ 

Il  feroit  facile  d'augmenter  ou  de  diminuer  q^^^{ 
les  Raifons,  en  faiiant  les  changemens  dans  l'An-     ^  ' 
recèdent  fans  toucher  au  Conléquent. 

Je  me  lers  des  nombres.pour  rendre  fenfîbles 
ces  vérités  générales,  parceque  les  nombres 
font  très-propres  à  repréieriter  toute  autre  eC- 
péce  de  tîrandeur.  On  voit  aiiément  que  ce  ne 
font  que  des  exemples. 

Les  Rai(bns  étant  donc  des  Grandeurs  réel- 
les s  elles  font  fli(ceptlbles  des  opérations  que 
l'on  peut  faire  fut  toutes  les  Grandeurs ,  c'eft* 
à- dire ,  qujon  peut  les  augmenter  par  Addition 
&  Multiplication ,  &  les  diminuer  par  Souftrac- 
tîon  &  Divifion. 

Mais  il  faut  prendre  garde,  qu'autre  chofe  eft 
d'augmenter,  de  diminuer,  de  multiplier,  de 
divdct  une  Raifou  :  autre  chofè  de  faire  ces  opé^ 
rations  fur  les  deux  Termes  qui  la  compofcnt. 

On  ne  peut  augmenter  ou  diminuer  une  Rai- 
fon ,  qu'en  opérant  de  telle  (brte ,  que  TExpo- 
iant  augmente  ou  diminue.  Nous  venons  d'en 
voir  des  exemples ,  &  l'on  en  verra  encore  dans 
la  fuite. 

Mais  oti  peut  opérer  fur  les  Termes ,  fans  que 
la  Raifbn  change,  c'eft-à-dire ,  fans  que  l'Expo- 
fant  en  reçoive  la  moindre  atteinte  :  c'eft  ce 
qu'il  faut  maintenant  expliquer. 

La  Raifon  arithmétique  étant  une  Soufbac- 
tion ,  &  la  géométrique  une  vraie  Divifion ,  il 
^eft  dans  l'ordre  d'emplo/er  l'Addition  &  la 
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r^^^"^  Souftraftion  pour  augmenter  &  Àminuer  lef 
Liv.  IL    Termes  dune  Raifon  arithmétique 5 &  dlinaiï- 
III.  Sbct»  çfç  ç^^^  ^  jg  Multiplication  &  la  Divifion  à  Kc- 
I.  PAB.T.    çr^j,^deh  Raison  géométrique.  Cela  po{é. 

Si  j  ajoute  une  Grandeur  égale  à  chacun  des 
Termes  d'une  Raifon  arithmétique ,  ou  fi \en 
retrancjje  une  Grandeur  égale ,  rExpoÊnt  fera 
toujours  le  même>  &  la  Raiibn  ne  changera 
point.  Car  c^eft  un  priticipe  évident ,  que  lorC- 
qu^'à  chof^  inégales,  on  ajoute,  ou  flu'on  en 
Vetranche  choies  égales ,  les  Touts  augmenté* 
o.u.  diminués  5  confervent  entre  eux  la  même 
Inégalité  qu'auparavant. 

Ayant  la  Raifon  arithmétique  de  1 2  à  6 ,  ^ 
fajoute  4  à  ces  deux  Termes ,  ou  fi  j'en  retran* 
che  4,  rExccdcm  de  16  fur  10  >  &celurdeï 
fiir  2  fera  6  >  ainfi  que  l'Excédent  de  j  2  fiir  <f. 

De  même ,  .fi  Je  multiplie  ou  fi  Je  divife  les- 
deux  Termes  d'une  Raifon  géométrique  paç 
une  même  Grandeur  quelconque ,  cette  Raifbti^ 
àinfi  transformée  aura  toujours  le  même  Exha- 
lant ou  Quotient. 

Ayant  la  Raifoji  géométrique  de  8  ^  4  dont 
FExpofant  eft  2 ,  fi  Je  multiplie  les  deux  Termes 
par  }  ,  j'aurai  la  Rai(bn  <Je  24  à  11,  dont  l'Ex- 
pofant  eft  encore  2  r  &  fi  je  divife  les  deux  Ter- 
mes 8  &  4  par  2;i  j'aqrai  la  Raifon  de  4  à  1 ,  donc 
f  Expofenr  eft  encore  2. 

Pour  concevoir  cptte  vérité  d'une  manière 
encore  plus  générale,  il  faut  obferver  1°.  que 
dans  toute  Raifon ,  l'Antécédent  eft  toujours 
Regardé  comme  le  Tout ,  &  le  Conséquent  com- 
me partie  du  Tout.  i°r  C^ii'un  Tour  peui;  être 
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partagé  en  parties  alicjuotes ,  ou  en  parties  alls- 
quantes*  Liv.  !!• 

•  Les  parties  aliquotesfont  celles,  qui,  répé-   IH'Sect. 
técs  un  certain  nomBre  de  fois,  conftituent   J;  ^^^^ 
çxaélement  le  Tojit  fans  aucun  refte.  Ainfi ,  i  o , 

5  >  4  >  2 ,  I.  font  parties  aliquotes  de  lo  *,  parcç- 
que  I  o  répété  deux  foi$ ,  5  répété  quatre  fois , 
4  répété  cinq  fois,  1  répété  dix  fois,  &  1  répété 
vingt  fois ,  font  précifément  le  nombre  10. 

Par  Ja  même  raifon ,  les  parties  proportion- 
nelles d'un  Tout,  telles  que  les  Moitiés,  le5 
Tiers ,  les  Quarts ,  les  Cinquiénies ,  &c.  font 

.  parties  aliquotes  -,  parcequ'elles  font  exactement 
contenues  dans  leur  Tout  (ans  aucun  refte. 

Le  Tout  eft  appelle  Multiple  par  rapport  à 
fcs  parties  aliquotes ,  parcequ*il  eft  formé  par 
une  répétition  fuffifànte  de  ces  parties;  &  par 

•  la  même  raifon,  ces  mômes  parties  font  appel- 
léés  Soffs-mulnples  du  Tout. 

•  Les  parties  aliquantes  font  Celles  qui  ne  me-* 
ftirent  pas  exaâement  le  Tout*  Ainfi,  iiScH 
ne  font  que  les  parties  aliquantes  de  zo ,  parce^' 
que  la  répétition,  de  1 1 ,  non  plus  que  celle  de? 
8  3  ne  feront  jamais  20. 

Dans  la  Raifon  arithmétique ,  on  ne  confidérc 
le  Tout ,  que  comme  compofé  de  parties  ali- 
quantes. On  en  retranche  une  d'entre  elles ,  la- 
quelle jointe  avec  le  Refte  ou  TExcédent ,  eft 
égale  au  Tout,  Ayant  la  Raifon  i  o  eft  à  j ,  TEx- 
cedent  eft  7.  Or  7+^=10* 

Il  peut  arriver  néanmoins  que  la  partie  re- 
tranchée Se  TExcédent  foient  aliquotes  du  Tout» 
Si  je  retranche  4  de  8  »  refte  4  -;  &:  4  çft  aliquote 
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de  S.  Mais  alors  cette  aliquote  par  accident  efl 
Liv^Il.    toujours  regardée  comme  iîmpie   aliquante; 
III.  Sect.  parceque  fat  qualité  d'ali(f;iote  n'influe  pour  rie» 
l^^^\'  dans  1  opération. 

Ceft  tout  le  contraire  dans  la  Raifbn  géomé- 
trique. On  n'y  confidere  gue  les  parties  ali- 
quotes  ;  parceque  cette  Raifon  n'efl:  qu'une  Di- 
vifion  ou  Fradion»  Dans  la  Raifbn  1 5,  eft  à  3  ,. 
on  demande  combiet>  de  fois  1 5  contient  5  t 
l'Expo fànt. ou  Quotient  5  donne  la  réponlè^ 
Ainfî ,  le  Conféquent  &  rÉxpofant  de  Ta  Raifon 
doivent  être  des  aliquotes  de  rAntéëldent.  Car 
il  ;  eft  exaâement  cinq  fois  dans  1595.  doit  y 
être  contenu  précifément  5  fois.  D'où  il  foit  que 
le  Conféquent  ou  Bivifeur  d'une  Raifon  géomé* 
trique,  multiplié  par  TExpqfîHit  ou  Quotient  ^ 
égal  à  l'Antécédent  ou  Dividende* 

Ces  maximes  font  indubitables  dans  les  exem* 
pies  allégués  &  dans  mille  autres  qui  viennent 
aifément  à  Teiprit.  Mais  il  y  en  a  fbuvent  01Î 
rapplîçation  en  iêroit  plus  difficile.  Je  commea- 
ce  par  la  Raifon  arithmétique. 

Dans  la  Railbn  de  5  à  1 1  ^  où  le  premier  Ter- 
me eft  le  plus  petit  y  peut-on  dire  que  5  (bit  le 
Tout  y.  &  que  1 1  en  foît  partie  aliquante  ? 

Je  réponds  que  cela  le  peut  très  -  bien  dire  > 
parcequlf  y  a  des  cas  où  1  oa  eff  obligé  de  re- 
trancher une  Grandeur  d'une  plus  peti^^  Si,  pai 
exemple ,  Je  dois  1 2  Tiv.  &  que  Je  n'en  aie  que 
5  pour  les  payer ,  il  s'en  manque  7  hv..  que  uac 
dette  ne  puifle  être  acquittée.  On  peut  donc 
exprimer  mes  facultés  par  cette  Souftraftioa 
5—11,  dont  TExcédent  eft~7». 


L  Part. 
Chap.  !• 
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il  faut  obferver,  que  de  quelque  manière  y**** 
'que  Ton  arran^  les  Termes  de  cette  Raifbn,    Liv-  ïl* 
on  a  toujours  le  même  Expofanc ,  quoKju'avec  l^^J^^'^' 
-des  fignes  contraires.  Car  1 1— 5=-4-7 ,  &  5—  1 1 
=—7.  Ceft  pourquoi  dans  les  Raifons  arithmé- 
tiques où  f  on  n  auroit  pas  fujet  de  remarquer 
la  différence  des  fignes  qui  précédent  les  Expo- 
'ïâns,  on  peut  lans  danger  regarder  le  grand 
Terme  comiïie  le  Tout^  &  le  petit ,  comme 
■partie  aliquante* 

Venons  à  la  Raifbn  géométrique  qui  exige 
•plus  d'attention.  On  peut  demander  d'abord 
comment  le  Conféquent  pourroit  toujours  être 
•regardé  comme  aliauot-e  de  l'Antécédent,  at- 
tendu que  le  Conféquent  n'^n  eft  quelquefois 
qu'une  partie  akquante?  Telle  eft  la  Raiibn  de 
Il  à  8,  de  10  à  ^,&  mille  autres  que  l'on  peut 
iniaginer ,  dans  lesquelles  les  Confëquens  i  8c 
5  neibnt  pas  de  natiire  à  mefiirer  exaâemenc 
les  Antécédens  i£  &  î6* 

Je  réponds  que  dans  le  cas  où  le  Conféquent 
ii'eApas«xa6tement  contenu  dans  l'Antécédent, 
ce  (ont  les  Aliquotes  communes  aux  deux  Ter- 
mes qui  meturent  le  Tout.  Dans  la  Raifbn  iz 
«ft  à  8  , 4  moitié  de  S  ^ft  trois  fois  dans  1 2  :  & 
tlans  celle  de  10  à  9 ,  i ,  neuvième  de  p  eft  dix 
■fois  dans  i  o*  Ceft  précifëmertt  comme  fi  on  di- 
^it  )  fois  4  eft  à  deux  fois  4^  ou  10  fois  i  eft  à 
5>  fois  I.  Auâî  ces  Raiibns  ont-elles  toujours  un 
Expoiànt,  qui,  multiplié  par  le  Conféquent  ou 
Divifcur ,  eft  égal  à  l'Antécédent,  y  a  pour  Ex- 
pofam  î^i'y  &  n-|x8,=ix.  De  même  t  a 
pour  Expoiànt  i-i-j:  &  i-ny  x  ^  =5  iq. 
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On  peut  demander  en  fecond  lieu  quel  eft  le 

Liv.  IL    Terme  qui  doit  être  regardé  comme  le  Tout , 

III.  Sect.  ^  celui  qu'on  doit  regarder  comm^  Partie  dans 

L  Part,  j^^  Raifons  géométriques  Oi\  TAntécédent  eft 

moindre  que  le  Conséquent  :  par  exemple  >  dans 

la  Rai^nde  là  lo* 

Qiielques  |fer(bnnes  (è  (ont  imaginées ,  que  le 
plus  grand  Terme  étpit  toujours  le  Tout ,  &  le 
petit  Terme  la  Parties  &  qu'ainfî  la  Railbn  de 
.  1  à  10  étoit  la  même  que  la  Raifbn  de  la  à  i. 
Car,  di(ent-ils,  lor(quon  a  la  Raifon  de  lô  à 
1,  on  demande  con^en  de  fois  lo  contient  i  : 
,  au  lieu  que  lorsqu'on  a  la  Raifon  de  i  à  lO)  on 
demande  combien  de  fois  t  eft  contenu  dans 
lo^  ce  qui  eft  vétîtablemeiit  la  même  chofe. 
.  Mais  ces  perfonnes  fe  trompent  aflurétâent  : 
les  deux  Raifons  font  fort  différentes  Tune  de 
rautre.  Car  la  Raifon  géométrique  n*étafît  réel- 
lement qu'une  Fraftion ,  celle  de  1 6  à  z  ,  donne 
ilix  Moitiés  oU  Cinq  entiers,  au  lieu  que  celle  de 
1  à  ro  ne  donne  que  deux  Dixièmes  ou  un  Cin* 
qutéme* 

Il  faut  donc  dire  que  dans  ce  cas-là  même , 
l'Antécédent  eft  regardé  comme  le  Tout  ou  le 
Dividende-,  &  le  Conféquent  comme  TAliquo- 
te  ou  le  Divifeur  •,&  qu'alors  on  confidere  com- 
bien l'Antécédent  contient  d'Alîquotcs  de.  fon 
Conféquent.  UAliquote  coiTimune  fort  à  m.e/u« 
rer  les  deux  Termes*,  &  TExpofant  de  ces  Rai- 
fons, multiplié  par  le  Conféquent,donne  un  Pro- 
duit égal  à  l'Antécédent.  L'Expofant  de  la  Rai- 
fon de  i  à  lo  eft  T  :  &  tX  ioa=2.  Dans  la  Raifon 
de^ àp^ ou  ^  fExpofant  eft  i •*■  t ^Or  y -*■  i  x^ 
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55:4.  Carî"^^—  $-  =  3:&?^|5  =  |  =  i  :  &  5+       ,.     — 

1=^  LiV.  II. 

On  voit  par-ià  qu  il  y  a  toujours  uire  Rai/bn  ™'  ^^^r, 
«xacce  «ntrc  deux  nombres  quelconques ,  &  par  r  1»  ^ 
conféquent  entre  deux  Grandeurs  qui  peuvent 
être  exaâement  mefurées  par  une  Aliquote 
commune.  Car  cette  AUquote  pourroit  être  ex- 
primée par  un  nombre  ^  au  moins  par  Tunîté» 
ou  par  des  fraâions  de  Tunité.  Les  deux  Gran* 
deurs  feroient  donc  cpmpofêes  d'un  nombre 
d'unités  Aliquotes*  Elles  auroient  donc  entre 
elles  un  Rapport  exaâ  *,  puifque  deux  notnbres 
quelconques  ont  toujoursrunitépour  commune 
meilire*  AuiS  j>our  4^x|>rimer  qae  deux  Gran- 
deurs ibnt  commenfurables  1  une  à  l'autre  >  on 
dit ,  que  leur  Rafport  efi  de  nombre  k  n&mbrté 

Si  donc  il  iè  trouvoit  que- deux  Grandeurs 
n  euflènt  point  d'Ahquote  commune  9  eUes  iè- 
roient  ineommenjkrabks  ;  &  le  Rapport  qui  iê« 
toit  entre  elles  ne  ièroit  pas  de  nombre  à  npm« 
bre ,  &  n'auroit  pas  un  nombre  pour  £xpo(ànt. 
Ce  Rapport  eft  appelle  Raifon  fourde. 

Après  cet  éclairciflement ,  il  eft  aifc  de  com- 
prendre que  les  tieux^Temaes  d^^ne  Raifon 
géométrique ,  multipliés  ou  divifés  par  une  mê- 
me Grandeur,  <onfervent  toujours  le  même 
Expoiânt.  Car  il  eft  iifaaifefte  que  fi  TAnTécé- 
.dent  contient  un  certain  ^^ombre  de  fods  fbn 
Conféquent  ou  les  Aliquotes  de  (on  Confëquenc, 
Je  Double,  le  Triple,  le  Quadruple,  &c.  ou  la 
Moitié ,  le  Tiers ,  le  Qtfart ,  &c.  de  TAntécé- 
denc ,  contiendra  autant  de  fois  Je  Double ,  ie 
Triple  j  le  Quadruple ,  &c«  ou  la  Moitié  >  le 
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Tiers ,  le  Quart ,  &c.  de  (on  Conlequent  ou  des 
Liv,  IL  Aliquotes  de  foiaConfôquent.  En  effet,  en  mul- 
III.  Sbct.  tipliant  ou  en  divifant  les  deux  Termes  par  la 
I,  Part,  ^lême  Grandeur ,  je  multiplie  ou  je  divife  leurs 
f  ^*  *  Aliquotes  communes  dans  le  même  Rapport. 
Donc  rExpofant  (èra  toujours  le  même  dans 
tous  ces  cas. 

On  exprime  cette  vérité  d  une  manière  gé- 
nérale ,  en  difant ,  que  la  Rai/bn  géométrique  de 
deux  Grandeurs ,  eft  la  mime  ijue  celle  de  leurs 
Equi-multifles ,  ou  de  leurs  Equi-fius-multifles. 
Les  Raiibns  fourdes  ne  font  pas  même  ex- 
ceptées de  cette  régie.  Car  quelque  foit  îe  Rap- 
port de  deux  Grandeurs  incommenfurables ,  il 
fera  toujours  le  même  dans  leurs  Equi-multiples 
&  dans  leurs  Equi-(bus-multiples.  Nous  verrons 
dans  la  fiiite  que  le  Côté  &  la  Diagonale  du 
Quarré  font  des  Lignes  incommenfurables. 
Mais  il  n'en  eft  pas  moins  évident  que  leur  Rap- 
•  port ,  quelqii'il  puidè  être  »  eft  le  même  que 
celui  de  leurs  Doubles  &  de  leurs  Moitiés. 


CHAPITRE  IL 

LES    PROPORTIONS. 

Eux  Raifoiis  égales  forment  une  Propor- 
tion :  &  comme  il  y  a  deux  fortes  de  Rai- 
fons  >  il  7  a  au(fi  deux  fortes  de  Proportions  : 
ï arithmétique  ^  qui  confifte  dans  Tégalité  de 
deux  Raifons  arithmétiques }  &  \2i  géométrique  » 
composée  de  deux  Railons  géométriques  éga* 

lesr 
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les,  c'cft -  à  -  dire ,  qui  ont  le  même  Expofànt. 

La  comparaifon  des  deux  Raifons  égales  fe    Liv«  H* 
fait  de  cette  manière.  On  dit  qu'une  première   m»  Sbct- 
Grandeur  eft  à  une  feconde ,  comme  une  troi-  î;„  .^""Tî 
fiéme  eft  à  une  quatrième,  c*eft-à-dire,  pour 
la  Proportion  arithmétique ,  que  la  première 
lîirpaile  la  féconde ,  conune  la  troifiéme  fiurpafle 
ia  quatrième  :  &  pour  la  Proportion  géométri- 
que s  que  la  première  Grandeur  contient  la  fé- 
conde ou  les  Âliquotes  de  la  féconde ,  comme 
la  troisième  contient  la  quatrième  ou  les  Ali- 
tâtes de  la  quatrième. 

Ces  çomparaifons  s'expriment  de  la  manière 
liiivante  pour  abréger» 

Proporfipn  arith9»étiquep     8  •  ^  V  7  •  Ç 
Proportion  géométrique^      6  •  j  :  :  4  •  2 

Le  Point  que  Ton  met  entre  les  deux  Ter- 
mes d'une  Raifbn  fîgnifîe  €  fi  à  :  Se  les  Points 
qui  {épatent  les  deux  Raifons ,  expriment  la 
comparaifon,  &  fignifîent  comme^  Cha  fè  fèct de 
crois  Points  rangés  en  Triangle  datfô  la  Propor- 
tion arithmétique^  &  de  quatre  Points  rangés 
en  Quarré  daas  la  géométrique* 

Toute  Proportion  renferme  donc  quatre 
Termes  :  l'Antécédent  &  le  Conféquent  de  la 
première  Raifon: TAntécédent  &  le  Conféquent 
de  la  féconde.  Et  de  ces  quatre  Termes,  le  pre- 
mier 8c  le  quatrième  font  appelles  les  Extrtme^ 
de  la  Proportion  :  le  fécond  &  le  troifîéme  >  les 
Aioytns^ 

Lorsqu'on  compare  plus  de  deux  Railbns  éga- 
les I  Qn  dit  que  la  Propomoa  eft  €on$inHéç%  On 

R 
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Texprime  ainfi  pour  la  Proportion  arithmiti* 
Liv.  H.    que,   io*»Vii»^V7*Ç?  J'i  &c. 
m.  Sbct.  £t  pQuj  Iji  géométrique:  i2»8::^5*io::tf»4 

S'il  arrive  que  dans  une  Proportion ,  le  Con- 
iëquent  de  la  première  Raifon  foit  la  même 
Grandeur  que  FAntécédent  de  la  féconde  Rai- 
Ibn ,  on  la  nomme  Proportion  commue  ;  &  la 
Crandeur  commune  aux  deux  Raii^ns  eft  ap* 
pellée  Moytn  proportionneL  Mais  au  Ij eu  de 
répéter  deux  fois  le  même  Terme  jdans  la  for- 
mule »  x)n  ne  récrit  qu*une  fois  en  ïai&it  pré- 
céder le  figne  tomme ,  de  cette  manière; 

Propûttion  arithmétique  C4)minue  :  ~8  •  tf  ?  4 

Proportion  géométrique  continue  :  -fï  8  •4?  t 

SI  la  Proportion  continue  a  plus  de  trois  TpiS 
«les,  on  l'appelle  Propre jfton. 

Proffrejfton  arithmétique  :  -^  i  •  2 • }  •4»  ç  &jc^ 

Proffrefwn  géométrique  :  \^i*if4^*%*i6  &c. 

En  lilànt  ces  chiffres  on  répète  le  Moyen  pro^ 
fortionnel  à  chaque  mutation  de  Raifbru  i  eft  à 
2 ,  comme  2  eft  à  3  ,  comme  ;  eil  à  4 ,  comme 
4  eft  à  5 ,  &C.  &  pour  la  féconde  Progreflîon  : 
I  eft  à  2 ,  comme  2  ett  à  4»  comme^.  eft  à  8  « 
comme  8  eft  à.ié,  &c. 

Il  n*eft  pas  néceflaire  de  prouver  que  les  qua« 
tre  Termes  qui  font  en  Proportion  arithméti- 
que, ne  forment  point  une  Proportion  géo- 
métrique^ &  que  ceux  qui  forment  cette  der- 
nière, ne  font  point  en  Proportion  arithmétique* 
I^s  Raiibns  7  à  5  &  3  à  1  (ont  égales  comme 


Raisok$  et  Proî?oi^tion5.        içj 
Rairons  aririimétiques ,  mais  inégales  comme 
Raifons  géométriques»  De  même ,  ks  Raifotis    I-iv«  H. 
8  à  4  &  6  à  j  égales  géométriques ,  font  iné-  Itl*  S^cT. 
^es  arithmétiques.      -  Ha^u. 
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§.    ï. 

PHOPJIIMTE'S 
de  U  Proportion  arithmétique. 

'  A  Près  avoir  pris  une  idée  générale  des  Pro<^ 
jL^Lportions^  il  faut  en  établir  les  propriétés 
les  plus  importantes.  Je  cômmence^par  t  arith^» 
xnétique; 

PROPOSITION  FONDAMENTALE^ 

Dans  toute  Proportion  arithmétique  »  la  Somme 
des' Extrêmes  eft  égale  a  U  Somme  des  Moyenù 

Je  dis  Somme  »  &  non  pas  Produit ,  parceque 
ia  Proportion  arithmétique  eft  ccrmpofîe  de 
deux  Souftraâions  égales ,  &  que  TAddition  eft 
corre/pondante  à  la  Souftra€tion. 

PaBMiBiiE  Preuve» 

I)ans  une  Proportion  arithmétique ,  le  fe* 
cond  Terme  eft  autant  au-de(Ibus  du  premier  » 

Îue  le  trôifiéme  eft  au-deftus  du  quatrième, 
'arconiéquent,.  en  joignant  eniêmbfe  les  deux 
moyens ,  rôii  rend  aU  Conféquent  de  la  pre- 
mière Raifon  ce  qu'il  a  de  moins  que  Ion  An* 
técédenu  Mais  c  eft  aux  dépens  de  l'Antécédent 


M. 
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SSSS^h  quatrième  en  fouftrayant  le  Teri^e  connu  de 

Liv.  n.    la  Somme  des  Moyens ,  fi  l'inconnu  eft  un  Ex- 

ni.  Sect.  trémé  j  ou  de  k  Somme  des  Extrêmes ,  fi  Tin- 

Gh^^^^iV  ^^^^^  ^^  ""  ^^^  Termes  moyens.  Le  refte-fera 

$•  L    '  la  Grandeur  cherchée, 

i  Ayant  7*5  V  4* Jf  :  ôtant  7  de  5+4  Somme 
des  Moyens  >  le  refte  r  fera  la  valeur  de  AT.  Car 

7.5V4»i. 

Ou  bien  :  ayant  y^KX^i^  ôtant  5  dé  7+1 
Somme  des  Extrênies,  le  refte  4  fera  la  valeur 
de  Jf •  Car  7^ 5  V  4*  2.  . 
•  Si  Ton  avoir  un  Terme  inconniï  darts  une 
Proportion  continue ,  il  ne  s'agîroit  que  de  re- 
trancher l'Extrême  connu  du  Moyen  propor- 
tionnel pute  deux  fois,  fi  Tinconnu  eft  un  Ex- 
trême. Ayant  —^•4- AT;  on  a  4+4=8  vdoù  re- 
tranchant <î,  refte  issAT*  Car  V-^-4'i* 

.  Si  le  Terme  inconnu  eft  le  Moyen  propor- 
tionnel ,  on  le  trouvera  en  prenant  la  moitié  dé 
la  Somme  des  Extrêmes.  Exemple,  ^%*X*ix 
on  a  8 -h  2=  10,  dont  la  moitié  5=Jkr.Car-^  8.5^2. 
t  II  fiiit  2^  que  4  Grandeurs  feront  toujours 
en  Proportion  arithmétique ,  de  |uelque  ma» 
niere  qu'on  les  arrangé,  pourvu  que  la  Som- 
^  me  des  Extrêmes  (bit  égale  à  la  Somme  des 

Moyens.  • 

Ay aiît  9  •  é  \*  5  •  1  s  Ton  peut  dire  ^  •  9  V  2  •  5  : 
ou  bien,  5*97  i*6i  ou  bien,  9*5  V  ^-2,  &c 
Dans  les  dernières  formules ,  les  Raifons  n'ont 
pas  le  même  Expoiantque  dans  la  première. 
Mais  il  y  a  toujours  Proportion  ,  parceque  la 
Soriune  des  Extrêmes  &  àelle  des  Moyens;  eft 
toujours  5-^6  &  94-1^1  u 


c 
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PROPRIÉTÉS  • 
de  la  Pfofortiùn  gtinmtfu^ 
Onfîdérons  maintenant  la  Proponk>iigfo* 


^métrique  y  à  laquelle  racithmétiaue  a  pré- 
paré  les  voies^.  Celle-ci  n  étant  qt«  1  égalité  de 
deux  Soiiftraâ:pns>  n'étoit  lu^eptible  que  & 
ropération  carre/pondante  ,  c*eft-  à- dire ,  de 
l'Addition..  Mais  dans  k  géométrique  >.<|L]icon- 
iîfte  enDividons  ou  fraâions  égales ,  on  ne  peuc 
réunir  les  Termes  que  par  la  Mbiltiplication^ 

Ainfi ,  pui^ue  la  nature  de  br  Proportioa 
arithméàque  nous  donne  la  Sommt  de  (es  £x^ 
trêmes  égale  à  celle  de  fes  Moyens,  l'analogie 
nous  conduit  à  prétumer  que  la  géométrique 
nous,  donnera  \^  Produit  de  fês  Extrêmes  egat 
AH  Produit  de  les  Moytens.  Je  vais  prouves  en 
rigueur  cette  Proportion  fondamentale» 

Première  Preuve,. 

Si  Ton  multiplioit  TAntécédent  &  le  Conft* 
quent  de  la  première  Raifoiy d'une  Proportioa 

géométrique,  par  le  Con^quent  de  la  féconde  ^^ 
îs  Produits  ne  pourroient  être  égaux  ^.parce^ 
que  ce  lèroient  deux  Grandeurs  inégales ,  muU 
tipliéespar  une  même  Grandeur^  Par  exemple» 
il  l'Antécédent  çtoit  double  dut  Conféquents, 
coxmne  dans la.Proportion  iùivante  S •4116»  5.» 

Riv 
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il  eft  évident  que  le  Produit  de  8  par  ;  eftdot^ 

Liv.  II.   ble  du  Produit  de  4  par  j. 

III.  SBcr,      ^ajs  comme  TAnfécédent  de  la  feconde  Raî- 

I.  P^'  Çoti  eftàfon  Conféquent,  comme  l'Antécédent 

t.  II.    '  d^  I3  pçpmiere  eft  au  fien ,  pour  établir  Tégalité 

des  Produits ,  il  faudroir,  après  avoir  multiplié  le 

premier  Antécédent  par  le  fecondConféquent, 

multiplier  le  premier  Conféquènt ,  non  par  le 

fécond  Conféquènt ,  mais  par  le  double  de  ce 

Conféquènt ,  c'eft-à-dire ,  par  TAntécédent  de  la 

jfèconde  Raifon, 

Ainfi ,  au  lieu  de  multiplier  4  par  }  >  qui  ne 
donne  que  la  moitié  du  Produit  de  8  par  le  mê- 
me j ,  il  faudroit ,  pour  parvenir  à  l'égalité  des 
Produits ,  multiplier  4  par  6  double  de  3.  On 
auroit  donc  8x  5=4x6.  Or ,  4  &  é  font  les  deux 
Moyens,  &  8  &  j  les  deux  Extrêmes.  Donc, 
dans  une  Prof  ortion  géométrique  ^U  Produit  des 
Extrêmes  eft  égal  au  Produit  des  Moyens. 

On  voit  bien  que  l'exemple  allégué  ne  fcrt 
ici  que  d'éclairciflement.  La  Preuve  eft  appuyée 
lùr  l'égalité  du  Rapport  de  l'Antécédent  au  Con- 
féquènt dans  les  deux  Raifons.  Or,  cette  égalité 
de  Rapport  fubfifte ,  foit  que  l'Antécédent  foît 
double ,  triple  ou  quadruple  de  fon  Conféquènt, 
foit  qu'il  foit  en  telle  autre  Raifon  que  Ton  vou- 
dra. ^ 

Par  exemple,  fi  l'on  a  1 1*4:  C^-  j ,  il  eft  évi- 
dent que  a  l'on  multiplie  les  deux  premiers 
Termes  par  le  quatrième ,  tix^  fora  triple  de 
4X}  ,  puifque  ii  eft  triple  de  4.  Donc  on  éta- 
bliroit  légalité  des  Produits  en  multipliant  4 
premier  Moyen  >  non  par  le  dernier  Extrême 
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'5 ,  mais  par  le  fécond  Terme  moyen  9  triple  de 
5.  On  auroit  donc  11x3=4x9,  c'eft- à- dire,    I-iv-  II- 
le  Produit  des  Extrêmes  égal  au  Produit  des  jn.  Secï. 
Moyens.  ^  ^         Cha^U. 

Ce  /êroit  la  même  chofe  dans  le  cas  où  TAn-  ^^  j^^ 
técédent  feroit  moindre  que  (on  Confëquent 
dans  les  deux  Raifons.  Par  exeniple ,  ayant  j  • 
4: :^*8  :  /i  Ton  multiplie  ;  .& 4par  S  ,ron aur^ 
24  &  }2,  ceft-à-dire,  deux  Produits  dont  le 
premier  n'eft  que  les  trois  quarts  du  (ècond> 
comme  5  à  l'égard  de  4,  &.  6  k  Tégard  de  8. 
Dong  pour  établir  Tégalité  des  Produits,  il  faut 
multiplier  4 ,  non  par  8 ,  trop  grand  d'un  quart , 
mais  par  6  trois  quarts  de  8.  On  a  donc  }x8=s 
4x6 ,  c  eft-à-dire ,  le  Prdduit  des  Extrêmes  égal 
au  Produit  des  Moyens. 

Seconde  Preuve. 

La  Rai/bn  géométrique  étant  une  fraâion  9 
l'Antécédent  doit  être  regardé  comme  le  Di-- 
vidende-,  le  Conféquent,  comme  le  Divifeurs 
&  l'Expofant,  comme  le  Quotient.  Or  le  Divi- 
feur  multiplié  par  le  Quotient  donne  un  Pro- 
duit égal  au  Dividende.  Donc  le  Conféquent 
multiplié  par  TExpoiànt  donnera  une  Grandeur 
égale  à  l'Antécédent. 

Soit  donc  la  Proportion  géométrique ,  9  •  $ , 
:  : 6*  2 ,  dont  l'Expofant  eft  3.  Si  l'on  multiplie 
chaque  Conféquent  par  TExpofânt ,  on  aura  pour 
Conféquens*  deux  Grandeurs  égdes  à  chaque 
Antécédent ,  &  la  Proportion  fera  transformée 
en  celle-ci:  9*9  ::  i^tf.  Proportion  puérile  à 
force,  d'être  exaâe  \  8c  dans  laquelle  le  Produit 
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des  Extrêmes  &  celui  des  Moyens  font  égaqz» 
Liv.  II.  même  aux  yeux.  Car  de  part  &  d^autre  les 
m.  Sbct.  Grandeurs  à  multiplier  font  les  mêmes ,  9  par 

Ci^^^  Il   ^  >  ^  9  P^  ^*  O^  ^^^  ^^^^  54  ^  54  P^^  ^^* 
S»  II.  *  ^^"^  Produits. 

Maintenant  fi  Ton  divife  Tun  &  l'autre  Pro-^ 
duit  54.  &  54  par  le  même  Expofent  j ,  IcsQuo- 
tiens  doivent  encore  être  égaux  i  ce  fera  1 8  & 
i8.  Ôr  en  divifant  ainfî  les  Produits  54  &  54. 
par  le  même  Expoiant  3  qui  avoit  multiplié  les 
deux  Coniéquens  ^  &  ;t  ^je  remets  ces  derniers 
.Tern>es  dans  leur  premier  état.  Donc,  puifqiie 
9x6  &  $x6  ont  donné  les  deux  Produits  é]^aux 
54  &  54  dans  la  Proportion  transformée»  9x2  ^ 
èc  }x6  donneront  dans  la  première  Proportion 
les  deux  Produits  égaux  i8&i8.^0r9&2  font 
les  Extrêmes ,  &  3  &  6  les  Moyens;  Donc  doftf^ 
toute  ProDortion  géomttriqui  le  Produit  des  Ex* 
tremei  efi  égal  a$t  Produit  des  Ainerts. 
[  Telles  fpnt  les  preuves  métaphyuques  de  cette 
Belle  propriété  de  la  Proportion  géométrique* 
Je  ne  doute  point  qu  en  y  réfléchiflanr,  on  n*e» 
pût  trouver  d'autres.  Mais  celles-ci  foififont*  On 
y  peut  joindre  encore  celles  que  TAlgébre  four* 
liit.  Si  Ton  en  eft  curieux  y  on  les  trouvera  dans 
les  Livres  qui  traitent  de  cette  Science. 

Il  eft  trcs-eflentiel  de  remarquer  que  les  preu» 
ves  s'appliquent  à  toutes  tes  Proportions  géo» 
métriques,  même ^  celles  qui  (eroient  eompb- 
fées  de  deiix  R^iifons  fourdes.  Car  l'incommen* 
forabilité  des  deux  Termes  étant  la  même  dans» 
les  deux  Raifons,  il  eft  toujours  vrai  de  dire». 
^e  de  quelque  mamère  qiie  TAntécédent  con^ 
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tienne  Ton  Conféauent ,  il  le  contient  de  la  mê- 
me manière  dans  les  deux  Raifons.  I-iv-  H, 

Quant  à  la  Proportion  géométrique  continue,  ™*  ^^^*' 
il  eft  évident  que  le  Moyen  proportionnel  mul-  *:        Jf 
tipliépai^ui-méme,eft  égal  au  Produit  des  deux     ^   ji^ 
Extrêmes  s  puifoue  le  Moyen  proportionnel  eft 
en  même  tems  le  Conféquent  de  la  première 
Raifbn,  &  l'Antécédent  de  la  ièconde.  Ayant 
-i*.  8 •4*  1  >  4X4=:8x2» 

On  voit  par-là  que  le  Moyen  proportionnel 
multiplié  par  lui-même  donne  un  Quarré  s  & 
le  Produit  des  Extrêmes ,  un  Reâangle.  Car  un 
Quarré  n'eft  autre  chofe  qu  une  Grandeur  mul- 
tipliée par  elIe-mêmev&unRe(ïtangIe,le  Pro- 
duit de  deux  Grandeurs  inégales.  On  a  donc 
par  là  Proportion  géométrique  continue  un 
Quarré  égal  à  un  Redangle  ;  &  pour  avoir  ce 
Quarré ,  il  n  eft  befbin  que  de  trouver  une  Gran- 
deur moyenne  proportionnelle  entre  les  deux 
Produifans  du  Redanglcx 

U  ftdt  1°,  que  pour  trouver  le  Terme  in- 
connu d'une  Proportion  géométrique  »  il  faut 
multiplier  les  deux  Extrêmes  ou  les  deux 
Moyens ,  &  divifer  le  Produit  pat  TExtrême  ou 
le  Moyen  connu  :  le  Quotient  fera  la  Grandeur 
cherchée.  Exemple,  filli^^X  :  ixi^^s^o^ 
&  V  =<î.  Donc  (5=Ar. 

Si  Ton  cherche  un  Extrême  d'une  Proportion 
continue,  on  le  trouvera  en  divifant  par J'Ex-    ' 
trême  connu  le  Produit  du  Moyen  multiptié 
par  lui-même.  Exemple,  ff8«6«^.  Ona  6x6 
= 3  é  -,  &  ¥  =^4H-T.  Donc  4+1  —AT. 

Lorfque  le  Moyen  proportionnel  eft  le  Ter* 
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me  inconnu ,  il  faut  chercher  la  Racine  quarrée 

Liv.  IL    du  Produit  des  Extrêmes,  c*eft-à-dire ,  la  Gran- 

III.  Secx.  dcûr,qui,  multipliée  par  eHe-même,donneroit 

t    ^^  Il  "^  Quatre  égal  au  Redangle  produit  des  Ex»- 

S.  II.    *  crèmes.  Exemple,  II  8 -AT» 2-  On  a  t>çi=i6j, 

dont  la  Racine  quarrée  eft  4  ^  parceque  4x4^ 

16.    • 

Mais  fi  cette  Racine  fe  trouve  quelquefois  9 
il  arrive  le  plus  fouvent  qu'on  la  chercheroit  en 
vain  dans  les  Rectangles  formés  par  le  Produit 
de  deux  nombres  inégaux  v  parceqp'il  s'en  faut 
de  beaucoup  que  tous  ces  Produits  ne  fcienr  des^ 
Nombres  quarrés.  Par  exemple ,.  ayant  -H  J  • 
AT  •  4.  On  a  3  ^4=  1 2.  Mais  1 1  n'eft  pas  un^lvlom* 
bre  quarré.  Il  eft  donc  impoflîble  de  trouver  en 
nombre  la  Racine  du  Quarré  égal  à  ce  Re6bn- 
glé ,  quoiqu'on  en  puilTe  approcher  à  Fhifinrpar 
des  fradions.  Mais  on  la  trouve  toujours ,  & 
trcs-exaâement  en  Grandeur  linéaire  >  comme 
on  le  verra  dans  la  /uite. 

II  fuit  1^.  que  les  changemens  que  Ton  pour- 
roit  faire  dans  les  Termes  d  une  Proportion 
géométrique ,  n'empêchent  pas  qu'ils  ne  Ibienr 
toujours  en  Proportion  >  tant  que  le  Produit  deS[ 
Extrêmes  eft  égal  au  Produit  des  Moyens. 

Ayant  S*^::6*j. 

Je  puis  dire 1 8 •^1:4 •j.  Ce  changement  fe 
fait  permutando. 

Il  fe  fait  alternando^  en  dîlânt ,  j^j^llS^Z. 

Invert endo ,  en  difant ,  4-^  8  :  :  3  •  ^. 

On  a  dans  tous  ces  changemens,  ainfî  que 
dans  la  première  Proportion: 4x6=8x3. 

On  peut  encore  fans  détruire  la  Proportion^ 
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faire  dautrcs  changemens  dans  les  Termes  donr 
felle  eft  cbmpolce,  foît  en  multipliant  ces  Ter-    Liv.  IL 
mes  ,   ou  les  divi/ànt  par  une  même  Gran-  ^^^-  ^^c^» 
ilcur ,  foit  en  ajoutant  les  Conféquens  aux  An-  l;  ^^^^ 
cécédens,  ou  retranchant  les  Conféquens  des    ^j^^ 
Antécédens ,  pour  comparer  la  fbmme  des  deux 
Termes ,  ou  l'Excédent  de  Tun  fiir  l'autre  avec 
les  Conféquens  laiflTés  dans  leyr  fîmplicité.  Mais 
il  eft  inutile  pour  notre  objet  d'entrer  dans  ce 
détdL  Je  ne  prétends  pas  donner  ici  un  Traité 
complet  des  Raifons  8c  des  Proportions* 


CHAPITRE   III. 

Xsifins  C9mpvfies  ^ifr&erfis^  dotélé^s  &  mptées^ 


RAISONS  COMPaSE^ES. 

Es  Ràifons  compofeés  ftippofent  les  Rai(bns 
uomfofimtes'y  &  célIes-çi  font  les  fimpUs^ 
<iont  nou5  nous  fommès  occupes  julqù*à  prc/ent* 

De  plufieurs  Raifqns  fimples  on  peut  faire 
tine  ^aifon  compoféé>  en  uniflant  ks  Antécé- 
dens avec  les  Antécédens ,  &  les  Conféquens 
avec  les  Conféquens,  de  la  manière  qui  con-» 
vient  à  la  nature  des  Ràirôns  que  l'on  veut  com^ 
pofèr.     . 

S  il  s'agît  de  Raîfons  arithmétiques ,  Funion 
des  Termes  homçfoji^cs  k  doit  Ikire  par  Addi^ 
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don  ;  &  par  Multiplication,  s'il  s  agit  de  Raifbns 
Lit.  n.    géoinétriques. 

ni.  Sbct.       Le5  Raifons  étant  de  véritables  Grandeurs  $ 

I.  P^"-    &  ces  Grandeurs  étant  exprimées  par  l'Expo- 

^VL    *  ^^  '  comme  on  i*a  prouvé  cî^deflus ,  compoïêr 

Silufieurs  RaiibnS  /impies ,  c'eft  de  leurs  Expo- 
ans  en  faire  un  feul  >  (bit  par  Addition ,  ibit 
par  Multiplication. 

Ayant  les  deux  Raifons  arithmétiques  5  •  j  & 
7*4,  dont  les  Expofàns  font  z  &  3 ,  la  Railbn 
compôfSe  donnera  1 2 «7 ,  dont  l'Expofant  eft  5. 
Or  5=1-^5  Expdfàns  deideux  Raiions  fîmplesii 

Ayant  auffi  les  deux  Raifons  géométriques 
lo*^  Sl6*19  dont  les  Expoîans  font  x  &  j  ,  la 
Raifon  compofée  donnera  60*109  dont  l'Ex- 
poiânt  6  eft  le  Produit  de  1  par  5  Expofàns  des 
Kaîfbns  ûmples.  

On  feroit  aiiement  une  Raifbn  compofée  de 
trois  Raifons  fimples ,  arithmétiques  ou  géomé- 
triques, &  même  d'un  plus  grand  nombre  >  s'il 
en  étoii:  befoih. 

Au  moyen  de  cette  explication ,  oa  entend 
aifement  le  fêns  de  cette  Propofîtion  de  Géo- 
met  rie  :  Deux  Grandeurs  fint  entre  elles  en  'Rair 
Jon  cêmpofee  de  leurs  Produifans  hofnologues^ 

Soient,  par  exemple»  deux  Reâan^ès  donc 
la  Bafè  du  premier  ibît  8 ,  &  la  Hauteur  6'j  Se 
dont  la  Baie  du  fécond  fbit  4 ,  &  la  Hauteur  i. 
Pour  comparer  ces  deux  Reâangles ,  il  faut 
examiner  le  Rapport  de  la  Bafê  du  premier  k 
la  Bafe  du  fécond ,  &  de  la  Hauteur  du  premier 
à  la  Hauteur  du  fécond»  L'on  a  donc  les  deux 
^fbns  fui  ventes  8*4  &  ^•i,  cefl-à-dire»  que 
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laBafe  du  premier  eft  (lout>le  de  la  Ba(è  du  fé- 
cond, &  que  la  Hauteur  du  premier  eft  triple    !-*▼•  H* 
de  la  Hauteur  du  fécond   '  lîl.  Sect, 

Maintenant  pour  Içavoir  ce  qui  réfiilte  de  ces  ^^ .  p*^^ 
deux  comparaisons ,  il  faut  multiplier  d^un  côté  |^  j, 
les  deux  Antécédens,  8c  de  l'autre  les  deui 
Confôquens,  8  par  ^  »  &  4  par  2  s  ceft-à-dire» 
faire  une  Raifon  composée  des  deux  Raifbns 
fimples.  Caries  deux  AntécédetSSlbntlaBàfe  &  fà 
Hauteur  du  premier  Reâangle ,  c'eft-à-dire ,  fes 
deux  Produiiàns:  &  leS  deuxConfôquens  4  &  i 
font  les  Produiiàns  du  £bcond  Reâ^lgle  >  c'eft« 
à-dire,  Ùl  Bafe  &  ià  Hauteur.  Donc  ces.  deux 
ReElan^les.  formés  par  leurs  Prodù|/àpS)y99^ 
entre  eux  en  Raifin  cmfûfée  de  leurs  Produis 
Jkns  homtdoffies  ^  c^é&rirâïiÇy  comme  8xi(=s4.$ 
^  à  4Xz=8.  L'Expè/ânt  de  cette  Raifbn  com^ 
poiSe  eft  6  Produit  dé  1  Expofànt  de 'la  Ràfibijt 
de  8  à  4»  Pf^]^  3  Expofant  de  l'autre  Ràijfbn  l}m* 
fie  de  .6  à  u  UExpofant  ^  nous  apprend  qûdi  le 
jhremier  Reâangle  contient  fix  fois  la  Surface 
du  (bcond. 

Soient  encore  deux  Parafiétiplpédes»  dont  \m 
premier  ait  pour  lès  trois  Prt>duilâns  ^ ,  5  >  ^  ; 
&  le  (econd ,  i ,  i,  3  9  la  comparaifbn  des  troi$ 
Prodùilàns  homologues  donnera  trois  Raifons 
fimples,  celle  de  4  à  i  dont  fExpoiânt  eft^if 
celle  de  5  à  1  dont  l'Expolànt  eft  i^\yic  celle 
de  ^  à  3  dont  rExpoiânt  eft  i. 
'  Pour  avoir  le  réhiltât  de  ces  trois  comparai* 
ibns ,  il  faut  multiplier  les  trois  Antécédens  4  ^ 

Î'u6  dont  le  Produit  eft  1 20 ,  &  les  trois  Con- 
équçns  1  ^  1  >  3  donc  le  Produit  eft  6%  Les  àsox 
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.  Parallélipipédes  font  donc  entre  eux  en  Raiibii 

Liv.  IL    composée  de  leurs  trois  Produifàns  homolo- 
IIL  Sect.  gués ,  c  eft-à-dîre ,  comme  1 20  eft  à  6  :  &  2» 

r  ^^*^iil  ^^P^^^  ^  ^^^^  Raifon ,  montre  que  le  pre- 

^^^    *  mier  Parallélipipéde  contient  20  fois  la  folidité 

du  (êcond.  Or ,  l'Expofant  20  eft  le  Produit  des 

Expofâns  des  trois  Raifons  fimples  j^yX-^\y  &  z 

multipliés  les  uns  par  les  autres. 


wm 


$.  li. 

MAISONS    INVERSES. 

EN  réunifiant  deux  Raifons  iîmples  dans  une 
feule  Raifon  compo/ee,ii  arrive  quelquefois 
3ue  les  deux  Termes  de  cette  dernière  font 
eux  Nombres  égaux,  ou  .deux  Grandeurs  égar* 
Ies>  quoiaue  les  Rs^ifons  iîmples  foient  fort  dif- 
JÊrentes  I  une  de  l'autre. 

Ayant,  par  exemple,  les  deux  Raifons  aritb- 
ynétiq^es  7  • }  &  2  •  é ,  la  Raifon  compofêe  fora 
74-2  eft  à  }-4-^.  Or  7-4-2=9  ainfî  que  j+5. 

De  mênie ,  ayant  les.deux  Raifons  géométri- 
ques: 8«4,&  3 «é,  la  Raifon  compoiee fera 8x5 
eft  à  4xé.  Or  8x5=24,  auffi-bien  que  4x0. 

Cette  égalité ,  d^ins  les  deux  Termes  de  la  Rai- 
fon compoiée,  fait  fentirque  les  Raifons  (Impies, 
quoique  différentes,  ont  néanmoins  une  analogie 
proportionnelle.  Car  on  peut  dire  que  7  furpafle 

3 ,  conune  2  eft  forpafté  par  6  \  &  que  8  contient 

4 ,  comme  3  eft  contenu  dans  6  :  ce  qui  renfer- 
me manifeftemeiît  une  Proportion,  quoiqu'elle 
oe  s  gf&e  pas  dans  un  prdre  direâ;  &  naturel. 

Pour 
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Pour  mettre  les  4  Termes  ei*  Proportion ,  n  *T?r?— n 
jùffit  de  tranlpoïêr  ceux  de  l'une  de$  Raifons  à  Liv.  II,  ' 
fon  choix  >  en  ne  touchant  point  à4*aiitre  Raifon,  ^^^-  ^*^'^* 
7  • }  ;  6  •  z  eft  une  Proportion  arithmétique?  5  cJj^^iiî 
& ^ «4: j: ô»!  eft  une  Pxopoxtîon géométrique.        i,  u. 

Les  Raifons  qui  ont  cette  propriété  font  ap* 
pellées  inpgrfis  o\jl  réciproques,  parcequç  pour 
montrer  la  Proportion  qui  s'y  trouve  cacliée,il 
faut  rjeoverfer  Tordre  Aç$  Ternies  d'une  de$ 
Kâifoosj  c*efl-à-dire>  mettre  rAntécédent  à  i^ 
|>Iace  du  Conféauent ,  &  le  Conféquenr  à  U 
place  de  l'Antécedenr. 

Les  Expo/ans  de  laRaifonirompoféedeRai» 
(bns  îoverfes ,  tje  s'écartent  pas  de  la  rigle  or- 
dinaire. Car  ÎExpo/ànt  de  h  Raifon  adthmé- 
riqup  dç  7  à  }  eft  4-4  i  Sç  celui  de  2  à  ô  eft  -4^ 
Or  4—4=0  ;  ce  qui  montre  que  la  Raifon  com* 
pofée  n  a  point  d'Expofanr.  Car  j-f-z ,  Se  }-?f-6s» 
pi.  Ox  qjui  d/î  9  Ole  9  tefte  a. 

Dans  1^  Raifon  compofée  de  Raifons  géomé^ 
crique  inverfes,  TExpofant  eft  toujours  i..  Caf 
rExpoGint  de  la  Raifpn  (impie  de  8  à  4,  eft  li 
&celuide  3a  6,eÛT.  Or  ;Lxi=i:ce  quimoa- 
r  re  régalité  des  Termes  daos  la  Raifon  conipo^ 
fèç.  Car  ^4  produit  de  8  par  j ,  eft  cpQteijuim^ 
jfois  dans  ^4  Produit  de  4  par  6, 

Je  n'infifte  pas  fur  Içs  Raifons  arithmétique$ 
inverfes ,  qui  n  ont  aucune  apphcâtion  dans  I9 
Géométrie.  Mai5  po  fait  Jbeaucoup  d*ufagedes 
^géométriques  inverfes  i  9c  ç  eft  ce^:  w%e  qu'il 
fmt  exnlicjuei;. 

Qn  dit  .quelquefois  que  4ff^jç^r4^deurs  fonf 
fp  Raifon  tnverfc  on  rfçifroféç  4$  Unrf  Fro^ffl^ 
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fans  homolegues.  Pour  entcnckece  langage,  il. 
Liv,  IL    faut  fuppofcrque  deux  grandeurs  qu^  Ton  com- 
IIL  Sect.  pare,  ont  chacune  deux  Produifân^!.  Ce  font, 
c  ^^*^m  P^*^  exemple,  deux  Redangles,  Pour  trouver 
j    jj    *  leur  Rapporr  mutuel,  il  eft  naturel  de  colMparer 
leurs  Produilans  homologues,  la  Ba(ê  à  la  Baie , 
&  la  Hauteur  à  la  Hauteur 3  &  la  Raifbn  coitil 
pofée  de  ces  deux  Raifbns  fimples,*  fera  voir  le 
Rapport  de  ces  deux  Figures,  ainû  que  nous 
venons  de  l'expliquer  dans  le  J.  précédent.  * 

Si  les  Raifons  fimples  fpnr  égales ,  pïïdit  que 
les  Redangleç  font  en  Rai  fin  dirè^e/tetertM 
Produifans  homologues  ^  c*eft-à-dire,  que  irtirs 
ProduiGns  homologues  comparés  dâftsPbrdrt 
naturel,  forment  une  Proportion  géométrique! 
jQue  la  Bafe  dû  premier  Rédalrigle  fofr  1 6  'jvéîjè 
du  Jecond ,  .6  s  la  Hauteui:  du  prenîiei: ,,  5  \tctié 
du  fécond ,  j.  Ces  4  Termes,  lans lès  délrahgef  î 
donnent  la  Proportion  :  i  o  •  6  :  :  5  •  j;  Noiifs  vêt- 
ions dans  la  fuite  que  ces  deux  ReètsingfeS  Ibnt 
lêmblables,  fans  être  égaux. 

Mais  s'il  arrivoit  que  les  Rappotts  diréSÉs  des 
Produifans  homologues  ne  fuflertt  pas  égaux; 
^  que  Ton  trouvât  cette  égalité  en  bbiileverfant 
Tordre  dés  Termes  dans  Pune  des  Raiibn^ ,  on 
idiroit  alors  que  les  deux  Rectangles  font  en  Raf» 
fin  inverfi  ou  réciproqHe  de  leurs  Pf^duifi^ns- ho* 
mcîogms.  '   '  ^  [ 

."  Par  exemple^  la  Bafe  du  premier  étant  %\ 
celle  du  fecônci  ,^4  •,  i'a  Hauteur  du  preûiier ,  j  ^ 
^celle  du  fccond ,  6  y  la  Raifon  de  8  a  4  n*élt  pas 
Ta  même  que  celfe  dfé  3  à  6^  Mais,  après  avoir 
comparé  la  Bife  (iû'pmtaîer  à  celle  db  fecondi 
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fi  Ton  rèmrerfe  Tordre  nacurel,  &  que  Ton  comr  Z 


■•«• 


{»are  J:a.Hauteur  du  fecond  à  pelle  du  premier  5    l-îv.  IL  * 
es  Raifons  feront  égales,  &  l'o»  aura  laPro-  ^^^-  ^^ct,^ 
poition  gteaiétiique  :  8  -4  :  :  ^  •  j.  .  ][jj,^p"^ 

Ainfi>  deux  grandeurs  font  entre  diles  cp^  >  ]{{, 
Raifi»  imfirfc  m  récipTBOiHt  de  Imrs  ProdHtJkns 
h4mologH9S  ^  lorfque  les  deux  Produilàns  de  fun^ 
{ovff,  les  Mof  eés  ou  le5  Extrêmes  drune  Propox« 
rion  >  éom  les  deux:  Piroduifans  de  Taucire  iôn( 
les  JBxtrémes  ou  les  Moyens, 

D'oà  il  fuit ,  que  ces  deiix  grandeurs  font 
0^ai$s:^  puHque  dans  toute  Proportion  géomé* 
crique  1q  prodî:ii(  des  Extrêmes  ei$  égal  au  pro» 
duit  des  iAoytm» 

'    ■     •  '  •        >  .1 

LA  BLài(bn  cômpoiè^ dé éeux Rai^xns  é^a* 
les,  eftuneRaifon  doublée i  &  la  Raiioïj 
canfipdi^er*<dte  trois  Ratfocis  égaies ,'  eft  une  Rai^ 
/on  tV'ipUt^  ToiÀe  Raô^n  doublée  ou  tripléf 
eft  doti^r  ^Âé  RdM^  etmtppe  ^.vsm^  toute  R^i-» 
|(Mi<eom|>ofée  i^eft  p^pouT'Câsia  doublée  oti 
triplée  i  ^  l^tr  cfàt  le$  Rj^ns  compoignres 
£>ient  égales--  - 

Pf^ur  faird  une  Raifoii  {arithmétique  doubléi9 
^ou  ^t^le  ^  il  I»?  s*ag|t  que  defcmm^  une  Som** 
Ime  'dàs  An%écrédfeni&  &  iiîïe  Somme  des  Cpnfé* 
i^uent^ef-  dj^inp-PV  .tto}9  Raiibns  fîmpjies  égalas, 
Aya*ib,^ar  exemple,  le^  éroi$  Raiibn$  égaler \ 

Si) 
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15  &  9  eft  une  Raifon  doublée  9  &  la  Somme 
'  Liv,  II.    des  trois  23  &  17  eft  une  Raifbn  tnpïée. 
m.  Sbct.       On  voit  ians  peine  que  la  Raifbn  doublée 
L  Pa^t-    arithmétique  eft  double  de  la  fimple  y  &  que  Ïm 
S.  IIL     R^"0»  triplée  en  eft  ^Pir$fU.   Car  en  joigiftint 
enfemble  les  grands  Termes  d'un  côté  &  les 
petits  de  l'autre,  on  double  ou  Ton,  triple  l'Ex- 
cédent des  grands  iiir  lés  petits.  Datis^rexemple 
propofé,  rlxpofant  des  Raifbns  CimjAe^ctt  i^ 
celui  de  la  Raifon  doublée  13  à^  eft 4:  âc celui 
de  la  Raifon  triplée  23  à  17  >eft  6- 

Il  refaite  de-»^  qu'ayant  deux  Rmfqns  atitb^ 
métiques  fimples  &-3égaks  ^•4&7««j,  on  peut 
en  faire  une  Rai(bn  doublée»  £:nt  en  unifiant 
les  deux  Antécédens  d'une  part  »..&  les. .dfiUX 
Conféquens  de  l'autre ,  pour  faire  1 3  à  9  s  foit 
«n  doublant  les  Termes  d'mie  des  deux  Rai/bns 
fimples  prifes  à  volonté;.  En  doublant  la  pre- 
mière Raifon  é  à  4,  on  aura  12 'à  ST*:  &  Kon 
&ùt&ït  14  à  loien  doublant  :1a  iècond^  liaifo^ 
7  à  ^.  .:,:., 

En  effet  .9  la  grandeur  d'une  Rai&n  eft  indé^ 
pendante  de  la  grandeur  de  fes  deux.Tetmes;: 
elle  confifte  dans  ia  grandeur  de  l'Expoiant*  Oa 

g  eut  donc^  iàns  rien  changer  dans  }a  valeur  des 
.aidons ,  ^bftituer  telle  Raiibn  égale  que  l'oa 
voudra,  &  répéter  la  mémeRaiioiï  à|a;plaee 
de  toutes  celles  qui  lui  font  égales,  pui^u'on 
aura  toi^outa  k  -même  Expofànt*  ta  Râiifon  de 
é  à  4  eft  la  même  grandeur  que  la  RaijG>n  de 
7  à  5.  Je  pourrois  dbne  Aippo/èr  que  faideux 
fois  la  Raifon  de  é  à 4,  ou  aeux^is  kj^i^aifbn 

de  7 ^  f .  La  Raiibn  doublée  des  Î^Qm é  à^ 


'&  ^  àt  5  a  eft  I  )  à^  9  ^donc  rExpofant^eft  4  :  la 
Raifon  doublée  de  la  Raifon  fimple  6  à^répé-    L/v.  Il-^ 
tée  deux  fois  >  eft  ix  à  8^  dont  TExpolant  cft  J"'^*^**' 
auflî  4  :  &  la  Raifon  doublée  de  la  Railbn  (îm-  ^hap^iIh 

I)l«  7  à  5  répétée  deux  foi^veft  14  à  10,  dont     j^   jjj^ 
ïxpofànt  eft  encore  4. 

On  doit  dire  la  même  chofcr  d^la  KaffonP 
triplée  aritlimétique»  Il  eft  indifiérent  qu'on  la 
fdrme  par  la  Somme  des  trois  Antécédens  &  p* 
celle  des  trois  Gemfë'duensi  ou  bien  par  4e  triple 
<fe  TAntécédent  &  dU'G6nféatient'd«ne  des> 
irois  Raiibns  (împleS  prife  à  volonté.  Ayant  les 
trois  Raiibns  arithmétiques  égales  6 «4,  7-^^ 
10 «8,  la  Raifon  triplée  donne  ij  à  17,  dont 
PExpofânt  eft  6.  Or  fatitaf  1^  même*  Raifon  eflh 
tdplahtune  des  Raifons  Simples  r&'^i^^difaî* 
rf  à  1 2 ,  bu  '21  k'i  5",  dû  bien  yo  à  24.  Car  TExS 
pi>6nt  de  toutes  ces  Raifons  eft  également  6^ 

hts  Géomètres  expriment  ces  vérités  par  les- 
deux  Propoûtipns  (uivantes,  qu'on  entendrïf 
aifëment  après  ce  que  nous  venons  de  dire. 

I*  U Antécédent  £tmt  Raifonr  arithméùqae 
doublée  eft  àfin^Confiquent^y  cemntc  te  double  de 
l^ Antécédent  dune  <  des  Raifont  fitnfles  ^  eft  au 
double  dû  Conjeepient  de  la  même  Raifon.  Dan^ 
notre  exentplte  1 3  •  9  V  i  i  •  8  '.'^  14^  i  o  :  parceqife 
PExpo/ânt'  de  ces  troisRâifons  eft  le  mâne,.' 
c'éft-àidif  e ,  4^ 

2.  IJ Antécédent  Jtune  Raifon  arithmétitfke 
Priplée  eft  à  fon  Conféquent ,  comme  le  triple  de 
fAntécédent  dune  des  Raifins  Jïmples ^  eft  au- 
triple  du  Con/equent  de  la  même  Raifon.  Ddhs 
notre  exemple  tm^  V  i  8 *  12  V  2 1  ►  1 5  V  jfi>' 
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14  i  pârceqiie  l^Expdfânt  de  ces  4  Râifotis  efî  te 
LtVi  lîi    incme,  c*eft-à-dire  *  6* 

lil.SECTi 

t  ira-,  y  iH  ■  Il    ir-|-|    y    r    K      iili  i     •   \li  -^  »  \-mikàÊ^mi^ntkiÊimmté»éimim 

Ch/lP,  IIIi 

s.  IV,  §.  ÎV* 

y**^  Ônfîd^tons  maintenant  les  RaifoM  gcotn^-» 
V^trîques  doublées  &  triplées  :  la  ihême  ana- 
logie noiis  guidera,  en  obfervant  (èulement 
qUil  s^agic  ici  de  Multiplication  ^  &  tion  pas 
aAddition* 

Polir  doubler  deux  Raifons  géotnétriqueâf 
i^gâles  )  telles  que  celles^!  ,iià4&<ài$  dont 
rExpofant  eft  j  ,  il  faut  multiplier  leîf  deiix  Anr 
técédens  l'un  par  l'autre  ^  &  de  même  les  deu^ 
Cûhicqueds  $  1 2  par  é  >  &  4  par  x'.  Se  les  deui^ 
Produits  7  i  &  8  feront  la  Raifon  doublee^dont 
TExpolant  eli  5;» 

La  Raifon  doublée  arithmétique  eà  double 
de  la  fimple ,  parcequ  elle  eft  formée  par  Addi- 
tion» Il  en  doit  être  tout  autrement  dans  la  Rai^ 
fort  géométrique  doublée ,  parcequ  elle  eft  for- 
mée par  la  Multiplication»  L'Expofànt  de  la  Rai- 
fon géométrique  de  1 1  à  4  ou  de  6  à  i  eft  j  •>  & 
l'Expoiant  de  la  Ràifbn  doublée  de  ces  deux 
Raiions  fimples  eft  ^  j  parceque  8  eft  neuf  fois 
dâiis  72# 

Ce  n  eft  t>âs  qu  une  Raîfon  géométrique  ne 
Uiffè  être  double  d'une  autre.  Par  exemple,  là 

aifon  de  1 2  à  j  eft  double  de  la  Raifon  de  8  à 
4i  parcèque  1 1  conrien^^uaitte  foisi  &  que  S 


î 


Raisons  et  Paopôrtîons^ 
j^e  contient  4  que  deux  fois*  Mais  cette  RaîfoA 
'  Houble  n*eft  point  doublée  :  Veft  une  Raifon    fi'v.  TI*' 
/impie  comparée  à  une  autre  Raifon  fimple*  Ne  ^^''  **ct» 
./oyons  dons  pas  ftrrpris  que  la  Raifon  géomé-  L*     p*^| 
trique  doublée  foit  ordinairement  plus  du  dou-      j^  jy^ 
ble  de  la  Rai/bn  fimple ,  puifqu  elle  eft  formée     .    , 
par  la  Multiplication  de  deu^c  R^i/ons  égales^ (  4) 
Uexemple    propoô    nous    fait    voir    que 
iTExpofânt  d'une    Rai(on   géométrique    doit'' 
,blée^  dont. les  Raifons  compofântes  (ont  de 
nombre  à  nombre,  eft  toujorurs  le  nombre 
quarrc  de  TExpofant  de  la  Raifon  fimple.  Car 
p  Expofant  de  la  Raifon  doublée  72  à  8  >  eft  le 
Quarré  de  3  Expofant  des  Raif<yas  fimples  ri 

En  effet ,  la  Raifon  étant  une  véritable  grarï* 

deur  exprimée  par  l'Expo fanr,  multiplier  une 

^  Raifon  par  une  Raifon  égale ,  c*eft  multiplier 

une  grandeur  par  elle-même  v  &  par  conféquerït 

former  un  Quarré*^  Donc  le  nombre  Expofant 

.^  des  Raifons  (impies  égales  eft  multiplié  par  lui- 

.  même  dans  la  Raifon  géométrique  douolée,  & 

par  conféqurfit  doit  faire  un  nombre  quarré. 

KJais  fi  l'on  avoir  pour  Raifons  fimples  égale» 
yeux  Raifotis  fouraes,  dont  fExpofànt,  quct 

(  a)  La  Rai&n  doublcc  n'eft  double  de  la  fimple ,  que 

*  lorfque  celîe-ci  a  x  pour  Expo&nr.  La  K.aifi>n  doublée  a 
pour  lors  4  pour  ExpôC^m  j  &  4  éft  douUc  de  %^  M$i9 

•  c'eft  que  4  eft  le  (cul  .Nombre  quarré  t^i  (ôtt  douille  de 
ià  RaçlDC.  Les  Nombres  quarrcs  foflit  à  Tégard  de  Ijcur 
Racine  fèîon^  la  Pfogreflîoades  Nombres  ï ,  1 ,  j ,  (kc.  Le 

'  Quarré  de  1  eft  égal  i  £à  Racine  :  k  Qttarcé  àfixcQi  dmi- 
.  ble  :  le  (i^iiarré  de  5 ,  triple  :  le  Qiiarré  (ie 4 >  quadrupler 
Je  Quarrc  de  5  »  quintupleV&c. 


au^il  ^h,  ne  peut  être  exprimé  pat  un  noflàbrét 
ttv.  tt    l^xpoiant  de  la  Raiibn  doublée ,  quoiqil^exprî- 
lllé  Sbct.  id^  par  un  nombre ,  ne  (éroit  pas  un  nombre 

c  ^^'^ni  9"^^^  Nous  rerrons  dans  la  fiike  Tuiage  dé 
j  jy^  '  cette  exception^ 

Il  faut  obferver  id,  comtne  par  rapport  aut 
Raifbns  arithmétiques ,  one  pour  faire  une  Ra^- 
/on  doublée  de  deux  Kaifons  géométriquei 
égales  i  il  eft  indifférent  de  multiplier  les  deut 
Antécédens  l'un  par  l'autre  y&enfuite  les  deuSt 
Con(^quens,  ou  bien,  de  multîpker  par  lui-- 
même rAntécédent ,  &  eufuite  le  Confêauent 
d^une  des  Rai(bns  (împfes  pri/e  à  volonté.  Ayant 
les  deux  Raifôns  égales  12  à  4>  &  6  1 1,  j'aurai 
également  leur  Raifoif  doublée  en  diiânt  i  ix'6 
s=7i  eft  à 4x1=8:  ou  bien,  iixii^p^i^  eft  i 
4x4=^ I é  :  ou  bien ,  6x6^^6  eft  à  2x1:^4.  Car 
ces  trois  Raiibns  ont  pour  £xpo(âttt  le  ffaéme 
Nombre  9* 

On  le  comprendra  âifement ,  (î  Ton  fait  at« 
tention  que  deux  Raifbns  égales  (ont  deux  gran«' 
deurs  égales  >  lous  diâérentes  ^preflions ,  Se 
repréfêncées  par  le  même  Expofânt*  On  peut 
donc  les  fubftiruer  Tune  à  l'autre ,  (ans  qu'il  en 
réditcele  moindre  changement  dans  leur  valeOl*. 
Par  con(éqaent ,  il  eft  indifférent  de  les  muiti* 
plier  Tune  par  I^autre  ,  ou  de  multiplier  une  des 
deux  par  elle-même. 

Les  Géomêcres  expriment  ctttc  vérité  par  la 
Proportion  (lii vante  iV Antécédent  dune  Rdi* 
fin  géométrique  doublée  eft  afin  Confiquent ,  cern^ 
me  le  Quatre  de  t  Antécédent  et  une  des  Raifins 
fimples  efi  au  Quarté  du  Conféquent  de  la  mm€ 


*  Raisons  ït  Proportion?.        18  i 

Jkaifin.  Gàns  notre  exemple  11x6  eft  à4xz, 
comme  le  Quatre  de  1 1  eft  au  Quarré  de  4 ,    Ltv.  II, 
ou  comme  le  Quarré  de  6  eft  au  Quarré  de  2.  ^^^-  ^^^"^^ 
Car.  chacune  de  ces  trois  Raifons  a  9  pour  Ex-  J:     p'^Tj» 
pofanr.  *^*  JY^ 

Pour  appliquer  cette  Proposition  à  la  Géo- 
métrie ,  on  dit  que  deux  Figures  dont  les  Pro^ 
duifans  forment  une  Proportion  direSle ,  fint  en" 
tre  elles ,  comme  les  jQuarrés  de  leurs  Produifans 
homologues.  * 

Soient  deux  Reéèangles  dont  la  Ba(è  8  du  pre« 
mier  fbit  à  la  Baie  4  du  fécond ,  comme  la  Hait* 
teur  6  du  premier  eft  à  la  Hauteur  3  du  (êcond: 
(  8  «4:  :  <J  •}  )  il  eft  évident  aue  la  Surface  du  pre* 
mier  Reâangle  eft  formée  par  le  produit  dc% 
deux  Antécédens  i  9^6\  8ç  que  le  produit  dés 
Con/2quens  4  &  5  forme  la  Surface  du  (êcond 
Cts  Redandes  font  donc  en  Raiibn  doublée  de 
la  Bafe  à  la^afe ,  &  de  la  Hauteur  à  la  Hauteur. 
Or  cette  Raifon  doublée  eft  la  même,  folt  que 
Ton  multiplie  les  deux  Antécédens  &  les  deux 
Conféquens ,  Ciit  que  Ton  multiplie  par  elle-mê- 
me une  des  deux  Rai(bns  fimples.  Donc  ces  Rec- 
tangles qui  /ont  eniemble ,  comme  ix6  eft  à  4 
X3 ,  font  auflî  commb  le  Quarré  de  S,  Ba(e  du 
premier ,  eft  au  Quarré  de  4 ,  Bafe  du  (econd  ^ 
ou  comme  le  Quarré  de  ^ ,  Hauteur  du  premier, 
eft  au  Quarré  de  3  Hauteur  du  fécond.  L*£xpo- 
iànt  de  chacune  de  ces  trois  Rations  compoiëes 
eft  4  :  ce  qui  montre  que  le  premier  Reâangle 
eft  quadruple  du  i(econd>  c  eà-à-dire,  que  le  pre- 
mier eft  âu  fécond  coixuxxe  4  eft  à*  i« 


Liv-  II* 
lil.  Segt. 

CfiAP.  IIL 
,$•  V«  Raifons  géométriques  triplées^  •  ' 

LEa  Raifons   géométriques   doublées  font 
compofëes  de  deux  Raifons  égales*  Il  en 

.faut  trois  pour  faire  une  Raifbn  triplée ,  c*eft-à- 
dirc ,  que  la  Raifon  triplée  cfl  le  produit  des  An- 
jécédens  de  trois  Raifons  gépmétrigues  égales 
comparé  au  produit  dçs  trois  Confequens.  A 
.cela  pr<:s>  tout  ce  qu*on  a«dit  fur  la  Raifon  dou- 
blée s*anplique  de  foi-mérae  à  la  Raifon  triplée, 

,  fans  qu  il  foie  befoin  d'entrer  dans  un  grand  dé- 
taiL  .       ,   . 
•    î-^.IJnc  Raifon  jtriptéeefl  fort  diflcjrente  d'une 

.Raifpn  triple.  CeJtte-ïCi  çft  une  Raifon  fîmple 
.dont  TAntecédent  oontiei:i4f oiç  fon  Con/equent 

.  trois  fois  plus  »  que  i'Antécédent  d'une  autre 

-liaifbq  fimplenc  contient  le  fîen.  Par  exemple, 

, il  Ion  compare  la  Raifon  de  iz  à  i  àla  Raifon 

.  de  é  à  5 ,  on  dira  que  la.  première  dont  l'Expo- 
^ïânt  eft  é,  efl  triple  de  la  féconde  dont  I*Expo- 

; iânt  n'efl  que  2.  Mais  dans  la  Raifon  triplée , 
l'Expofant  a  tout  un  autre  Rapport  à  rExpofant 
des  Raifons  fîmplç?.  Ay^nt  les  trois  Raifons  éga- 
les 12  à  4,  6  à  i,  5  à  I ,  dont  l'Expofànt  efl  j , 

,  la  Raifon  triplée  donne  nô  à  8  ,.dont  TExpo- 

.  (ànt  efl  27. 

i.  Dahs  cet  exemple,  l'Êxpofânt  2,7  «H  Cube 
de  5  Expo6nt  des  Raifons  (impies.  Car  j  mul- 
tiplié deux* fois  par  lui-même,  fait  27.  Et  cela 


Kai^ôns  et  ^OPORTIOKSV  ^$5 

âolt  être  ainfi  dans  toutes  les  R^ifof^s  tripiéç& 
Car  trois  RaifonS  égslés  5  et wt  la  même  gran*    ti v.  IL 
écixa  Ibus trois  e3Cpre(fion$  différentes,  &reprér  J^^*  ^^<^rê 
fcntée  par  le  tneme  Expofant ,  miilrîplier  deux    '  ^^^l^ir 
fois  cette  grandeur  par  elle-mieme ,  c  elt  en  faire      j^  y^ 
iin  Cube«  OonC  dans  toute  Rai(bn  triplée  >  ÏEt* 
jpk>(ant  doit  être  le  Cube  de  TËxpoiant  de  la 
ilaifon  fimple* 

Je  dis  Cube,  &  hon  pas  nombre  cubique) 
rar  TExpoTant  de  h  Raifon  triplée  n  eft  un 
nombre  cubique ,  que  lorique  les  Raifons  iîm- 

fJes  font  de  nombre  à  nombre,  ceft-à-dire^ 
or^ijue  Jeur  ExpoCint  peut  être  exprimé  par  un 
iiombreé  Mais  fî  les  Raifons  fimples  font,  fout^^ 
.de$,  rËxpofanç  de  la.Raifon  triplée  ne  foroic 
.  pas  un  nombre  cubique  j  qu^nd  même  il  pour- 
toît  être  exprimé  par  un  nombre* 

5*  Puifque  le»  trois  Raifons  égales  ne  font 
<]u'une  même  grandeur  répétée  trois  fois ,  elles 

{meuvent  être  fobftituées  l'une  à  l'autre ,  (ans  que 
eur  valeur  éprouve  aucun  changement.  Donc 
pour  faire  une  Raifon  triplée,  il  eft  indifférent 

-  de  multiplier  les  trois.  Raifons  fimples  l!ûné  par 
faûtré,  ceft*à*dire »  les  Antécédens  par  les  An- 

.  técédens ,  &  les  Conféqlieiis  par  les  Conféquens  \ 
ou  biejm  de  multiplier  deux  fois  par  elle-même 
une  des  Raifons  fimples  prife  à  volonté.  A  la 
place  des  trois  Raifons  égales  i  z  à  4 ,  6  à  i , 
I  à  I  ,je  puis  mettre  celles-ci  9  12  à4»ijt  à^. 
If  zà4:  ou  bien  6  à  z ,  ]6i  z  ^  6.à  z  :  ou  enfin  3  à  i  ^ 
)  à  I  j  j  à  I*  Dans  ces  trois  derniers  exemples  * 
l'aurai  pour  Raifon  triplée  la  Raifod  du  Cube 
âe  X  z  au  Cube  de  4 }  ou  du  Cube  de  ^  au  Cube 


i»4       Giôu^niîi  UttAPMSujvi. 

<te  1  î  ou  enfin  du  Cube  de  j  au  Cube  de  f  :  tdil^ 
Liv.  It.    tes  Raiibns  égales  f  &  dont  TExpolint  17  eft  le 
irr.  Sect.  lû^nac  cfue  ceîtii  de  la'^Kdron  triplée  à  twdkiai- 

"sf %.  Ceft  ce  que  les  Géottïétfes  ex^ûthent  par 

h  t^ropofitïoiî  fiiivâfnte  :    ÛAmecéiUnt  dunt 

-Raifon  trivlée  cft  afin  Cetffédjuent ,  c^mrm  U  Cuht 

de  t Antécédent  de  tune  des  Raifin/fimfles ,  rjf 

àH  Cube  du  Cifn/e^uent  de  Idfneme  Rai  fin. 

Pour  appliqtier  cette  Propefeio»  à  fa  Géo- 
métrie f  ruppoibns  que  les  crois  Ptoduilâns  d'un 
f  Solide  forment  avec  tes  troiS'  Prodiîifens  d  uti 
•âutref  Sofede  trois  Raifô-ûsr  géométriques  égaler 
•&  diredèes,  on  dit  que  ees  Solides  fim  ê^tre  eux^ 
^cemme  les  Cubes  de  leurs'Produifans  homologues^ 
-    Car  ce»  deux  Figures  font  entre  elles  eti  Ral- 
(on  triplée  de  la  Longueur  à  la  Longueur ,  de  k 
"  Largetr  à  la  Largeur ,  de  la^  Profondeur-  à  la 
'  ProfondeOî*  Or  cette  Raifon  eft  la  nftcïtie  qœ 
'  «telle  du  Cube  de  l'Antécédeni  d'utiedes  Raifons 
fîmples,  au  Cube  defon-Confëquent.  Donc  les 
-deux  Figures  font  encre  elles ,  comme  le  Gnbe 
de  la  Longueur  deFune, eft àuCube  de  laLon* 
gueur  de  l'autre  ^  ou  comme  le  Cube  de  la  Lar^ 
geur  eft  au  Cube  de  la  Largeur  fou^enfeis  conl- 
t  me  le  Cube  delà  Proibndecur eft  aa Cfibe  de  l^r 
î  Profondeur. 

r  ':  Ja  ne  pouffera  pas  plus  loin  ce  petit  Traité,» 
.  d^ns  lequel  je  n  ai  pas  eu  deflein  d'épuifer  tout 
«  ce  qui  concerne  la  nature  èc  lès  propriétés  des^ 
=  Raiibns  &  des  Proportiom^On  y  poottoit  ajcm- 
;  fer  (ans  doute  beaucoup  de  chofes  intéréflàntes 
âc  curieufes^  Où  le»  tt^ouv^râ^  dans^d'âutces  Oft' 


RaMOIK   1T  PaOPDRTlOJtS.  tJ^  

■ïrqges.  J'ai  cru  devoir  me  borner  (crupnleufe-  ^^^^^ 
ment  à  développer  les  notions  dont  on  a  bdoin  i^v,  il. 
pour  «Btter  dans  la  Théorie  des  Bigurtj  fetn-  ^'^  Sect- 
iuhle's  ;  &  fur  tout  à  les  préfenrer  d'une  manière  r^^p"]^, 
fimplc  &  neuve-  rCeft  aux  Sçavans  i.  ^t*ger  -fi  )'ai  j*  y  ' 
léuffi.  " 

<^oJ<]ue  les  RaifoDs  &les^opottians  adth- 
métiques  ne  ibieni  pas  d'un  gr^nd  ufage  ^ans  la 
Céométrie ,  j'aî  cru  néanmoins  en  devoir  ap- 

frofoix^r  la  nature*  pour  pï«patef'le»v<»eft'ik 
examçn  des  Raifons  Se.  des  Proportions  géo- 
iB^nques.  Il  m'a  paru  que  les  deux  tb^let^ 
doot  on  peut  conjparer  deux  grandeun ,  par 
Mxcédtnt.oM  par  ^«tf«W;tont  fondées  lût 
jes  m^Rie^  pHnçip^j.  8£  ^idsôiaSeoic  Biutuel- 
Jei8CJ3«..X-es  propriétés  des^fons  Scdie^  Pio- 
forcions  arithn^tiqvtâ  ioM  plus,  palpables^ 
filus  AiÇket  à  fajiir ,  pajçce^'il^  plus  facile  d'ap* 
f>cen«ke  les  i:égles'derrAddiuon  &:  dçlfi^SwÇ- 
jEra^op,  qoe  celles  de  ta  Mu!tiplîcaEipfi.^;df 
ia  Divl60nu  MiiitquicoDque  l^aurajiatfaîtfi^eu 
ajouter. &  IbuAraire,  .apj>xrâd['a:^as  jffifU);!^ 
multiplier  &  k  dtKifec.  i   ;  h 
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"f.p!^T;  TROrSifldÊ  SECTION.      ' 

SECONDE  PARTIE.. 

liés  Figwrès  Jihihîf^ies  eonfiiér/es  fito» 
lettr  férimétte. 


chApitrje  premier. 

\  JfJ^tnns,  ^ér^érales  fur  Us  Fi^nrts  fitijiUAUj. 

--x'e^çe  lie  t«fferablànce;  Toutet-font  Mr- 

-{iare  île  toutes ^aTpeutitfflienvitonner  1  (ouceB 
TCtifêAiienc  -^n  ef^^M^'ou  élus  graml  ou  plus 
'petïèt'miiis  toujours  de  incme  nit^ei^t  coures 
WMfrithè-ftt&  CônéûW  «Mlittie  fornHÎM  pat  ufc 
jlife  dt  '^Lign«-it(fe(i0itatp«  pol^s  pacaHele- 
meiit  &L  fans  intervalle  :  lOïKBi  enfin  ont  deut 
Pioduîfàns»  qui  multipliés  l'un  par  l'autre,  font 
connoitrc  leur  écçpdiie.   ■ 

II  eft  tiicore  mie  reflèinblànce  pli^  exafte  & 
plus  préci/a  entre  les  Figuccs  de  mjiùe  efpéc?. 
UnTri.inglc  teflemble  jJus  â  un  autee  Triangle, 
qu'au  Quadrilatère,  au  Pentagone  ,  au  Cerdej 
&  fou  trouvera  des  Rapports  plus  relïerrés  à 
inefure  que  l'on  defceiidra  d-iiis  les  fubdivifions 
de  chaque  eipéce.  Un  Triangle  reâangle  reP 
iêmble  plus  à  un  autre  Triangle  ceâdngle  *  qu'au 


Les  FiôiniEi  semblables.  '         ïi^  _ 
Triangle  acutangle  :  un  Çaralléiogranitiîe  ^  a  tin 


âutr«  Parallélogramme  qu*au  Trapèze ,  Scçl     '[    Liv.  IV. 
Ces  reflêmtuanccs  partielles  ne  feront  point  î*^- Sbct. 
rdîjet  de  ttos  Jrechetcheiîi  Elles  ne  nous  appren-»  ^^*    ^  7* 
drôîènt  ^e  ce  que  nows  ayons  d^a  découvert 
fut  la  nature  &  les  propriétés  des  diverfes  efpé-* 
ce$  de' Figures.  La  rçflcmblancc  parfaite  fixerai 
nottd  attention.  ' 

* 

Mais  ne  confondons  poîtit  la  relïèmblahcd 


tre  elles  que  cette  reflertfclarice  générique  dont 
holis  avons  d'abord  parlé.  Un  Triangle  ôt  lit^ 
Ceifele  pciïvettt  être.  parfa,it<^ment  égaux vcar 
ftfpiice  eft  homogèHe  dans  toutes  les  Figures. 
Cè'n^eïWBric  pas  del'efpace  compfis  queléi 
f ij^ies  tîrertt  leur  relïcniblânce  ;  mais  unique-* 
fheftt  dé-fr  forme  xli  lèti^  Térimétr.e ,  pàrtequi* 
iè^Pëirftnéèrè  fctil  cbhftjtUe*  IbS  dîverfes  cfpécei 

Sèifhïy^ottéù  :•  -'-''--;•  ';'•"■         -'/;" •? 

'  If^efevtai  que  û  defee  Fîétite^  aVoîènt  préd- 
i&téniîsi  même  forme,'  &  r'enfcrmçiént  te  mél 
rtie' cffpace,  ce  feroit  îà^reflemblance  la  pltri 
epmpfitte"*qu  on.pât  ktiâçîricr  :  ce  fcroit'mèitîdl 
bné-hltnrttc ,  du  moitis  pour  un  Gëométrè;  Ces 
Figiirei ;exai5fcemcnt  pd/ëesJVnefur  fatitre^fë 
tonfoiidroient  tellement^  que  ce  ne  ferôit'plus 
qu'unie  feule  &  même  cbofé.  On  pourroîr  dîn^ 
qn'àïfeïce  dé  fe  reffémbler,  ^les  ne  fe  ic'ffëtn* 
blaroietttp'cnnr.  Eïoi^tiônsdorïc  de  notre  êipV^ 
téfutè  égalité  d'efpafce  v5^*(rljèrcfiofts  là  patifaitt! 
îeflwïManfce-d^îs^lcsFigttteç^  itiéme  fotitiei 
«quelques  diflererites-qbSsllcsfojenrçn  grandctiti 


Il  neft  pas  be(bîa  d'çtre  Géomètre  pour  (e 
Lir.  IL  connoîcre  en  reflemblance.  Les  moins  (çavaiis 
IIL  Sbct-  la  Cgxd&nt  (buvenc  avec  plus  de  fineflè  &  de  la- 
C«  ^*^t!  fi^*^^  Un  euÉuit  eft  frappe  en  trouvant  tous  les 
^  traits  de  (bnpere  dans  un  portrait  en  miniature» 
J)iteS'lui  qu  il  (ê  trompe ,  pui/que  ion  père  eft 
bien  plus  grand  que  l'image ,  l'objeâ^on  ne  Té*- 
branlera  point  du  tout.  Ceft  que  le  bon  iens 
didte  à  tous  les  hommes»  gu'il  ne  faut  point 
chercher  la  refTemblance  dans  ndentité  de  gran** 
i!eur  entre  la  chofè  repré/êotante  &  la  chofe 
repréientée»  mais  uniquement  dans  Tuniformité 
du  contour ,  8c  dans  la  proportion  des  traits  qui 
îbrment  les  Figures.  Nous  avons  rous  une  idée 
nette  de  la  Proportion ,  quoique  le  fentiment 
Q*çn  foit  pas  également  vif  dans  xous^  Tel ,  en 
Regardant  la  face  d'un  Bâtiment  connu  >  peint 
lur  une  i:oile^  s'écriera  que  les  fenêtres  (bntécra* 
iees  *y  que  les  colonnes  font  trop  petites .  ou 
trop  grandes,  trop  grolTes  ou  trop  menue$^  quç 
l'angle  qui  joinj:  deuxr  ççrps  de  logis  eft  trop 
pointa  on  trop  évâfe.  Cet  homme  n'eft  pas  Géo«» 
piécre  »  je  le.%>pofe,>  fixais  il  a  naturellement  la 
fcience  des  proporiiaqS;,  &  juge  des  reflem- 
fiances  avec  juftelïe .,  felou  que  cette  Géométrie 
naturelle  eft  plus  dé veloppée  dans  ibneiprit» 
.  Suivons  un  habile  Arpenteur  dans  {c$  opé-^ 
rations»  Il  s'agit  de  lever  le  plan  d  un  yajEte  jar- 
^n.  L'Artiûe  intelligeiit  çn  mefure  le  contour  ; 
il  <onftate  le  nojmbre  de  toiles  que  chaque  pan 
de  4iiurai|les  coniient  en  longueur ,  &  prend 
cxaâement  les  Angles  que  les  cotés  çuyirpa»* 
iians  forment  par  leur  jonâion. 

Apres 


Les   FlOtTRtS   SEMBtABtES.  ^i8^ 

Après  ces  préparatifs,  l'Arpenteur  conftruic 
ïine  Echelle  dont  il  ne  s'écarte  point.  Il  fcait    Liv.  H. 
bien  que  le  Plan  du  jardin  doit  être  fans  compa-   ^^^'  Sect. 
raifon  plus  petit  cjue  le  jardin  même.  Une  petite   L^  '  ï^^^T*. 
ligne  invariable  lui  repréfente  une  toife,  ou  *   * 

même  une  plus  grande  longueur.  Il  commencé' 
par  tirer  une  ligne  qui  contienne  autant  de  ces 
petites  mefiires ,  qu'il  y  en  a  de  grandes  dans  le 

J premier  côté  du  jardin  qu'il  veut  exprimer  fur 
e  papier.  Il  y  joint  une  leconde  lign^  avec  les 
mêmes  conditions  \  mais  avant  que  de  la  tracer  ^ 
il  détermine  l'Angle  qu  elle  doit  faire  avec  la 
première  :  il  paCTe  à  la  troifiéme  &  aux  fui  van- 
tes en  obferVant  la  même  méthode,  &  parvient 
enfin  à  finir  le  contour  de  fbn  Plan. 

Ce  jardin  n'efl  pas  une  place  nue  :  on  y 
voit  un  parterre ,  des  allées ,  des  bofquets ,  &c« 
L'Arpenteur  mettra  tous  ces  détails  dans  /on 
PJanî  &  chaque  cfaofè  fera  à  fà  place,  pourvu 
qu'attentif  à  fiiivre  fon  échelle,  il  donne  à  cha-* 
que  partie  la  même  Longueur  &  la  même  Lar-» 
geur  proportionnelle ,  &  qu'il  rende^exaétement 
la  valeur  des  Angles.  Avec  ces  précautions ,  le 
Plan  fera  parfaitement  fèmblable  à  l'original. 

Mais  qu'eft-il  befbin  d'avoir  recours  à  cq% 
exemples  pour  nous  faire  entendre?  Le  chemia 
que.nous  avons  déjà  fait  dans  la  Géométrie  fùffit 
de  refle  pour  nous  donner  une  idée  diftinâe 
des  Figures  fèmblables.  En  effet ,  quel  a  été  l'ob-» 
Jet  de  nos  méditations  ?  étoient-ce  des  Figures 
d'une  grandeur  déterminée?  nullement.  Nous 
n'arons  confîdéré  que  la  forme  qui  les  rend  de 
(elle  ou  telle  efpéce  s  que  la  valeur  de  leurs  An^t 
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gles^  que  la  fîtuation  reipedive  des  Côtés  eiwi- 

Liv.II.    ronnans.  Ces  Figures  deUÎnées  que  nous  avions 

ni.  Sect.  fQus  içs  yeux  pour  fixer  notre  imagination» 

II.  Part,  j^^yg  repréfentoient  toutes  celles  que  Ton  peut 

''   *   tracer  avec  les  mêmes  conditions,  abfttaftioii 

faite  de  leur  grandeur  particulière-,  Se  nou$ 

avons  compris  que  les  propriétés  de  ces  Figures 

étôient  indépendantes  de  leur  volume.   C  eft 

donc  fur  les  Figures  femblables  que  nous  avons 

raifonné  Jufqu'ici ,  quoique  nous  ayons  remis 

à  un  autre  rems  à  réfléchir  (ur  ce  caraâere  de 

iîmilitude. 

•Il  réfulte  de  tout  ceci,  que  trois  conditions 
font  néceriaires ,  pour  que  deux  Figures  Ibient 
parfaitement  femblables. 

Il  faut  i^  que  ce  foient  deux  Polygones  de 
même  nombre  de  Côtés. 

i°»  Que  les  Côtés  homologues  ou  corref -^on- 
dans  foientv  proportionnels ,  c'eft-à-dire ,  que  le 
Côté  A  de  la  première  Figure  foit  en  grandeur 
au  Côté  a  de  la  féconde ,  comme  le  Côté  B  eft 
au  Côté  h ,  comme  le  Côté  C  eft  au  Côté  c ,  &c. 
En  un  mot,  que  fi  deux  Côtés  correfpondans  de 
deux  Figures  font  divifës  en  un  nombre  quel- 
conque d'Aliquotes ,  grandes  dans  la  grande  Fi- 
gure ,  petites  dans  la  petite ,  les  grandes  Aliquo*^ 
tes  qui  mefiireront  le  fecond  Côté  de  la  grande 
Figure  aient  le  même  Rapport  aux  petites  Ali- 
.  quotes  qui  meforeront  le  focond  Côté  de  la 
feconde  Figure ,  &c. 

Il  faut  }  \.  que  les  Côtés  correfpondans  des 
deux  Figures  foient  reipedivement  dans  la  mê- 
me fituation>  ceft-à-diie>^  quêtant  égalemeoc 


Les  Figures  semblables.  z^i 

Inclinés  de  part  &  d'autre  (ur  les  Côtés  contigus, 
ils  forment  avec  eux  les  mêmes  Andes  :  ainu  les  Liv.  II. 
Angles  de  deux  Polygones  femblab  Is  font  ^^^'  Sect. 
égaux ,  chacun  à  chacun.  ^*  Part. 

Je  dis  égaux ,  &  non  pas  (erablables  ni  pro* 
portionnels.  Les  Commençans  sy  trompent 
Quelquefois,  en  confondant  ces  trois  expref- 
nons.  La  grandeur  des  Côtés  ne  fait  rien  du 
tout  à  la  grandeur  des  Angles ,  qui  dans  les  Fi- 
gures fèmblables  doivent  être  d  une  é^alif é  ab-l 
lolue ,  parceque  Findinaifon  des  Côtes  corref* 
pondans  eft  abfolument  la  même.  La  Similitude 
fe  dit  des  Figures  prifes  en  leur  entier  ;  la  Pro-* 
portion ,  de  leurs  Côtés  homologues  5  &  ÏEj^a* 
lité ,  des  Angles  correipondans. 

Pour  développer  lexaâie  Proportion  qui  doit 

Î^tre  entre  les  Côtés  homologues  des  Figures 
emblables,  on  établit  \&s  deux  Propofîtions 
iûivantes. 

/>/  Périmètres  de  deux  Figures  fèmblables    Kg.  ï.; 
font  entra  eux ,  comme  un  Coté  de  la  première  JFi^ 
£ure  eji  au  Coté  homologue  de  la  féconde»,  * 

Car  le  Périmètre  n*eft  autre  choie  que  la  Som- 
me des  Cotés  d  une  Figure.  Si  donc  chaque  Côté 
de  la  première  Figure  eft  en  Raifon  égale  avec 
chaque  Côté  correfpondant  de  la  féconde  Figu* 
guce ,  les  Périmètres ,  qui  ne  font  que  la  Somme 
des  Côtés  de  part  &  d'autre ,  conferveront  entre 
eux  la  même  Raifon*  Si,  par  exemple,  chaque 
Côté  de  la  première  Figure  eft  à  chaque  Côté 
corre^ondant  de  la  féconde 9  comme  }  eft  à  1 1 . 
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il  eft  évident  que  le  Périmètre  de  la  premieié 

Liv.  II.    eft  triple  du  Peiimétre  de  la  féconde. 
III.  Sect. 
II.  Part.  2* 

PI  j^  *  Les  Lignes  Hrees  femblabUmint ,,  cefi^a-dire^ 
avec  les  mêmes  conditions  dans  les  Figures  fim^ 
blairUs  ^  font  entrt  elles -comme  les  P€rimitTes&' 
comme  Us  Cotes  homologues  des  deux  Figures. 

Pour  rendre  plus  fenfible  la  vérité  de  cette 
Propofition  déjà  manifcfte  par  elle-même ,  rap- 
pelions-nous que  les  Figures  femblables  ne  le 
font  pas  feulement  dans  leur  contour  extérieur, 
mais  auffi  dans  les  diflérens  traits  qu  on  y  peut 
tracer,  fims  quoi  elles  ne  fèroient  pas  parfaite- 
ment reflemblantes.  L'Arpenreur  qui  fait  le  Plan, 
d'un  jardin  ne  fè  contente  pas  d'en  tracer  exac- 
tement le  circuit  :  il  manqueroit  fon  coup  s'il 
n'exprimoit  pas  avec  la  même  exaûitude  la  po- 
rtion du  Parterre ,  des  Allées  &  des  Bo/quecs 
avec  leur  Longueur  &  Jeur  Largeur.  Pour  y 
parvenir ,  il  fuit  exademenc  fa  première  échelle; 
s'il  s'avifoit  d'en  changer ,  il  repréfcnteroit  mal 
le  )ardin^,&  \t%  connoi (leurs  fcauroient  bien  re- 
lever fon  ignorance.  Or ,  en  uiivant  toujours  la 
même  échelle,  l'Arpenteur  trace  évidemment 
dans  (on  Plan  des  Lignes  proportionnelles  aux 
Lignes  environnantes.  Donc  les  Lignes  fembla- 
blement  tirées  dans  les  Figures  femblables  fbnc 
proportionnelles  aux  Cotés  &  aux  Périmètres» 

Fig.  I.  Il  fuit  de  la  i*^  que  Us  Lignes  de  Hauteur 

perpendiculaire  des  Figures  femblables  ^  fint  en^ 
tre  elles  comme  Us  Périmètres  &  les  Cotés  homo^ 
ligues  «  puifqu  elie^  font  femblablement  tiréest 


ï**  Que  les  Produifahs  homologues  des  Figu- 
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tes  femblablis  font  aujfi  entre  euXy  comme  les  Pé-    Liv.  II; 
Yimétf^s  &  Us  Cotés.  Car  fi  les  Figures  font  des   ^"-  Sect?. 
Redarrgles,  les  Produifans  font  de  part  &  d'au-    "/^^j*^ 
tre  deux  Côtés  faHant  Angle  r fi  ces  Figures  ne    p|     ^     "^ 
fent  pas  redtangles,  le^  Produifans  font  dcs-Li^ 
gnes  femblablement  tirées. 

5**.  Queji  des  Figures femblahles  font  cotipéef  Kgr  i^ 
9n  deux  ou-  dans  un  flm  gnmd  nombre  de  parties 
far  des  Lignes  femblablement  tirées ,  chaque  Fi-» 
gure  partielle  fera  femhlable  a  la  Partie  corref 
f  amiante  danr  f  autre  Figure ,  &  les  Périmètres 
de  cef  parties  firont  entroux  comme  les  Périmé-^ 
très  des  totales*  Car  tant  les  parties  que  le  tout 
font  formés. avec  les  mcmes- Proportions,  les 
mêmes  conditions,  &  fijr  k  même  échelle.  Ce 
ièroit  veuloh:  obfcarcir  la  lumière  même ,  que 
de  s'acrêcer  plus  »long-tems  £it  ces  généralités.  -  ^ 


^ 
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CHAPITRE   Ii: 

Similitude  des  Polygones  réguliers ,  ^.Jpécialé^ 

ment  du  Cercle,^ 

Ï)Our  peu  que  Ton  faffeattwitionràla-naturei 
L  des  Polygones  réguliers ,  on  s'apperçoit  aii 
iSmeni  que  tous  ceux  dune  mime  e^éce  font  par^ 
faitement  femhlables^ 

En  effet ,  .tous  les  Polygones  réguliers  de  mc-r 
me  efpéce  i  ont  r°,  le  même  nombre  d'Angles^ 
&  de  Côtés.  2^.  Tous  leurs'  Angles  font  égauxL 
Car  les  Aogles  d'un  Tciangle  équilatéral  foiar 
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55  eflentiellement  de  60  Degrés  :  ceux  d  un  QcTâné^ 
Liv.  lï*    de  90  *  ceux  d'un  Pentagone  régulier  9  de  108  :• 
Jiî.  Sect.  cçux  de  TExagône ,  de  1 10 ,  &c-  parceque  le 
lï.  ^^^^'  volume  des  Figures  n'ajoute  rien  aux  Anideâ  9 
&  ne  duninue  rien  de  leur  grandeur* 
.      Il  ne  s'agit  dond  plus  que  de  la  Proportion 
des  Côtés ,  troidéme  conoicion  delà  (imilitude* 
Or  cette  Proportion  eft  évidente  dans  les  Poljr- 
f1g<  1.      gônes  réguliers  d'une  même  efpéce.  Soient ,  pat 
exemple ,  deux  Quarrés  inégaux  :  foit  tel  Rap- 
port que  l'on  voudra  entre  Ta  Racine  du  grand 
&  celle  du  petit  :  il  eft  manifefte  que  les  autres 
Côtés  auront  le  même  Rapport ,  |Hii(que  ceux 
du  grand  &  du  petit  font  refpedtivement  égaux 
à  leur  Racine.  Le  même  raifonnement  s'appli- 
que  tout  feul  aux  autres  Polygones  réguliers. 
•    D'où  il  fuit,. que  les  Lignes  fmAlablemcnt 
tirées  dans  une  même  ejpéce  de  Polygones  rigu^ 
liers  tjont  proportionnelles  aux  Cotes  homologues 
dr  -aux  Périmètres,  Donc  les  Périmètres  &-  les 
Cotés  font  comme  les  Hauteurs  perpendiculaires , 
comme  les  Diagonales  ^  comme  les  Rasons  droits 
C^  obliques ,  &c* 

Ces  vérités  font  fi  palpables,  qu'elles  n'ont 
pâS  befoiFi  de  preuves*  Nous  les  avons  (uppofées 
«vec  raifon  lorfque  nous  avons  examiné  \^  na- 
èUre  des  Polygones  réguliers*  Une  feule  Figure 
exaftement  tracée  nous  a  repréfenté  routes  cel-» 
les  Je  la  même  efpéce.  Le  Commençant  le  moins 
initié  dans.Ia  (îéométrie  ne  pourroit  s'empêcher 
de  rire,  fi  lorfouHl  a  prouvé  que  l'Angle  du 
Triangle  équilateral  eft  dé  60  Degrés ,  on  atloic 
lui  objeder  que  cela  peut  être  vrai  pour  le  Triaor* 


Les  FiotîRis'  ttuttAttit^         i^f 
gle  gn*il  a  fous  lès  yeux ,  &  non  pas  ptrac  ceux 
qui  feroienc  plus  grands  ou  plus  petits.  Car  fa    I-iv.  rt. 
preuve  tottioe  fur  le  Triangle  équilatéraJ  pris   l^-  SEcr^ 
dans  fa  généralité ,  abfttaOion  faite  de  toute  ^^l^^^^ 
gjrandeur  particulière. 

Ayant  une  Ligne  AB  cîuelconq«re,  yen  puis  %•  3-  ^ 
conftruire  tel  Polygone  régulier  que  Ton  vou-  "*" 
dra  ;  il  ne  «'agit  c(at  de  déterminer  l'Angle  que 
cette  Ligne  doit  former  avec  une  Ligne  égale 
qu'on  y  Joindra.  Mais  cet  Angle  une  fois  fixé, 
Je  ferai  tellement  contraint  dans  mon  opération^ 
qu'il  n  en  peut  réiuiter  un  autre  Polygone  régu- 
lier- que  celui  qu'on  m'a  prefcrit.  Si  l'on  fixe  TAn^ 
gle  de  60  Degrés ,  la  Ligne  ABtw  peut  foïmei^ 
qu'un  Trimigle  équilatéral  j  un  Qiiarréi  fi  KAngla 
ôft  de  90  Degrés ,  &c.  Par  conféc|uent ,  û  Ton  me 
donne  une  fecciwle  Dgne  CD  pour  feire  un 
fécond  Polygéne  réguliet  de  h  mima  efpéce , 
il  en  réfultera  «éceifairement  une  E^gure ,  non> 
pas  égdle ,  mais  parfaitement  femblable  à  la-  prc-* 
miete*5  parceque  toutes  les  deux  font  également 
détermitïées  par  Ui^e  feule  concJition  ^  c'eft-à-di- 
re.,  par  le  même  Angle,  Donc  il  ne  peut'y  avoîD 
d'autre  différence  entre  le  Pétlniétre  de  ces 
Figures ,  que  celle  qtw  fe  trouve  entre  le5  deuïc: 
Lignes  primordiales-  Donc  Ja  R^fon  de  ces 
deux  Lignes  continue  d*is  les  autres  Côté»  St 
dans  les  Lignes  fembbbleiiient  tkéei*  Donc  couc^ 
jr  doit  être  "^foportfonneL  ;^x  ;      ^     ^ 

Les  Cercles  étant  des  Polygones  téguîiers 
d'une  infinité  de  Cotés,  font  aufli  des  Figu- 
res femblables.  Car  quoiqife  les  Côtés  de  tour 
Cercle  foient  infiniment    petits  ,    il  ne  faut 
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pas  croire  qu'ils  ibient  de  la  même  gtân^cûi 
Li V.  II  *    dans  les  Cercles  différens*  Le  Côté  infîniment  pe- 
III.  Sbgt.  jjf  d'une  Circonférence  double  d'une  autre,  eft 
n.  ^^^^'  double  4u  Côté  infiniment  petit  de  cette  der- 
*  niere.  Ainfi ,  quelque  foit  la  Raiibn  des  Côtés 
infiniment  petits  dans  deux  Circonférences  dif- 
*   férentes,  elle,  eft  toujoilts  la  même,  puifque 
dans  chaque  Circonférence  tous  les  Côtés  infi^ 
Aiment  petits  font  égâux« 
fig'  f  •  Il  eft  vrai  qu'il  n  eft  pas  pollîble  de  fixer  dans 

les  Circonférences  de  deux  Cercles,  deux  Cô- 
tés primordiale,  qui  répétés  un  certain  nombre 
de  fois  fous  un  Angle  infiniment  obtus ,  forment 
la  Circonférence  entière*  Mais  au  défaut  de  cette 
Ligne ,  on  a  le  Raïon ,  dont  la  grandeur  déter- 
mine  tellement  celle  de  la  Circonférence  ,  qu'eU 
le  n'eft  pas  fu/ceptible  de  plus  ou  de  moins. 

Donc  les  Circonférences  des  Cercles  font  entre 
elles  ^  comme  les  Ratons ,  comme  les  Diamètres , 
comme  les  Cordes  dég^l  nombre  de  Dégrés. 

Donc  le>s  Cixconférences  font  comme  les  demi*^^ 

Circonférences ,  comme  les  tiers ^  comme  les  éfuarts^ 

enfin  comme  les  Arcs  dégal  nombre  de  Degrés, 

;  Donc  encoîc,  les  Ratons  fint  comme  les  Dia-* 

méti^es^  &  comme  Us  Cordes  femblahlement  tirées • 

Donc  enfin ,  les  Ratons ,  les  Diamètres  dr  les 
Cordes  femblablçs  font  comme  les  Circonférences  , 
iffomme  les  mimes  parties  aliqnotes  de  Circonféren^^ 
ces ,  &  comMe  les  Arcs  d'égal  nombre  de  Degrésm 
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CHAPITRE   m.         n.PA«. 

Z^/  Triangles  fimbUbles^ 

LOrfqu^un  Polygone  n*eft  pas  régulier ,  il  fauc. 
plus  d'une  condition  pour  en  déternyaer 
la  forme  j  &  d'autant  plus ,  que  Tirrégularité  eft- 
plus  grande.  Par  conicquent ,  deux  Polygones 
irréguliers  ne  font  pas  fèmblables  par  cela  feui 
qu'ils  font  de  h  même  efpéce.  II. faut  d'autres 
conditions  que  nous  allons  rechercher  en  com- 
mençant par  le  Triangle  le  plus  iimple»  mais 
le.plus  important  de  tous  les  Polygones. 

-LN  Ous  avons  dit  plus  d'une  fois  qu'il  Ênit  tou-        *• 
jours  regarder  les  Triangles  comme  tracés  en-'    M^clpcr 
tre  deux  Parallèles ,  c'eft-à-<lire ,  qu'il  faut  tou-  _  _  ^^**^ 
)oUrs  (ûppojfer.  qiir'une  Parallèle  à  la  oafc  pafle  par 
le  Sommet.  Il  eft  donc  naturel  d'>examiner  d'a- 
l>ord  le  Rapport  qui  fe  trouver  oit  entre  des 
Lignes  femblablement  tirées  dans  difFérens  ef^ 
paces  parallèles. 

.  Soient  AB  petpehdiculaire  &  CD  oblique  Hg.  <^ 
entre  deux  Parallèles  -,  &  dans  un  autre  efp*-' 
ce  parallèle  EF  Perpendiculaire^  &  GH  éga- 
lement inclinée  que  CD  dans  le  fiem  11  pâroîr 
manifefte  que  la  Perfendiculairc  eft  a  la  fer-* 
fendiculaire  j  comme  C Oblique  eft  à  {Oblique  ^ 
ou,  ce  qui  eft  la  même  choie ,  que  la  Ferpendi-*^ 
oulaire  AB  eft  a  fin  Oblique  CD,  C$m9»^la  Fer--» 
pvtdicHlaire  EF  eft  k  fin  Obliq^ue  GH^  Car  less 


tauxi 


deux  Perpendiculaires  ont  la  même  Diredtiofi 

Lit.  n.    également  éloignée  de  la  Direâion  parallèle  ; 

Irt.  SBcr.  &  les  deux  ObUques  participent  lune  comme 

^^^"-  l'autre  è  ces  deux  Direâions»  &  s'éloignent 

^^^'^        également  de  la  Perpendiculaire.  Donc  la  Rai'- 

fbn  de  AB  à  CD  eft  la  même  que  la  Raifbn  de 

EFàGH. 

Cf mme  ce  raifbnnement  pourroit  paroître 
un  peu  vague  9  confîrmons-le  par  une  preuve 
plus  ienfible.  Soit  AB  partagée  en  un  nombre 
quelconque  d'Aliquotes ,  en  fix ,  par  exemple  , 
&  chaque  Aliquote  nommée  X  :  îî  par  ces  aivi« 
fions  Ton  fait  pafler  de  nouvelles  Parallèles  qui 
coupent  l'Oblique  CD  >  cette  Oblique  fe  trou- 
vera  aulE  partagée  en  (ix  Aliquotes,  que  j'ap- 
pelle r. 

Soit  là  mefiire  qui  partage  AB  portée  fiir  la 
'  Perpendiculaire  EF.  Suppofons  qu'elle  y  foit 

contenue  exaâement  un  certain  nombre  de 
'  fois ,  comme  quatre,  par  exemple.  Si  par  les  di- 
viHons  de  £F  on .  fait  paffer  de  nouvelles  Paral- 
lèles qui  coupent  l'Oblique  GH,  cette  Oblique 
(c  trouvera  partagée  en  quatre  Aiiquotes  égale» 
à  quatre  T. 

Ainfi ,  AB  fe  trouve  transformée  en6  X: CD, 
en  6  r:EF,en4  Ar:GH,en4r.  Or>il  eftévi-. 
dent  que  6  X*4^*  l6  T^^T^  ou  bien  que ,  6X* 

6r::^x**4.r. 

'  Mais  fi  npus  fuppofons  que^AT  Aliquote  de 
AB  ne  ibit  pas  exaûement  contenue  dans  EF  > 
&  que  pâr:confêquent  l'Aliquote  T  i^  foit  pas^ 
contenue exa6tement  dans  l'Oblique  GH,  cel» 
{^viendra  koujours  au  m^me^  Car  ^  étant  co»- 
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ténue  dans  £F  un  certain. nombre  de  fois  avec 
Une  fradtion  quelconque  9  T  fera  contenue  le  •I'IT.  Il* 
même  nombre  de  fo>s  dans  GH  avec  la  même  ^^^'  Sbct» 
fraâion,  &  Ton  pourra  toujours  dire  ^•^•3*^  ctt^^^Ot 

Ce  feroit  abfolument  la  même  choie  iî  les  Fig*  7^ 
Perpendiculaires  AB>  CDécdient  des  également 
inclinées»  Car  on  pourroit  divifer  TOblique  AB 
«uffî-bien  que  la  Perpendiculaire  eà  Aliquotes 
^f  &  continuer  le  même  raiTontiement. 

Nous  pouvons  donc  regarder  cotnme  tme  ^  " 

vérité  «fondamentale  >  que  :  Lorfepu  denxUgnes 
tomprifes  dans  un  tjfoce  farnUele  fim  autant 
indimts  qux  âtùk  aatrts  tûmfrif€s.4ani  un  autre 
ffpace  jMralUU ,  les  4wx  tramvrafint  frtfw» 
fiamnlles  aux  deux  Jicwaes* 

Les  Tranches  parallèles  qui  coupent  ks  Ij« 
gnres  comprfies  dani^  te^  efpaces  parallelei  ,,nous 
donnent .  encoi^  d'autres  Proporciom  qa'il  eft 
utile  de  remarquer.  Tous  les  AT  9  auffi-^bien  que  Fig«  €^ 
les  T^  étant  inclinés  dans  leur  petit  elpace  pa- 
rallèle comme la^ grahde.IJgne  AB  &  lagninde 
Ligne  CD  dans  le  leur ,  il  eft  évident  qtie  X*' 
AB:  :r»CD*>  ou  ce  qui  revient  au  même,  que 

Ar.r::AB^CD. 

On  peut  donc  établir  pour  une  féconde  vé« 
rite  fondamentaleV  que  c  Si  deux  Lignes  corn--  Fig.  f« 
frifes  entre  deux  Parallèles ,  font  ofRféei^far 
une  trùifiéme  Parallèle ,  elles  fim  coupées  prepor'. 
tionnellmnenti  ceft-à-dir«,  que  les  parties  <dev 
ces  Lignes  font  entre  elles  enr  même  Ral&n  ^ 
que  les  Lignes  dont  «Mes  fent  des  pacties.  '  Gac 
au  moyen  de  légalité  d'iaclinaiibn  d^.Ligne^ 
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correlpôndanf es ,  AE-eF::EB.FD::ABtGBi4 
I,iv>  IL    Sec. 

III.  SBCTv       - 
A 

Ch  ^^^liï  -^Pp^^'^'^s  maînteifâiït  aux  Triangles  ces  deux 
^*      '  vérités  fondamentales,  en  commençant  par  la 
Applica-  première*  y-         -    ^ 

don  de  la  Suppofons  que  le  Triangle  ABC  ait  un  Coté 
première  CA  incliné  fur  la  Bafe  AB ,  commele  Coté  ca  du 
yérité  fon.  Triangle  4*ff  fur  la  Bafe  ah ,  &  le  Coté  CB ,  comy 
damcnta-   ^^  j^  .Qocé  cb  ;' voyons  ce  qui  réfùlte  de  cette 

Fie.  9»     feppofition^ 

1°.  Ces  quatre  Dgnes  font  proportionnellest 
Car  fuppofanc  des  Parallèles  aux  Bafes  tirées  pat 
le  Sommet  C  8c  c  des  deux  Triangles v  on  a  là 
Ligne  CAy^ inclinée  dans  fon  efpace  parallèle^ 
comme  la  Ligne  ca  dans  le  fien,.&ia  Ligne  CB 
€bûïme:Iar  Ligne;  (T^. 

"1^^  Ces  deux  Triangles  font  refpeâivemeitf 
équiangles  rùn  à  l'autre*  Car  l'Angle  eft  formé 
♦Ti  .  .  par  Irindinaifop 'ides  Lignes^  Si  donc  la  Ligne 
CA  a  fuTsia  Bafe  la  rhême  inelinaifon  que  la  Li-^ 
gne  ca  fur  la  fîenne ,  TAngle  en  A  eft  égal  à  TAn- 
gle.  cxaa  ;  par  la- même,  râfon  'l'Angle  en  B  effi 
égal  à  l'Angleen  i^ ,  &  par  caonféquent  TAngle 
en  C  à  l'Angle  en  c,  puifqu'ils  font  fupplémens 
dts  Angles  de  la  Bafe* 
.2  .;  T  5*^.  Les  deux  Bafes  AB , ah fontproportiàn- 
jieHes  atspc: Cotés.  Car  en  retournant  les'Trian-* 
gles,  &  ptenaar  pour  Somniets  les  Angles  A  & 
48 -ou  B.  &  b-y  on*a  le  €^é  BC  iiicliné  tau <à  Bafe 
çoQÎiOQé.  le,  XjatcSc  fofik  fîenne ,  âé  de  même  lo 
BAxofnme  le  Côté  ka ,  puifijuè  les  Angles  C  & 
jpiifogt  lég^x  aufE-bien.  que .'Iç^  Angles.  j^6c  a» 
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Ces  deux  Triangles  font  donc  parfeitement/^w^- 
élahlesy  puifqufls  ont  toutes  les  conditions' re-    I-iv-  IL 
Kjpiïés  pour  la  parfaite  fimilitudc.  ^^''  SBcf. 

On  voit  par -là  que  Tégalité  refpedive  des  ";,^p  ^iL- 
Angles  de  deux  Triangles ,  emporte  la  Pro-    "    ' 
portion  des  Côtés  homologues  •,  &  que  la  Pro- 
portion de  ceux-ci  emporte  l'égalité  des  Angles 
refpe<5hfs.  Car  les  Angles  ne  peuvent  être  égaux, 
que  par  l'égalité  d'inclinaifon  dans  les  Côtés  qui 
les  forment  \  &  les  Côtés  ne  peuvent  avoir  une 
égalité  refpe(5bive  d'inclinaifon,  que  les  Angles 
relpeâifs  ne  fbient  égaux. 
.  D'oi\  il  fuit  I**.  que  pour  connoître  la  fimili* 
tude  de  deux  Triangles,  il  fuffit  de  fçavoir  que^ 
deux  Angles  du  premier  font  re/pedivemenc 
égaux  à  deux  Angles  du  Second  :  car  les  deux 
troifiémes  le  feront  néceiTairement  auflL 

2*î.  Que  deux  Triangles  feront  parfaitement 
lèmblàbles,  /î  deux  Cotés  de  l'un  font  propor- 
tionnels à  deux  Côtés  de  l'autre,  &  les  Angles 
compris  égaux.  Car  ces  deux  conditions  décer-, 
minent  tellement  la  Longueur  des  Bafes,  que 
chacune  n'a  pas  deux  façons  d'être  tracée.  Par  • 
conféquent ,  les  Côtés  du  premier  font  inclinés 
iiir  leur  Bafe ,  comme  les  deux  Côtés  du  fecond. 
Donc  ils  Y  forment  des  Angles  refpe<ilivement 
égaux.  Donc  les  deux  Triangles  font  éauiangles 
l'un  à  l'autre ,  &  parfaitement  femblables. 

Ce  foroit  la  même  chofe  fi  l'on  avoit  deux    -^ 
Côtés  d'un  Triangle  proportionnels  à  deux  Cô- 
tés d'un  autre  Triangle ,  &  les  deux  Angles  de 
la  Bafe  refpedivement  égaux.   Car  les  Angles  ' 

4^  Sommet  le  feroiçot  néce0airemem  auili.  Pac      .  . 
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conféquent ,  les  deux  Triangles  feroient  cquî^ 
Liv.  IL    angles  &  ièmblables. 

œ.  Sbct.       ^^s  fi  Ton  avoit  feulement  deux  Cotés  d'un 
U.  P^^^*  Triangle  proportionnels  à  deux  Côtés  d'un  au- 
^      *     '  tre  Triangle ,  &  un  des  Angles  de  la  Bafe  da 
"^  premier  égal  à  un  Angle  de  la  Ba(e  du  fécond, 

il  ne  ieroit  pas  fur  que  les  deux  Triangles 
Fig.  10.  fuflènt  femblaoles.  Ayant  le  Côté  CA  du  grand 
Triangle  déterminé ,  ainfi  que  l'Angle  en  A  : 
ayant  de  même  la  Longueur  du  fécond  Côté 
déterminée ,  ce  fccond  Côté  peut  être  pofé  de 
telle  manière ,  qu'il  en  réfultera  le  Triangle 
ACB,  ou  lèTriançle  ACE  beaucoup  moindre. 
De  même,  ayant  Te  Côté  ça  du  petit  Triangle, 
l'Angle  en  a  égal  à  l'Angle  A  du  grand,  &  la 
Longueur  du  fécond  Coté  déterminée  de  fa- 
çon ,  que  le  fécond  Côté  du  grand  Triangle  foi( 
au  fécond  Côté  du  petit ,  comme  le  Côté  CA  du 
grand  eft  au  Côté  ca  du  petit ,  la  pofition  du 
lecond  Côté  du  petit  Triangle  efl  fufceptible  de 
deux  déterminations  *,  de  forte  qu'il  en  réfùlte- 
roit  ou  le  Triangle  acb  ou  le  Triangle  beaucoup 
•inoindre  ace^  Il  efl  manifefèe  que  le  Triangle 
ACB  efl  femblable  au  Triangle  ach .  &  ACE  à  * 
ace  ;  mais  ACB  n'efl  pas  femblable  à  ace ,  ni  ACE 
à  ach.  Il  faut  donc ,  outre  les  conditions  fpéci* 
fiées,  déterminer  la  pofition  des  deux  féconds 
5.  Côtés ,  &  dire  s'ils  formeront  fur  leurs  Bafés  un 
Applica-  Angle  aigu  ou  bien  un  obtus. 

fion  de  la     . 

^it*é  fond  t  Appliquons  encore  aux  Trîanglei  la  fécond© 
menthe*"  v^^i^^  fondamentale, 
Fig.  IX.       Soient  les  Côtés  d'un  Triangle  ACB  coupés 

\ 
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pa^  une  Parallèle  à  la  Ba(e  telle  que  EF.  Cette 
Parallèle ,  qui  devient  Bafe  d  un  petit  Triangle    Liv,  IL 
ECF,  donne  deux  Triangles,  un  grand  &un  m.  Sbct. 
petit ,  équiangles  Tun  à  Tautre ,  &  par  confé-  ^^a^^uL 
quent  femblaoles.  ' 

Car  r Angle  ea  C  eft  commun  aux  deux  Trian- 
gles j  &  les  Angles  de  la  Baie  du  petit  font  égaux 
re/peftivement  à  ceux  de  la  Bafê  du  grand ,  pui|l 
qu'ils  font  extérieurs  à  Telpace  compris  entre 
les  Parallèles  AB ,  EF.  Les  Côtés  homologues 
font  donc  proportionnels.  Par  confôquent, 
CA  premier  Côté  du  grand  Triangle ,  eft  à 
CE  premier  Côté  du  petit ,  comme  CB  fécond 
Cote  du  grand  eft  à  CF  (econd  Côté  du  petite 
&  encore  comme  AB  Bafê  du  grand  eft  à  £P 
Bafè  du  petit. 

Mais  u  y  a  plus  :  la  Bsk  EF  parallèle  à  AB 
coupe  les  Côtés  CA,  CB  en  parties  proportion- 
nelles. Car  en  llippofânt  une  troifiéme  Parallèle 
tirée  par  le  Sommet  C,  l'on  a  deux  paires  de 
Lignes  comprilès  dans  deux  efpaces  parallèles , 
&  dont  Tinclinaifon  eft  refpeâivement  égale* 
En  efFet,  les  Lignes  CA,  CB  confervantla  mê- 
me jnclinaifon  dans  toute  leur  longueur,  la 
partie  CE  eft  inclinée  dans  fon  efpace  parallèle , 
comme  la  partie  EA  dans  le  fîen;  &  la  partie 
CF  comme  la  partie  FB.  Donc  CE^EA::CF» 
FB.  &  encore  ::CA*CB. 

D'un  autre  côté ,  fi  l'on  coupe  les  Bafes  pa-»    Fig.  x;i^ 
ralléles  EF ,  AB.  par  une  Ligne  quelconque  CD 
tirée  du  Sommet  C  fur  la  Bafe  inférieure ,  les 
Bafes  feront  auflî  coupées  en  parties  proportion- 
nelles >  en  forte  que  £H  fera  à  AD  >  comme  HF 
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eft  à  DB,  Car  il  eft  clair  que  le  Triangle  CAO 

Liv.  IL    eft  fehiblable  au  Triangle  CEH  ;  &  auffi  que  le 

III.  SficT.   Triangle  CDB  eft  femblable  au  Triangle  CHF  : 

II.  P-^»-^'   ce  qui  nous  donne  les  deux  Proportions  fuivan- 

tes. 

CD.  CH::  AD- EH. 
CD.CH::DB.  HF. 

Donc  AD-  EH::DB.HF- 

Car  les  deux  Raifbns  de  la  dernière  Propor- 
tion font  égales  à  la  Raifon  de  CD  à  CH ,  c'eft- 
à-dire ,  que  la  partie  AD  de  la  grande  Bafe  eft 
à  EH  partie  correfpondantè  de  la  petite  Bafe, 
comme  DB  autre  partie  de  la  grande  Bafe  eft  à 
HF  autre  partie  de  la  petite.  Bafe. 

D'où  il  luit ,  que  fi  les  deux  Bafes  étoient  cou- 
pées par  plusieurs  Ligoes  quelconques  tirées  du 
Sommet  C  fur  la  Bafe  inférieure,; les  parties  de 
la  petite  Bafe  ferpient  proportionnelles  aux  par- 
ties de  la  grande. 

4-  ^      JNI  Ous  ne  nous  étendrons  pas -fur  la  fimilitude 
^^^^}^  des  Polygones  irréguliers  de  plus  de  trois  Cô- 
iJIa«-!.  iT  tés.  Il  fuffira  de  dire  qu'elle  ne  peut  êtredécer- 
réguliers      niinée  que  par  i  application  exacte  de  toutes  les 
de  plus  de  conditions  requifes  pour  la fîmilicude, le/quelles 
«rois  côtés,  ne  fe  fuppléent  point  dans  ces  Figures ,  comme 
elles  fe  uippléent  dans  les  Triangles.  Dans  ceux- 
ci  ,  par  exemple  ['  Tégalité  refpeâive  des  Angles 
emporte  la  Proportion  des  Côtés  homologues  : 
ce  qui  ne  peut  s'appliquer  aux  Polygones  plu$ 
compofës, 
pig.  ij.        Prenons  pour  exemple  deux  Reftangles,  qui 
d'abord  paroilTent  4es  Figures  a0èz  feuiblables* 

Leurs 


r 
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Ceuis  Angles  font  parfaitement  égaux ,  puî(qu'ils  SSBff^^ 
ïbnt  dtoits.  Mais  U  n'eft  pas  Çùr  que  leuts  Côtés    Liv.  n. 
Iiomologues ïbient  proportionnels.  Car  fi,  pat  ULSbct. 
exemple,  la  Bafe  du  oremier  eft  8:  celle  dufe-  rii^^i, 
cond,  6':  laHauteur  du  premier,  5  :  Ja  Hauteur 
du  (êcond,  j  ',  il  n'y  a  point  de  Proportion  j  putf 
que  8  n'eft  pas  à  6 ,  comme  5  eft  à  j.  Par  confë- 
quent  ,ces  deux  Reâangles  ne  font  pas  ienibla'< 
bles. 

Ainfi ,  pour  établit  la  Jîmilitude  parfaite  de 
deux  Polygones  irrégullecs  de  phis  de  ttois  Cô- 
tés, il  faut  1°.  qu'ils  fbient  de  la  même  efpéce. 
1°.  Que  les  Angles  corre^ondans  ioient  égauï 
chacun  à  chacun,  }°,  Que  tous  les  Côtés  homo- 
logues, fans  exception ,  foient  proportionDels. 
Ceft  pat  le  manque  de  cette  ttpifiéme  condt- 
<!on ,  que  deux  Redangles  ne  ibnt  pas  ^oifjouit 
^ëmbiaDles. 


^ 
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SECTION   IIL 

» 

TROISIE'ME   PARTIE- 

Xes  Figures  fUnes  fembUbles  confiàérétt 
félon  ï efface  quelles  renferment. 


CHAPITRE  PREMIER. 

Principes  fur  le  Rapport  des  effaces  conienm  danà 
les  Figures  femvlables  &  non  femblables. 

L*E(pace  que  renferment  les  Figures  eft  ab-t 
fblument  ilbmogène.,  comme  on  Ta  i;eruarH 
<jué  plus  d\ine  fois»   La  forme  que  les  Figures^ 
ne  doivent  qu'à  leur  Périmètre  >  ne  détermine  . 
point  leur  grandeur.  Elles  peuvent  être  iné-  : 
gales ,  quoique  de  la  même  efpéce  :  elles  peu- 
vent être  égales,  quoique  d'efpéce  différent^. 
L'efpace  eft  cenfê^prnaé  .par  les  Produifàns , 
c*eft-à-dire ,  par  le  produit  de  deux  Lignes  que 
l'on  peut  déterminer  dans  chaque  Figuce  plane. 
Or,  ces  Lignes  dans  une  JFigure,  on<  avec  les 
Produifans  d'une  autrè  Figure  >  un  Rapport 
_*"         quelconque  qu'il  ell  à  propos  dç  confidérer  d'à- 

grandeur      y  *' 

entre  deux  -LOrfque  Ton  compare  deux  Figures  planes 
Figures pla-  quelconques,  il  eft  évident  que  Te/pace  de  la 
ncs  quel-    pr^^iiiere  cû  à  Telpacc  de  la  iêconde ,  comme 
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ïe  produit  des  Produilans  de  la  première  eft  aa 


i*^> 


produit  des  Produifâns  de  la  féconde.  Car  lel^    Liv.  II. 
pace  contenu  dans  chaque  Figure  n'eft  autre  ^ï^*  Sbct.  ^ 
choie  que  le  produit  de  fes  Produifans.  îf  •  -  ^^•^** 

On  exprime  cette  vente  d  une  autre  .maniere> 
en  difant,  que  deux  Figures  font  entre  elles  en^ 
Raijhn  compojee  de  leurs  Produifans  homologues^ 
Pour  entendre  ce  langage ,  il  faut  coniîdér<pc^ 
que  Ton  ne  p'eut  concevoir  le  Rapport  de  gran-^ 
deur  entre  deux  Figures,  qu'en  comparant  leurs 
Produi&ns  homologues,  puifqUe, leur  grandeuç. 
confifte  dans  lé  produit  de  cesProduimns.  Sup-^  Fig,  %^4 
pofbns  que  les  Produi(ans  d*un  Triangle  /oient  ^ 
^^'       4  &  3 ,  &  ceux  d*un  Parallélogramme ,  5  &  2 , 
j0      il  faut  comparer  laBafè  4  du  Triangle  avec  la^ 
'^^^      Bafe  5  du  Parallélogramme  :  ce  qui  donne  la; 
Pjjjjj     Raifon  de  4  à  5  j  &  de  plus  3  moitié  de  la  Hau- 
teur du  Triangle,  avec  z  Hauteur  du  Parallé-  • 
lograinmerce  qui  donne  une  féconde  Railbn. 
de  3  S  i.  Pour  compofcr  ces  deux  Raifons  en.  V.i,Part» 
ffL     une  feule  ,  il  faut,,  comme  on  F^  dit ,  multipliçr  ^^  cçttç , j^^ 
\M    4.*^  î  Antécédens,  &  5  &.z  Conféquens  des  Sca-Ch*}'. 
Raïfons  iïniplesî  ce  qui  donne  1^  Raifpn  de  1 2  à 
^    10.  Or  4  &  3  font  les  Produifans  du  Triangle 5. 
ecf    5  &  ^>  '^s  Produifans  du  Parallélogramme.  Donc 
j-  ^   ces  Figures  font  entre  elles  ea  Ràifon  compofëe 
ijii:   de  leurs  Produifans  homologues,  c'eft-à-dire, 
cotnme  12  à  10. 
Ce  Principe  eft  fîmple  >  mais  il  en  réfulte  des 
\a  conféquences  lumitieules  &  très-utiles. 
I  ^^^      Il  fuit  donc  i*^.  que  fi  deux  Figures  quelcon* 

rofli*  ^^^^  ^^^  ^^»Jf  Produifans  fgaux  &  deux  inégaux^  . 
tlles  font  entre  elles  (Somme  les  inégaux.  Car  une 
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Kaifon  ne  change  point  lorfqu'on  en  multîplitf 
Xiv.  IL    les  Termes  par  la  même  grandeur.  Ayant  la 
III.  Sbct,   Raifbn  de 4  à  }  »  fi  k  multiplie  Tun  &  lautre 
4^'  ^^"'  par  z,  la  RaîTon  réfultante  de  cette  Multipli- 
cation î  à  6  fera  la  même  que  celle  de  4  à  j. 
Suppoiànt  donc  que  les  Produifàns  égaux  dans  les 
deux  Figures  foient  2  &  2 ,  &  les  inégaux  4  & 
} ,  l'eipace  de  Tune  fera  4x2",  &  Telpace  dé  Tau- 
tte,  5x2.  Donc  les  deux  Figures  feront  entre 
elles  comme  les  Produifans  inégaux  4  &  5* 

Les  régies  les  plus  fimples  de  la  Planimétrie 
nous  conduiront  à  la  même  conclufion.  Suppo- 
'"♦  ions  que  les  deux  Figures  à  comparer  foient 
âes  Reftangles ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même  « 
qu'elles  foient  transformées  dans  les  Reûanglcs 
aufquels  elles  font  égales.  Supposons  encore  que 
les  deux  Rectangles  ayant  les  mêmes  Bafès  i  ont 
^es  Hauteurs  différentes,  ou  qu'ayant  même 
Hauteur ,  fis  diffêrent  par  la  Bafe  :  je  dis  qiiè  ces 
.  '  Redangles  font  comme  leurs  Hauteurs  où  corn- 

.^nie  leurs  Bafes  inégales. 
ïlg.  I  ;♦  Car  Tefpace  cjompris  dans  ces  Redangles  n'éft 
autre  chofe  que  leur  Bafe  répétée  autant  de  fois 
<jail  y  a  de  Points  dans  leur  Hauteur  y  ou  leur 
Hauteur ,  autant  qu'il  y  a  de  Points  dans  leur 
Bafe.  Ainiî ,  la  Baie  ou  la  Hauteur  étant  égales, 
la  différence  de  gr#deur  entre  les  deux  Rec- 
tangles ne  peut  venir  que  de  leur  Produifànt 
inégal.  Donc  ces  Figures  font  entre  elles  comme 
leurs  Produifans  inégaux. 

Donc  un  Redangie  ou  toute  autre  Figure 
<jtte  ce  foit  eft  double ,  triple ,  quadruple  d'ui^ 
a^tte  Reâangle  ou  d'une  autre  Figure  quelcof^ 


î 
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il|ue  y  lorfqu'avec  une  même  Ba(ê ,  il  a  une  Hau- 
teur double  >,triple ,  .quadruple/,  ou  lorfqu  avec    Liv.  I^.^ 
la  même  Hauteur  il  a  une Bafc  double, triple,  ^^'  ^^^"^^ 
quadruple,  &c,  ^^V 

Il  fuit  en  iècondlieu ,  que  deux  Figfiresfonr  ^ 

égales ,  lorfque  les  Produifans  de  tune  font  réci^ 
arômes  aux  Produifans  de  C autre ,  c  efl:-à-<iire^ 
brique  les  Produifans  de  Tùne  font  les  Extrêmes 
ou  les  Moyens  d  une  Proportion ,  dont  les  Pro- 
duifans de  l'autre  font  les  Extrêmes  ou  les 
Moyens, 

Pour  plus  grande  facilité,,  réduifons  nos  Fî-   Fig.  !?♦ 
gures^  leurs  Rèdtangles.  Suppoibns»,  par  exenx- 
pFe ,  que  la  Bafe  dii  premier  eft  8  »  &  fa  Hauteur  , 

j5  aue  la  Bafe  du  fécond  foit  ^  ,-&  fâ  Hauteur 
4»  il  eft  clair  que  là  comparai^n  dkeâe  des 
Produifans  homologues  ne  donne  pas  de  Prof 
portion^  car  8  n'efl  pas  à  é,  comme  j  efl  à  4» 
Mais  nous  aurons  une  Proportion  en  reaverfànc 
Tordre  de  la  fécondé  Raifon ,  x'eft-à-dire ,  fî 
après  avoir  comparé  la  Bàfè  du  premier  à  la  Bafe 
chi  fécond ,  on-comp^re  >  non  la  Hauteur  du  près* 
mîer  à  la  Hauteur  du  fécond,  comme  l'ordre 
naturel  le  demandé  \  mais  la-Hauteur  du  fécond 
à  la  Hauteur  dïi  premier.  Car  il  efl  certain  dans^ 
notre  exemple ,  que  8  Bafe  du  premier  Re£taiis» 
gle ,  eft  à  6  Bafe  du  fécond ,  comme  ^  Hauteur 
du  fécond  efl  à  3  Hauteur  du  premier. 

On  voit  dans  cette  Proportion,  que  les  Pro«f 
duiiaris  de  la  première  Figure  font  les  Extrêmes, 
&  que  lés  Produifans  de  la  féconde  font  les. 
Moyens.  Or ,  lé  produit  des  Extrêmes  ell  égal 
au  Produit  des  Mby^ens.  Donc  lés  deux  Figurer 
fcnt  égales^  '  V  iij,  v 
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Liv.  lî.  VEnons  maintenant  aux  Figures  fêmblablesl 
lîl.  SEcr.  £iiçg  Qj^^  ^jnfî  que  nous  l'avons  prouvé  ci-def- 
nu  Part,  fus,  leurs  Côtés  homologues  proportionnels i  & 
.  2.\  *  ^^^  Lignes  /êmblablement  tirées  proportionnel- 
Rapport  l^s  aux  Côtés.  Par  confôquent,  leurs  Produi- 
dc  gran-  /ans ,  qui  font  auffi  des  Lignes  femblablement 
dcur  entre  tirées ,  forment  entre  eux  une  Proportion  di- 
les  Figures  yç^f^g. 

tullc!^^      ^^"^  P^"^  gtande  commodité ,  réduifons  cea 

Figures  à  leurs  Reûangles ,  qui  ne  peuvent  man- 

Fig.  i7#    quer  en  ce  cas  d'être  femblables.  Nous  aurons 

donc  la  Bafc  du  premier  à  la  Bafe  du  fécond, 

comme  la  Hauteur  du  premier  à  la  Hauteur  du 

•  ïècond  :  par  exemple  6  Bafe  du  premier  Rec- 

tangle ,  à  4  Bafê  du  fecondj  comme  5  Hauteur 
du  premier ,  à  2  Hauteur  du  fecond.  6  •  4  :  : 
3.  2. 

Il  réfulte  de  cette  Proportion ,  que  les  deux 
Figures  font ,  non-feulement  en  Raifon  compo- 
fée  de  leurs  Produifàns  homologues  (  ce  qui  leur 
cft  commun  avec  toutes  les  autres  Figures  ima- 
^ginables  ) ,  mais  de  plus  en  Raifon  doublée  de 
ces  Produifàns.  Car  la  Raifon  doublée  eft  une 
Raifon  compofëe  de  deux  Raifoiis  égales. 

Mais  nous  avons  prouvé  que  pour  doubler 
deux Raifons  égales,  il  étoit  indifiérent  de  mul- 
tipher  les  Antecédens  d'une  part  &  les  Confé- 

auens  de  l'autre;  ou  de  multiplier  l'Antécédent 
'une  des  Raifons  fimples  par  lui-même,  &  le 
Conféquent  de  la  même  Kaifon  auffi  par  lui- 
même.  Ainfi ,  nos  deux  Figures  femblables  qui 
font  entre  elles  comme  6x5  eft  à  4x2 ,  font  auûî 
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^ômme  6x6  eft  à  4x4,  ou  bien ,  comme  3x3  eft 
à  2X2.  Or  6x6  & 4x4  font  les Quarrés  desBafès:   Liv.  ifir  . 
iXi  &  2x2  font  les  Quarrés  des  Hauteurs.  Dond  ï^^-  Sect. 
/^j"  Figures  femblabhs  font  entre  elles  comme  les  t:    ^^^^t^ 
Quarrés  de  leurs  Produifans  homologues. 

Arrêtons-nous  un  peu  fur  cette  vérité,  1  une 
des  plus  importantes  de  la  Géométrie ,  &  tâchons 
de  nous  la  rendre  fonfible  par  d'autres  preuves. 
*  Nous  avons  déjà  vu  que  Tart  de  faire  de^ 
Figures  fembkbl«s ,  étoit  une  affaire  de  Toi(3,   l'^S»  *5^ 
iuivant  une  Echelle  que  Ton  s'eft  formée.  Ayant, 
par  exemple ,  un  Reétangle  dont  la  Bafo  eft  de- 
6  Toifes  &  la  Hauteur  de  }  :  fi  Je  veus  faire  un 
petit  Reftangle  fomblable ,  je  prends  une  petite 
Ligne  d*un  Pouce,  fi  l'on  veut,j>our  repré/èn- 
rer  la  Toifê.  Ainfi ,  mon  petit  Reftangle  fom- 
blable  doit  avoir  6  Pouces  de  Bafo  &  5  de  Hau- 
teur. Car  6  Toifes  eft  à  é  Pouces ,  comme  3* 
Toifes  eft  à  }  Pouces. 

Maintenant  fi  par  les  divifions  en  Toifos  Atil 
Côtés  de  mon  grand  Re£tangle ,  je  fais  paffer 
des  Parallèles  à  \z  Bafe  &  au  Côté ,  tout  Tefpaccr' 
fo  trouvera  partagé  en  18  Toifos  quarrées.  Et  de 
même ,  (i  par  les  divifions  en  Pouces  des  Côtés 
de  mon  petit  Reâ:ahgle,  Je  fais  paflTer  des  Pa- 
rallèles à  la  Bafe  &  au  Côté ,  lelpace  feraparta*^ 
gé  en  18  Pouces  quarrés. 

Ainfi,  le  grand  Reftangle  eft  au  petit,  com-' 
me  18  Toifes  quarréesTont  à  18  Pouces  quarrés# 
Or  18  Toifes  quarrées  font  à  18  Pouces  quar-'" 
rés ,  comme  une  Toife  quarrée  eft  à  un  Pouce' 
quatre.  Donc  le  grand  Reftangle  eft  au  périt ^ 
comme  k  Qjiarré  du  tierfr  de  fa  Hauteur  ou  diï 

V  Vf 
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hxiiéme  de  (a  Bafè ,  eft  au  Quarré  du  tiers  de  là 
Li V.  II.    Hauceut  ou  du  fixiéme  de  la  Bafe  du  petit  Rec« 
ni.  Sbct.   tangfe.  Mais  le  Quarré  du  tiers  de  la.  Hauteur 
UI.  Pam*  ou  du  fixiéme  de  la  Bafe  du  grand  Redbmgle» 
.CiUP»  -    ^^  ^^  Quarré  de  toute  fà  Hauteur  ou  de  toute 
ù  Ba/ê  y  comme  le  Quarré  du  tiers  de  la  Hau- 
teur ou  du  fixiéme  de  la  Bafè  du  petit  Reâan- 
gle  eft  au  Quarré  de  toute  fa  Hauteur  ou  de 
toute  Ùl  Bafe.  Donc  le  grand  Reûangle  eft  au 
petit  Reâiangle ,  comme  le  Quarré  de  la  Hau- 
teur ou  de  la  Bafè  du  grand ,  eft  au  Quarré  de  la 
Hauteur  ou  de  la  Bafe  du  petit.  Donc  les  Figu^ 
Tes  femhlahUs  font  entre  elles  ^  comme  les  Quar^ 
ris  de  leurs  Produifans  homologues* 

Or  les  Produifans  font  proportionnels  aux 
Cotés  &  aux  Lignes  femblablement  tirées  dans 
les  Figures  femblables.  Donc  ces  Figures  font 
tntre  elles  commue  les  Carrés  de  leurs  Cotés  ho^ 
mologués ,  &  généralement  comme  les  Quarrés 
de  leurs  Lignes  femhlabUment  tirées* 

Donc  Us  Polygones  femblables  font  tntre  eux 
€omfne  les  Carrés  de  leurs  Ratons  droits  ûu  de 
leurs  Ratons  obliques.  Donc  les  Cercles  fini  entre 
tux  comme  les  Quarrés  de  leurs  Rjuons  y  de  leurs 
Diamètres  ^  de  leurs  Cordes  d égal  nombre  de  De* 
grés  ^  &$^ 

Mais  les  Cotés  des  Figures  femblables  ne  font 
pas  fimplement  des  Racines  de  Quarrés.  On  y 
peut  conftruire  des  Triangles  équilatéraux ,  & 
toutes  fortes  de  Polygones  réguliers.  Oa  peut 
les  prendre  pour  Raîons  ou  Diamètres  de  Cer- 
cles* Toutes  ces  Figures  étant  femblables  cha- 
ipune  dans  leur  e/péce  >ibnt  par  confequent  etuxe 
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%11es  comme  les  Quarrés  des  Côtés  homologues 
for  lefquels  on  les  a  conftruites.  Donc  les  Figu-    Liv.  IL 
res  femblables ,  qui  font  entre  elles,  comme  les  ^^^*  Sbct»  : 
Quarrés  de  leurs  Cotés  homologues,  font  aufli  Si* -j^^ »** 
comme  tous  les  autres  Polygones  fcmblables  *  * 

que  Ton  pourroic  confthiire  fur  ces  mêmes  Cô* 
tés. 

En  confîdérant  les  Figures  (êmblables  fous  un 
ûutre  afpeâ:,  la  Proportion  de  leurs  Produiiàns 
homologues  nous  découvre  une  autre  propriété 
remarquable  :  Ceft  ùue  de  deux  Figures  fembla^ 
éles  on  f  eut  faire  aifement  deux  Figures  égales^ 
Il  ne  s^agit ,  au  lieu  de  faire  une  Raifon  doublée  > 
que  de  prendre  lé  produit  des  Produifâns  été^ 
rologues  (que  Ton  me  paffè  cette  expreffion) 
c  e£à-dire,  de  multiplier  le  premier  Produisant 
de  la  première  Figure ,  par  le  fécond  Produi- 
iant  de  la  féconde ,  &  le  focond  Produifânt  de 
la  première ,  par  le  premier  Produisant  de  la 
féconde. 

Dans  les  deux  Re&angles  de  la  Fig.  17 ,  la 
comparaifon  de  leurs  Produifans  homologues 
nous  a  donné  la  Proportion  6*^11  y  1* 

Le  Produit  des  Extrêmes  6  par  1  eft  égal  au 
Produit  des  Moyens  4  par  ^.  Or  6  eft  la  Bafe  du 
premier  Reâangle  :  1 ,  la  Hauteur  du  fécond  : 
4,  la  Ba(é  du  fécond: } ,  la  Hauteur  du  premier^. 
Par  confëquent ,  les  deux  Reâangles  que  Ton 
formeroit  par  le  produit  des  Produifans  étera-^ 
lagues^  féroient  des  Reâangles  égaux. 
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.    Propriétés  du  Triangle  reBangle. 

LA  Proportion  des  Figures  (êniblables  avec  * 
les  Quarrés  de  leurs  Côtés  homologues ,  a 
fait  découvrir  dans  le  Triangle  reâiangle  de» 
propriétés  très-importantes* 

I. 

Première  C^I  du  Sommet  C  d'un  Triangle  reftangle  quel* 

1Propriété«    conque,  on  abaiflè  une  Perjpendiculaire  CD  fur 

Fig.  19*   lHypothénulê  AB,  le  Triangle  fera  partagé  en 

deux  Triangles  reâangles  femblables  entre  eux, 

&  femblables  au  Triangle  total. 

Car  I  **•  les  deux  petits  Triangles  ont  un  Angle 
droit  en  D,  comme  le  grand  en  C.  2°.  L'Angle 
en'  A  eft  commun  au  grand  &  au  petit  Triangle. 
3^.  L'Angle  en  B  efl  commun  au  grand  Trian- 
gle &  jL\\  moyen.  Donc  le  troifiéme  Angle  des 
deux  Triangles  partiaux  efl  égal  au  troifiéme 
Angle  du  Triangle  total»  Donc  les  trois  font 
équiangles  &  femblables.  Donc  leurs  Côtés  ho- 
mologues,  c'efl-à-dire ,  ceux  qui  font  oppofcs 
aux  Angks  égaux ,  font  proportionnels. 

-îl  faut  obferver  avec  foin  que  dans  la  Figure 
la  même  Ligne  efl  en  même  tems  Côté  de  deux 
Triangles  difl'érens.  La  Ligne  AC  petit  Côté  du 
grand  Triangle ,  eft  Hypothénufe  dans  le  petit* 
CB  grand  Coté  du  grand  Triante ,  eft  Hypo- 


-Éhénu/e  dans  le  moyenr  AD  petite  partie. de  la  a 
'grande  Hypothénufe ,  eft  le  petit  Coté  du  peçit    "Liv.-  II. 
Triangle:  DB  grande  partie  de  là  grande  Hy*  JII.  Sbct; 
pothénufe ,  eft  le  grapa  Côté  du  P^oyen.Trian-  |^^'J^^j5* 
gle.  Enfin ,  la  Perpendiculaire  CD  grand  Côté  ' 
du  petit  Triangle ,  eft  le  petit  Côté  du  moyen. 

Pour  ne  pas  Ce  confondre  dans  les  çomparai- 
fons  des  Cotés  homologues  des  trois  Triangles» 
je  vais  les  ranger  par  ordre. 

1°.  Les  Hypothénufes,  font  AB  pour  le  Grand } 
CB  pour  le  Moyen  •,  &  CA  pour  le  Petit.   . 

2  .  Les  grands  Côtés  font  CB  pour  le  Grand: 
t>B  pour  le  Moyen  \  &  CD  pour  le  Petit. 

5  *  Les  petits  Côtés  font  ÇA  pour  le  Grande 
CD  pour  le  Moyen  5  &  AD  pour  le  Petit. 

IL 

-La   Perpendiculaire   CD   étant  abaiflTée  du        1. 

Sommet  lur  THypothénufe ,  nous  avons  trois      Seconde 

Moyennes  proportionnelles  •,  fçavoir ,  les  trois  Propriété* 

Lignes  CA ,  CD ,  CB  partant  du  Sonimet. 

,1°.  La  PçrfendicuUire  CD  efi  Jléoyemé  fro*' 

portionnelle  entre  le^  dmxf  orties  detHyfothi» 

nufe  AB  coudée  au  Point  Ù*   . 

.    Car  les  Triangles  ACD,  DCB.  étant  fembla- 

blés,  la  Proportion  de  leurs  Côtés  homologues 

nous  donne  :  AD  petit  Côté  du  petit  Triangle 

eft  à  CD  petit  Côté  du  Moyen ,  comme  la  me* 

me  CD  erand  Côté  du  petit  Triangle ,  eft  k  DB 

grand  Coté  du  Moyen.  H-Ab.CD.DB.OrAD 

&  DB  font  les  deux  parties  de  la  grande  Hypo«^ 

çhénufe.  Donc  CD  eft  Moyenne  proportionnelle  , 

entre  ces  deux  partiest 


1^.  CA  petit  Coté  du  grand  TnangU ,  ejt 
.  Liv,  H.  Moyenne  fnfportionnelle  entre  ttlyfothénufi  AB 
m.  Sbct.  ^^^^  entière^  &  fa  Petite  Partie  AD. 

cLî^U?  ^^  '^  P*^^  Triangle  ACB  &  le  petit  ACD 
*  étant  fembl'able^,  la  Proportion  de  leurs  Cotés 
homologues  nous  donne  :  AEf  Hypothénufe  da 
grand  Triangle  eft  à  CA  Hypothénufe  du  Petit, 
.  comme  la  même  CA  petit  Côté  du  grand  Trian- 
gle eft  à  AD  petit  Côté  du  Petit.  t-I  AB«CAr 
AD. 

3°.  CB  efi  Moyenne  proportionnelle  entre  tHypo* 
thénufe  AB  toute  entière^  &  fa  grande  partie  DB, 
Car  le  grand  Triangle  ACB  &  le  Moyen  DCB 
iétant  femblables ,  la  Proportion  de  leurs  Côtés 
homologues  nous  donne  :  AB  Hypothénufe  da 
grand  Triangle  ,  eft  à  CB  Hypothénufe  du 
Moyen ,  comme  la  même  CB  grand  Côté  du 
grand  Triangle^  eft  àDB  grand  Côté  duMoyen* 
-HAB.CB-DR 

Confé-    \JBâ  deux  propriété  du  Triangle  reftangle 

qucncc  de  nous  démontrent  une  vérité  dont  la  découverte 

CCS  Pro-     ^  çjjyg  j^j  transports  de  joie  aux  anciens  Géo- 

Japport^^u  ™<^fi5«-  La  vofci.  Le  Pufrrf  de  tHyfothcnufc 

Quatre  de  ^  ^nangle  reuangle  eft  égal  aux  jarres  dei 

THypothé-  deux  Cotés  pris  enfemble. 

Bufc.  On  entend  bien  que  le*  Quarré  de  l'Hypo- 

£%•  ïP«    thénufe,  eft  celui  dont  lHypothénufe  feroit  la 

Racine  ;  &  que  les  Quorrés  des  Côtés  font  ceux 

qui  auroient  pour  Racine  les  Côtés  du  Triangle. 

On  dit  donc  que  ces  deux  Qùarrés  conftruits 

fiir  les  Côtés  font  égaux ,  pris  enfemble ,  ai| 

(^arré  conftçuit  fur  THypothcnufeé^ 


,  Les . Figures  sembiàbies.         ^if 

Première  Preuve  tirée  de  la  première  frofriété 
a  Tridngtè  reBanHe.  iW.  n. 

j  Les  Figures  femblables  font  entre  elles  c^m^  H^'  S^ct. 
nie  les  ;Qiiai:rés  de  leurs  Cotés  homologues.  îSl^^i^* 
Donc  le  grand  Triante  eft  au  Petit,  comme  le  ^^*^' 
Quatre  de  AB  Hypothénufe  du  gi^and  Triangle 
eft  au  puarré  de  CÀ  Hypothénufe  du  Petit. 
Dont  eiicoife  >  le  grand  Triangle  eft  au  Moyen  » 
cotrtmè  le  Quarré  de  AB  Hypothénufe  du  grand 
Triangle,  e;ft  au  Quarré  de.CBHypothénmedu 
Moyen.  /         ^  . 

Dxin,  autre  côté ,  les  Quatrés  des  Cotés  ho- 
mologùéis  ûe$  Figures  feniblables  font  entre  eu3t 
comme  lés*  Figures  elles-mçnies.  Or  le  Trian- 
gle total  eft  égal  au  Moyen  &  au  Petit  pris  en- 
lemble,  ,D6n.C  le  Quarré  dfe  THypothcnufe  du 
Triangle  .total  eft  égal  aux  Quarré*  des  Hypo- 
ihénufes  des  deux  Triangles  partiaux*,  &  par 
conféquent ,  aux  Quarrés  des  deux  Cotés  CA  ^ 
CB  du  Triangle  total. 

Seconde  Preuve  tirée  de  ta  fivcnde  propriété 
du  Triangle  reBangle. 

Soient  çonftruits  les  Quarrés  dont  il  s'agit  for  Fig.  la. 
les  trois  Cotés  du  Triangle  :  foit  auffi  la  Per- 
pendiculaire CD  prolongée  julques  for  la  Bafe 
inférieure  du  Quarré  de  1-Hypothénufe.  La 
Perpendiculaire  DE  partagera  le  grand  Quarré 
en  deux  ;Reâ:ângles  quelconques.  Par  confe* 
quenr,  (i  chacun  de  ces  Reârangles  étoitégalau 
Quarré  du  Côté  qui  lui  correlpond,  le  Quarré 
de  THypothénufo ,  compofë  des  deux  Reâ:an- 
glès ,  foroit  égal  aux  deux  autres  Quarrés  pris  - 
chfembk»'  ^ 


5.1  s        (StoWLfKit  MiTÀPHniçgnir 
a.  ,  Pri^l,èRe(^gleAp£FeftégaI^^^ 


\^:  .?i    de  CA.  Car  la  Ligne  CÀ  eft  Mojreone  pcchmc- 
15.  SBCT.r  (ionnellc  encre  THypothènûfe  entière  AB  8|  B 

-^tTfv^f.  -ï*.  )  Çieoaiigle  formé  par  le  Produit  <fe  mypothé- 
qoie  entière  &  de  fa  petite  partie  AD  eft  égal  ^ 
Qiiacré  du  Coté  CA.  Ôryie  RêftMgïq  ADEF 
d  pour  Produiiatis  la  Ligne  AF  égale  i  Ilijrpô- 
thénufe  AB,  &  AD  petite  partie  derHypotbè- 
Ijufe.  Donc,  &c,   .  -, 

2**.  Le  même  raifonnemeht  conclut  peux  \'ér 
gahti  du  fécond  Reâangle  DI^GB  au  Ç^omté 
du  Côté  CB.  Car  cette  Ligne  CB  eïl:  Moyenne 
proportionnelle  entre  l'Hypottiénuife  éàiçre 
AB  èc  fat  grande  partie  DB.  DoncLej^(â;angie 
^e  AB  ôu  BG  fpn  égale  par  X>^/m  égal  aîi 
Quarré  de  CB.  Dpnc  le  Quatre  de  î^y^oûi^ 
ou/e  ef^  égal  aux  deux  autres  Quartes  pris  eii^ 
/etnble.  ... 

C.    . .  :  '  •   1  !    ri  J 

.    Ette  '  vérité  eft  féconde  en  çoniîquences 

triangle  utjJes  &  curieufès.  Nous  aUons  tâcher  de  lesr 
2f«f    4éyelopptu 

Pjg  ^j^  -  La  première  qui  fe  préfcnte ,  c*eft;  qpe  /î,  Iç 
Triangle  redangle  eOt  ifaccUe  >  çeftfà^re^  û 
|e$  Cotés  CA ,  CB  font  égaux  ^  le  Quarré  dq 
THypothénufe  eft  double  du  Qufir^é  d'un  def 
Cotés,  Car  les  <leiux  Quàtrés  des  Côtés  éiant 
ig^Xy  puifqu'ils  ont  Ujue  Racine  ég^e,  y.  Je 
Quarré  de  fHyppthénufe  î,  igal  aux  (feux  »  eft 
doujSIe  dç  l'un  des  deux.  -,     , 

'«S-  *»•  vj  i4iwî>  "Ç"  «-eft  ;pl^  facile  que  de  ftire  uq 
Quarré  double  d  un  autre.  iCar  ayant  ya  Quarr^ 


Lbs  Figukes  semblable;.*        -3x9 
quelconque  ACBD ,  fi  l'on  tire  la  Diagonale  ABi> 
cett^  Ligne  fera  rHypothénufe.  du  Triangle    l'-iv.  II. 
redangle  ifocelle  ACB,  Par  CQiîfêqueàt ,  le  l^^- ^«ct. 

Quarre  ,dont  elle  feroit  Racine ,  feroit  dpuble  ^q^^^ 
du  Quarrc  de  CA  ou  de  CB«  Or  >  le  Qy arré  de 
CA  ou  de  GB  eft  le  Quarré  même  dont  on  ctct^. 
che  le  double.  Donc,  &c.  .   ,    *  ^    .     • 

.   Ceqi  mérite  d'être  remarqué.    Car  il  vienu 
naturellement  dans  l'e/prit  que  pour  avoir  uô 
Quarré  double  d'un  autre ,  il  faut  prendre  une 
Racine  double  de  la  première*  Ce  iêroit  une  1%«  ^^.> 
méprife  confidérable  :  car  une  Racine  doqblq 
donneroit  un  Quarré  quadruple.  Si  (la  Racine 
d'un  Quarré  iîmple  eft  d'un  Pied,  par  exçnv 
ple>  le  Quarré  réfultant  eft  un  Piedquacr£l        .? 
Mais  le  Quarté  d'une  Racine  de  deux^  IHçds 
contient  4  Pieds  quarrés  ;  car  2Xi=:4,    ..     :     .  * 
.  De  même,  pour  faire  un  Quarré  triple ,;il.nè 
Caudroit  pas  prendre  le  triple  de:IaRacinei:cari  „,. 
k  Quarré  de  la  Racine  triple  (^iroit  nonécuple 
du  fiinpie , puiique  3X}=5>.  Mais; iliauc faire iiii'  ^  -^ 

Âfj^&  droit  de  la  Racine  du  Quarré  fimple .  & 
de  la  diagonale  :  l'Hypothénufe  qui  ifermera;  le-  1^;  ati^^' 
Triangle  ,  fera  la  Racine  du  Quatre  triple. .Car  :i 
le  petit  Côté  du  Triangle  donneroit  un  Quarré 
(impie.:  le  grand  côté^  diagonale  du  Quarré. 
fin^ple  donneroit  un  Quai:i^é  double;  Ainu^ks> 
Qj^résdes^côtés  feroient égauic  àtroisfimplcsip- 
Ponp  le  Qy arré  dp  YHypoihépàCt ,  égafcau  doin: 
ble.;plus  au  iimple ,  feroit  triple,  du  fimplè.  .    ^  ' 
:Çqur  fjaiçeun  Quarré  ,quicimpleï>il:n')ra*qu'ài 
prendre  deux  diagonales  du  Quarré  fimpléli  Se 
cn.faii:ç^.içs..dçux  cotés  4'UÙ  Trilogie  reâan^e'^ 


.j  .ç 
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ifocelle:  Itlypothénufe  fera  la  Racine  duQuar* 
Liv.  II.    ré  quadruple.  Car  ce  Quarré  fêroit  égal  aux 
IIL  Sbcï*  deux  Quarrés  des  Cotés  pris  enièmble.  Or ,  cha- 
m.  ^^^'  cun  des  Quarrés  des  Cotés  eft  double  du  lîmple. 
Donc  le  Quarré  de  l'Hypothénufe  en  eft  qua- 
druple. Donc  encore  cette  Hypothénufe  eft 
f  ig«  21,   double  de  la  Racine  fimple  :  car  nous  avons  vu 
ci-defllis  qu'une  Racine  double  de  la  (impie 
donneroit  auflî  un  Quarré  quadruple.* 

U  eft  inutile  d'aller  plus  loin ,  &  d'expliquer 
v^  "  •:      tn  détail  la  manière  de  fs^ire  un  Quarré  quintu- 
ple. Sextuple,  &c.  Le  Leâeur   la  trouvera 
ai/ement  de  lui-même. 

; .       JVxAis  il  eft  très-important  d'approfondir  Ici 

Applica-  Rapports  qui  fe  trouvent  entre  les  Polygones 

tion  aux  au.  réguliers  que  l'on  peut  conftruire  fur  les  trois 

trcs   Poly-  Q,tés  ju  Triangle  reâancle.  Rien  n'cmpcciie 

ttullcrscon-  ^^  ^"^^  4"^  1^^^  ne  prenne  chaque  Coté  de  ce 
ûroits  fur  Triangle  pour  être  le  Côté  d'un  Triangle  équî- 
les  côtés  do  latéral^  bu  de  quelque  autre  Polygone  régulier  ; 
Triangle  âc  même  pour  le  Diamètre  ou  le  Raïoh  d'un 
rcd^gle.    Cerdew      . 

Fig.  2  3.  ^c  Or ,  quelque  ^t  Te^éce  de  Polygone  régu- 
2^i^  lier  que  l'on  cônftruife  fur  les  Cotés  du  Trian- 

gle xeâangle ,  il  eft  iïidubitable  que  le  Polygone 
<aaoftruit  uir  l'Hypothénufe  eft  égal  en  Surface 
anx  deux  autres  pis  enfemble.  Cartres  Polygo- 
nes étant  iêmblaoles ,  iôiit  entre  eux  comme  les 
Quarrés  de  leurs.  Côtés  homologués  >  &  par 
C3Dnféquent^  comme  les^  Quarrés  dont  les  Cotés 
du  Triangle  reâEai^Ie  font  Racines.  Or,  le 
l^arré  de  rHjrpothémife  eft  égal  âux  deux  au* 


'Les  Figures  SfMBLÂBi£$.         31 1 
très  Quarrés  pris  enfemble.  Donc  le  Polygone  S  _ 

i;égiilier  conftmit ftir f Hypothénufe eft égaïaux    t-iv.  II. 
deux  autres  Polygones  fèmblables  conftruits  j(ûr  ^^'  Sect^, 

les  Côtés.  CHA^^'ir 

Cela  pofë  :  Si  Ton  a,  par  exemple ,  deux  Trian-  yi  \  ' 
gles  équilatéraux  de  différente  grandeur,  il  fe- 
roit  aifé  d*en  faire  un  fèul  Triangle  équilatéral» 
Car  formant  un  Triangle  redarigle  avec  un  Côté 
de  chacun  des  deux  Triangles  équilatéraux, 
THypothénufe  que  Ton  tirera  fera  le  Côté  du 
Triangle  que  Ton  cherche. 

De  même ,  fi  Ton  a  deux  Cercles  inégaux ,  il    Pig,  t^ 
eft  aifé  de  décrire  un  nouveau  Cercle  égal  aux 
deux  autres  pris  enfemble.  Carfaifânt  un  Angle 
droit  avec  les  Raïons  des.  deux  premiers ,  THy- 
pbthénufê  feroit  le  Raïon  du  troifiéme  Cercle. 

Suppofons  à  préfênt  que  le  Triangle  reftan- 
gle ,  fur  les  Côtés  duquel  on  conftruk  des  Poly- 
gones (êmblables,  fbit  îfocelle  :  il. eft  évident 
que  le  Polygone  de  PHypoth^nufe  fera  double 
de  Tun  des  Polygones  des  Côtés.  Car  les  deuxr  Fig,/z  5  «. 
Polygones  des  Côtés ,  qui ,  pris  enfemble ,  font 
égaux  au  Polygone  de  rHypothénufe ,  font  par 
la  fuppofîtion  égaux  entre  eux.  Par  conféquent, 
chacun  d'eux  eft  moitié  du  Polygone  de  rHy- 
pothénufe. 

Ainfî  5  un  demi-Cercle  conftmit  fîir  IHypo-  Fîgi  i^; 
thénufè  d  un  Triangle  reélangle  ifocelle  eft  dou- 
ble d'un  des  demi-Cercles  conftruits  fur  les  Cô* 
tés.  En  général,  il  faut  railbnner  fur  les  Figures 
fèmblables  que  Ton  peut  bâtir  fiir  les  Côtés  d'un 
Triangle  redangle ,  comme  on  a  raifonné  fur 
les  Quarrés  j  puilque  ces  Figures  fèmblables  foqt 
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enttç  eUes  copime  Iç^  Qi^urr^s  4e  leurs 

Ilï,  Sbcï^  pa,.  confopient ,  ppuf  avoir  un  fplf gpne  ré- 
c^  n  '  S"^^^^  double  d*un  autre  de  la  même  eipéce ,  il 
faûF  bien  fe  dower  de  g?rde  4f  preadire  pour  le 
Xjoté  du  nouveau  Pplygpne ,  le  double  ou  Coté 
duPoljrgôoe  iîmple.  Car  ce  Ço^é  double  donne- 
roit  un  Polygone  régiiUcr  ijuadruple.  Et  de  mê- 
me poux  avoir  un  Polygone  régulier  triple  d'un 
^otre ,  il  ne  faut  pas  prendre  le  triple  du  Côté 
du  premier  »  pour  en  faire  le  Coté  du  nouveau 
Polygone  que  Ton  veut  conftruirej  Ce  Coté  tri- 
ple cbnneroit  un  Polygone  régulier  no(iécupief 
Mais  pour  avoir  un  Podygône  régula  double 
d*uti  iiutre  demeqae  i^ipéce  >  prêtiez  deux  limes 
toutes  deux  égales  au  Coté  du  Polygone  £m^ 
pie}  0J4,Jlî  ceft  un  Cercle :»  toutes  deu^  égalés 
au  Raipn,  De  ces  depx  lignels  formez  un  ALgie 
droit  :  THypothénuie  que  vous  tirerez  enfiiire, 
iera  le  Cote  du  Polygpne  régulier  double ,  ou 
le  EUip^  du  Cercfe  dpuble  que  vous  cfaerdiez. 
De  même,  pour  avoir  un  Polygone  triple  » 
cherchez  d'abord  le  Coté  du  Polygone  douole  : 
faites  enihite  un  Angle  droit  avec  le  Coté  du 
j(lmple  de  4u  double  :  lliypothénulè  que  vous 
tirerez ,  fera  le  Côté  du  Polygone  triple» 

Pour  avoir  un  Polygone  quadruple  >  prenez 
îe  Côté  du  Polygone  double.  Avec  deux  Lignes 
égales  à  ce  Coté>  faites  un  Angle  droit:  THy-* 
pothénuiè  que  vous  tirerez ,  fera  le  Côté  du  Po* 
lygône  quadruple.  Maiscommp  cette  Hypothé- 
nuk  eft  double  du  Côté  du  Polygone  fîmple  9 
Qu  peut  quadrupler  ce  dernier  d'une  façon  plus 


Les  Figures  ssu»iàbles.  52^ 
id>régéb ,  «Qjpreciam  le  double  de  ion  Côté  pour 
être  Le  Gâte  du  Polygone  quadruple  que  Ton    Lzv*  ih 

veut  conftruire»  ^  III.Shct. 

^  m.  PAtT. 

Après  avoir  ezandaé  les  Rs^>ports  que  les    ^^* 
Quartes  Se  les  autres  Polfgônes  réguliers  l^tis      Rapport 
fur  les  Côtés  du  Triangle  reâangle ,  peuvent  encre  les 
avoir  avec  le  Quarré  de T Hypothénufe  ou  avec  Côtés  du 
tout  autre  Polygone  régulier  auquel  elle  fervi-  Trknglc 
roit  de  Bafe ,  Tordre  demande  que  nous  difcu*  ^^^^&^^* 
tions  quels  font  les  Rapports  des  Racines  ^e  ces 
Quaaés  ou  Polygones,  c*eft-à-dire,  des  Cotés 
du  Triangle  reâangle  avec  la  Racine  du  grand 
Quarré  ou  grand  Polygone,  c'eft-à-dire,  avec 
l'Hypothéou/e. 

Di?ux  choies  ici  font  égalemenc  certaines.  La 
première,  que  THypotEénulê  a  plus  de  Ion* 
gueur  €Rf aucun  des  autres  Côtés  du  Triangle 
reâangle ,  puilqûe  lliypothénu/è  eft  oppo^ 
au  plus  grand  Angle  du  Triangle,  l^avoii:,  à 
TAflgle  droit»  La  (econde,  que  THypothénu* 
fe  eft  plus  petite  que  les  deux  Côtés  duTri^n^ 
gle  pris  enjfêmble.  Car  THypothénufe  AB  eft 
une  Ligne  droite ,  &  les  deux  Côtés  AC ,  CE  ' 
ne  vonc  de  A  en  B  que  par  par  un  détour.  Mais 
quel  ed  le  Rapport  précis  de  ces  deux  Lignes 
ou  de  Tune  des  deux  avec  rHypothénufe  ?  Voilà 
Tétât  de  la  queftion. 

Si  nous  fuppofons  que  1%  Triangle  rectangle 
ne  foit  pas  ifbcelle ,  il  peut  arriver  que  Ton 
connoilTe  au  )ufte  le  Rapport  de  ces  Côtés  avec 
lHypothénufe.  Que  le  petit  Côté,  par  exemple , 
feit  de  3  Pieds,  le  Grand  de  4,  THypothénufe 
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jera  dé  5.  C^  Ton  Quarré  doit  être  égal  au 


Liv.  II.    Quarré  de  5  qui  eftp  i  plus  au  Quarré  de  4.  qui 
III.  Sbct.  eft  16.  Or  94-16=25 ,  dont  la  Racine  eft  5.  Par 

III.  Pa^t.  confëquent  l'Hypothénufe  doit  être  de  5  Pieds. 

Chap«  II.    1^,  .   ^  ^1        '^       I  .       • 

Mais ,  comme  on  le  voit  j  cela  ne  peut  arnver 

que  lorfque  la  Somme  de  deux  nombres  quarr^sr 
eft  elle-même  un  xiombre  quarré  :  ce  qui  n  ar- 
rive jamais  que  dans  Texemple  propofé,  &  dans 
les  multiples  des  noml>res  5,4,5.  Excepté  ces 
cas ,  il  eft  impoffible  d  exprimer  en  nombre  le 
Rapport  des  Côtés  du  Triangle  reftangle  avec 
THypothénufe.  Suppofë ,  par  exemple ,  que  le 
petit  Côté  foit  z  :  le  grand  3  .  le  Quarré  du  pre- 
mier eft  4,  &  celui  du  (ècond,^.  4+9=1  )^  Donc 
le  Quarré  de  THypothénufê  eft  13.  Mais  ij 
n^eft  point  un  notnbre  quarré  :  la  Racine  quar- 
xçe  de  1 3  ne  peut  s  exprimer  ni  par  un  nombre 
entier ,  ni  par  un  nombre  fractionnaire*  Donc 
on  ne  peut  ordinairement  exprimer  par  un 
nombre  le  Rapport  du  Côté  du  Triangle  rec- 
tangle à  (on  Hypothénufe*  Donc  il  ne  peut  or- 
dinairement y  avoir  qu'une  Raifon  fourde  en- 
tre ces  deux  Lignes. 

Remarquons  qu'un  Triangle  re6bangle  qui 
n^eft  pas  ifocelle,  eft  toujours  la  moitié  dun 
Parallélogramme  reâangle  coupé  par  fà  Dia-^ 
gonale ,  laquelle  devient  Hypothénufe.  Par  con- 
léquent,  on  doit  dire  que  les  Produiiàns  d'un 
Parallélogramme  re^angle  ne  font  point  com- 
me nombre  à  nombre  avec  la  diagonale  >  ex- 
cepté dans  les  cas  alTez  rares  fpédhés  ci-de0ù$» 

Maiç  nous  ne  trouverons  aucune  exception , 
û  nous  iuppofons  que  le  Triangle  reâangle  /bit       I 
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ifbcelle.  Rémarquons  qu'un  Triangle  reûangle 
ifbcelle  eft  toujours  moitié  d  un  Quarré  coupé    I»iv.  JI. 
par  fa  diagonale^  &  qu  ainfi  c'eft  la  mêmechofè  ^^^-  Sect. 
de  dire  que  THypothénufe  n  a  qu  un  Rapport  ™'  ^^îf* 
fourd  avec  le  Coté  du  Triangle  recStangle  ifo-  "    *\ 

celle ,  ou  de  dire  que  la  Diagonale  n  a  que  cette 
cfpéce  de  Rapport  avec  le  Côté  du  Quarré. 

Il  eft  ai/é  ae  prouver  cette  Propofition  d'une- 
manière  démonfttative. 

i^.  Dans lafiippofition  du  Triangre  redanglc 
îfocelle,  les  Qjiarrés  des  Cotés  font  égaux*,  & 
leur  valeur  peut  s'exprimer  par  un  nombre- 
quarré  y  prarceque  rien  n'èmpeche  que  leur  Ra- 
cine ne  loit  partagée  en  Aliquotes  égales.  Donc 
le  Quarré  de  l'Hypothénule  fera  égal  à  la  Som- 
me de  ces  deux  nombres  quarrés.  Mais  la  Som- 
me de  deux  nombres- quarrés  égaux  ne  peut., 
jamais  être  un  nombre  quarré.  Donc, ^il  eft  ira- 
poflîble  d'exprimer  en  nombre  l'Hypothénufe* 
Racine  du  (^arré  doublé. 

Soit  le  Côté  du  Triangle  de  i  Piedis.ie  Quar-- 
ré  de  i  Pieds  contient  4  Pieds  quarrés.  Donc 
le  Quarré  de  l'Hypothénufe  contiendra  8  Pieds^ 
quarrés.  Mais  8  n-'eft  pas  un  nombre  quarré.  Par* 
Conféquent,  en  exprimant  lar Racine  du  Quarré- 
latéral  par  1 ,  il  eft  impoiEble  de  trouver  aucuti*^ 
nombre  qui  puifle  exprimer  THypothémife. 

2°.  Dans  le  Triangle  rpftanglç  ifocelle ,  le* 
Quarré  de  l'Hypothénufe  eft  double  du  Quarré- 
latéral.  Par  conféquent>  le  Rapport  du  dernier 
au  premier  eft  de  i  à  i*  La  Racine  de  i  quarré^ 
eft  I  en  longueur,  parceque  1x1=1  quarré^»- 
Mais  il  nj^  a  aucun  nombre  qui  puifTe  çtre  SLas- 
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cine  qiiarrée  de  x ,  c  eft-à*dire  y  qui  multiplié 

Lit.  n.    par  lui-même  fafle  i.  Donc  il  oe  peut  y  âv'oir 

III.  Sbct.  ^  Report  exaâ  »  ou  de  nombre  à  noinbre  en- 

W'  ^^^*  trc  la  Racine  du  Quatre  fimple  Se  celle  du 

^^-  "•  Qsiarré  double. 

)^  La  Raifim  du  Quatre  fimple  m  Quatre 
double  eft  doublée  delà  Raiibn  de  kuts  Raci- 
nes. Car  nous  avons  prouvé  ci-deflus  que  les 
Termes  d  une  Raiibn  doublée  font  entre  eux , 
comme  le  Qiatré  de  TAntécédem  d'une  Rai- 
ibn fîmplé  eft  au  Quarte  du  Conséquent  de  la 
mcme  Rai/bn. 

Nous  avons  auffi  prouvé  que  toute  Raiibn 
doublée  ne  peut  manquet  rfavoit  pour  Expo- 
iânt  un  nombre  quarré  >  lorique  la  Rai/bn  am- 
ple eft  de  nombre  à  nombre  9  ou  peut  être  ex- 
primée par  des  nombres. 

Mais  la  Raifon  du  Quarré  fimple  au  Quarré 
double  i  quoiqu  exprimée  par  un  nombre  >  n  a 
pas  un  nombre  quarré  pour  Expoiant.^Car  la 
Raiibn  du  C^rré  fimple  au  double  eft  i  à  1 , 
dont  rEi^poTant  t  nfert  pas  trn  nombre  quatre» 
De  même»  la  Raifon  du  Qtrarré  double  au  Quat- 
re fimple  eft  X  à  I ,  dont  4'£tpofànt  i  n  éft  pa» 
lin  nombre  quarré.  Donc  la  Raiibn  fimple  de» 
Racines  ne  peut  s'exprimer  par  des  nombres. 
Donc  le  Coté  du  Triangle  reûangle  ifocelle  8c 
ion  Hfpôthénuie  9  ou  ce  qui  eft  la  même  cfaoic, 
le  Côté  du  Qiiarré  &  fa  diagonak  t  font  des 
Lignes  incommenfiirablesw 

încom-,  JLL  eft  nécelTaire  de  développer  cette  dernière 
mcnfura-  coqgJufion,  qui  pourtoit  d'abord  paroître  dif^ 
blc$«  férente  de  la  première. 


Les  FrGUkii  sembiàbiï*»  tïf 

Ôeu*.  Grandeurs  font  incdmiTienftrraWes , 


lor/qu'elles  n'ont  irtlcuné  Alîqliote  commune   tir.  n. 
qui  pinffe  les/ toefilf er  exâftémerit.  Or>releftIe  ™-  .^^^'^• 
Côté  dii  triangle  te&mgle  îfocdle  comparé  ^hap  II^' 
avec  f  Hypothénufe  :  ou  ce  qtir  eft  h  même  cho- 
fc ,  lé  Cèté  d\i  (^liatré  comparé  avec  ta  dîago-' 
nale. 

Suppofons  que  le  Côté  du  Quârré  fait  pattat^ 
géenunnômbtd  qnetcohqtife  aAliquores,  en 
un  niifllon ,  par  etetnple ,  Je  dis  qu  une  de  ces 
millionléthe^  parties  ne  peut  mefiirer  ex^e^ 
ment  la  diagonale ,  &  qti*on  ne  peut  pas  dire' 
ou'elle  y  foit  contenue  un  cenain  nombre  de 
fois  fans  refté.  Car  fi  cette  petite  méfiire ,  con- 
tenue eiaâieihent  un  miîlion  de  fois  dans  lé 
Côté  du  Qdàtré  >  étoît  contenue  exaûement  uri' 
Million  Quatre  Cent  Mille  fois  dans  fe  Diago- 
nale ,  le  Côté  (êroit  à  la  Diagonale  »  comme  nw 
Million  é(i  à  un  Million  Quatre  Cent  Mille  :  ce 
ce  qui  eft  une  Raifon  «afte ,  de  nombre  à  nom- 
bre ^  dont  l'Eitpofânt  (êroit  un  nombre.  Une 
fareille  Raifon  étant  doublée  >  c'eft-à-dire ,. 
Antécédent  multiplié  par  lui-même ,  &  le  Con- 
séquent aufll  par  lui-même ,  on  auroît  la  Raifon 
du  Quatre  d'un  Million  au  Quatre  d'un  Million 
Quatre  Cent  Mille  5  &  par  conféquent,  rExpo-- 
Éuit  de  cette  Raifon  doublée  (êroit  un  nombre 
quarré.  Mais  cela  répugne  abfolument ,  pui(qu'if 
eft  démontré  oue  la  Rai(bn  du  Quarré  fimple 
flu  Quarré  douole  eft  de  i  à  1 ,  &  celle  du  dou- 
ble aufimple  de  2  à  i ,  dont  les  Expofans  r  &  r 
ne  font  pas  des  nombres  quarrés..  Donc  la  Ra- 
cine du  Quarré  (impie  eft  incommenfûrabie  à 
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!  la  Racine  du  Quatre  double,  ou  ce  qui  eft  k 

Li V.  IL    même  chofê ,  le  Côté  du  Quatté  à  la  Diagonale* 

lit,  Sbct.       On  ptouveta  de  même  que  la  Racine  du 

t^A^^l    Qp^^^^  fimple  eft incommenditable  à  la  Racine 

'    *   <lu  Quatté  ctiple.  Cat  ces  Quattés  étant  ehfem- 

ble  comme  i  à  }  ou  comme  )  à  i ,  leut  Raifon 

a  pout  Expofânt  j  ou  3  >  qui  ne  font  point  des 

nombtes  quattés. 

Mais  la  Rai/bn  du  Quatté  (impie  eft  corn- 
menfutable  à  la  Racine  du  Quatté  quadtuple. 
Cat  nous  avons  vu  que  la  Racine  du  Quatté 
ouadfuple  eft  double  de  la  Racine  du  Quatté 
umple;  Ces  Racines  font  donc  entte  ellescom-* 
me  lài^ouiài.  Audi  la  Raifbn  des  Quattés 
a  pout  Expofânt  des  nombtes  quattés  >  fçar 
voit  »  7  »  fî  Ton  compate  le  fîmple  au  quadtU' 
ple^  &  4,  fi  Ton  compate  le  quadtuple  au  fîm- 
ple. 

On  "ptouvetoît  encote  que  la  Racine  du 
Quatté  fîmple  eft  incommenfurable  aux  Raci- 
nes du  Quintuple,  du  Sextuple,  du  Septuple 
êc  de  roâuple.  Cat  les  Quattés  étant  comme 
ià5,àé>,à7,à8,  leut  Raifon  a  pout  Ex- 
pofant  T5  -T>  y  >  Tj  ou  encompatgritlesgtands 
au  petit,  TExpofànt  fêtoit  ç,^,  7,  8,  qui  ne 
(ont  pas  des  nombtes  quattés. 

Mais  la  Racine  du  Quatté  fîmple  eft  corn- 
menflitable  àlaRacinedu  Quatté  nonécuplei^ 
Cat  nous  avons  vij  que  cette  detniete  eft  ttiple 
de  la  ptemiete.  Aufll  la  Raifon  des  Quattés  i 
&  9  a  pout  Expofânt  un  nonobte  quatté  j  fça- 
voit ,  j  ou  9. 

Je  ne  pouflètai  pas  plus  loin  ce  décaiU  Ce  que 


]  ai  4it  fiiffit  poijir  faite  comprendre  clakfiment , 

Î[ue  les  Racines  des  Quarres  ne  font  comme»-    l^tr..  II. 
urables,  que  lorlque  les  Quarfés  eux-mêmes  ÎÎJ*  p*^^' 
font  entre  eux  conune  les  nombres  quarrés ,  ^ «* p. \  ' 
c'eft'à-dire,  comme  i  eft  ii^yksri^  i^»  à  25> 
à}i,&c* 

.  Mais  il  eft  trcsreflèntiel  d'obferver  que  ce  que 
nous  avons  dit  de  Tincommenâirabilité  deia 
plupart  des  Racines  quarrées ,  doit  s'appliquer  . 
aux  Côtés  des  Polygones  régulier^  quelconques 
conftruits  fur  les  Côtés  du  Triangle.  re<9:angle 
ifocelle ,  ou  avec  des  Lignes  égales  à  ces  Côtes  ; 
puifoii'il  eft  pjouvé  que  ces  Lignes  font  incom- 
menlurables.  On  doit  donc  dire  que  le  Côté  d'un  . 
Triangle'  équllatéral  iîmple,  ou  d'un  Pentagone, 
ou  d'un  Exagone,  &c.  eftincommenforable'au 
Côté  d'un  Triangle  équilatéral  double ,  &c.  & 
par  la  même  raifon  la  Circonférence  d'un  Cer- 
cle ,  fon  Diamètre  >  fon  Raïon  »  &c.  fontâncom- 
menforables  à  la  Circonférence^  au  Diamètre» 
au  Ràîon  d'un  Cercle  double»  &c. 

Cette  remarque  nous  ùàt  appercevoir  dand 
la  Géométrie  une  multitude  prodigieufê  de  Li- 
gnes  încotnmenforables  les  une5  aux  autres  y  & 
ce  qui  eft  plus  étonnant  encore ,  c'eft  de  voir 
que  les  Figures  entières  aient  entre  elles  un 
Rapport  rrès-exaâ  &  de  noipbre  à  nombre» 
pendant  que  leurs  Côtés  relpeftife ,  leurs  Pro- 
duiiàns  »  leur  Périiiiétre ,  leurs  Lignes  fèmbla* 
blement  tirées ,  ne  peuvent  avoir  qu'un  Rap- 
port fourd.  C'eft  ce  que  les  Géomètres  expri- 
ment en  dilknt  que  ces  Lignes  qui  n'ont  jsntre  - 
elles  aucune  mefore  commune  »  (ont  néanmoins 
commcnJurabUs  en  fuijfançç. 
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Ne  concluons  pas  cependant  de-Ià  qtie  toutes 

Lit.  il    les  Figures  plœes  ayent  entre  eSe^uti  Rapport 

m.  SacT*   ggçaû  5  lorlque  leurs  Côtés  font  hic^ffîmeniura^- 

S  ^^  i? *  ^^^'  ^^  pourroit  alléguer  plufieurs  exemples 

du  contraire  :  un  fêul  (uffira.  Il  eft  facile  de  trou-- 

ver  une  Ligne  moyenne  proportionnêHe  entre 

le  Côté  du  Triangle  reââtigle  ifbééflle  &  Yttj- 

pothénuiè^  conmie  nous  le  verrons  dans  péti. 

Soit  donc  cette  moyenne  fiippùde  :  je  Tapéëlle 

B  :  le  Côté  du  Triangle  A ,  &  rHypothénufe  C 

Ces  trois  Lignes  font  incommeniurabks  s  puiA 

^e  A  &  C  le  font*  Mais  tiuelque  Rapport 

qu'elles  ayent  entre  elles,  elles  forittent  une 

Proportion  continue  H-A»B^C 

Or,  c eft  une  vérité  confiante  dsln^ la  Sden* 
ce  des  Proportions ,  que  dans  une  eontinde ,  le 
premier  Terme  eft  au  troifiémé^  coâ:tfne  le 
Qcrarré  du  premier  e(ï  au  Quarré  du  fécond. 
Ayant  la  Proportion  continue  Jf  i*4*8>il  dl 
certain  que  i  eft  à  8  ,  comme  le  Quatre  de  i 
qui  eft  4 ,  eft  au  Quatre  de  4  qui  eft  16*  Nou^ 
avoiis  donclcl.A*^Gt:AA*BB*  Ou  A  Gâté  du 
Triangle  i  n'a  qtf un  fcâbpofe  foiUrd  a^êe  C  My- 
pothénufe.  Donc  le  Quarté  de  A  ri*a  que  le 
même  Rapport  avec  le  Quatre  dte  B* 

Oïl  pfouveroit  de  même  que  le  Qu^ré  de 
THypothénufe  C  eft  iticommênftirablé  ail  C^ar^ 
ré  de  la  Moyenne  proportionnelle  B*  Car  1  on 
peut  toiirner  la  Proportion  continue  de  cette 
manière î  V^  C*B*A.DoncC*A:îCC*BB.Ory 
G  &  A  font  incommenftirabted.  ponc  CC  &  BB^ 
le  font  auflî^  &r  ftéantuoins  le  Quatre  de  C  eft 
commenfurable  au  Clarté  de  A ,  puifque  le  pre- 
mier eft  double  du  fécond» 


Lt$    ¥lBVKMi  SBMK AILES»  )  }  I 

Cette  doébloc  dét  imwÊMtnfikahhs  eft  rc 
gardée  «rec  railbn  cdinnieriin  dcsphi»  profolnJ^  I^^*  H^ 
iflyftères  de  la  Ùlomitm*  Elle^lielit  intime^  "^'  •*^** 
ment  àladivlfibilké  deKEteftduc  à  rinflni.  En  J,"-  ^^"* 
eftet ,  11  cette  dirmottiie^  avoïc  de»  bornes  y  «s 
qu  à  force  de  pârt«g)Br  i  im  pût  parvenir  à  des 
VHiitéi^  ptriâiires^  tes  unités'iètoient  palfaiteineAt 
égales^  &  pai^  conlequetH  chaque  Lrgiie»  cbaquo 
Surface  ièroit  compoTée  d'un  nombre  quelcon» 
que  d  unités^  &  nef  pourroîent  (fifférer  qtie  patc 
le  plus  ou  le  tnoin»  de  ces  tmités  que  chacune 
d  elles  contiendroit.  Donc  elle»  Soient  enfen»» 
ble  en  Raiibn  de  nombre  à  nombre.  Donc  elle» 
ne  feroient  p;»  incofnmen&rables^  puift]u  elles 
âuroient  des  Aliquotes  communes  qui  les  mefb^ 
i;eroient  exaâement.  Amfi  >  Tinconteftable  m« 
commeniùrabiliré  d'un  grand  nombre  de  Lignes 
&  de  Surfaces  doit  bannir  à  jamais  de  la  Géo-* 
métrie  les  Points  indivifibles»  les  Dgnes  lân» 
Largeur,  les  Surfaces  Ans  Profondeur.  Cette 
yérké  eft  le  triomphe  de  nos  Elémens  inânimenc 
petits  i  &  divifibles  eux-mêmes  à  Finfini. 

En  efiet ,  en  fuppofkit  le  Côté  du  Quarré 
partagé  dans  k^  Elemens  infiniment  petits  »  & 
Ton  partage  la  Diagonale  par  les  mêmes  infini-- 
ment  petits ,  il  doit  fê  trouver  pour  achever  la 
dernière  de  ces  Lignes ,  un  refte  d'Elément  qui 
n  ait  aucune  commet^abilité  avec  l'Elément 
entier  qui  le  précéder  Car  fî  ce  refte  de  Point 
avoit  quelque  Commenfiirabilité  avec  le  Point 
entier  qui  le  précède  #  on  pourroit  dire  que  le 
Côté  du  Quarré  éft  à  la  Diagonale  »  comme  le - 
nombre  de^  Points  çpotemis  dans  le  Côté  y  eft 
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au  nombre  des  Points  r  plus  telle  fraâdon  de 

Liv.  II.    Point ,  contenus  dans  la  Diagonale ,  ce  qui  fe- 

III.  Sbct.  roit  une  Raifbn  de  nombre  à  nombre.  Donc  le 

S  ^^îf*  '^^^  ^^  Point  qui  termine  une  des  Lignes  eft 

incommenibrable  au  Point  entier. 

Mais  G.  nous  fuppofbns  que  Ton  diviiê  à  part 
chacune  des  deux  Lignes  par  des  Points  aliquo- 
tes ,  ce  qui  paroîtroit  plus  naturel ,  il  faudroit 
reconnoitre  que  les  Aliquotes  du  Côté  &  celles 
de  la  Diagonale  font ,  non-feulement  d'inégale 
grandeur  ,.mais  encore  qu'elles  n  ont  entre  elle^ 
aucune  Commenftirabilité.  Car  deux  Touts^ 
compofës  d'Aliquotes  commenfiirables ,  le  fe- 
roient  néceflàirement  eux-mêmes.  Voilà  donc 
des  infiniment  petits  d'inégale  grandeur,  &  qui> 
déplue  n'ont  entre  eux  aucune  mefure  com- 
mune. Donc  les  infiniment  petits  du  fécond  or- 
dre, Elémens  des  infiniment  petits  du  premier 
ordre,  font  auflî  quelquefois  incommenilirables^ 
entre  eux.  Donc  ceux  du  troifiéme  ordre.  Donc 
ceux  du  quatrième ,  &  ainfi  à  l'infini..  Voilà  le 
prodige  :  yoilà  la  profondeur.  Qui  feroit  aflea^ 
hardi  pour  entreprendre  de  la  fonder  ?  Con- 
tentons-nous d'avoir  mis  le  pied  fur  le  bord  de 

l'àbyme. 

..  .         »  • 

Lunullcs  AL  n'eft  pas  permis  de  traiter  des  Polygônes^ 

dHyppo-    réguliers  conftruits  fur  les  trois  Côtés  du  Trian- 

ctatcs  de    gle  reétangle ,  fans  dire  un  mot  des  LunuUes 

^^"         d'Hjrppocrates  de  Chio.  Voici  ce  que  c'eil.  Nous- 

avons  prouvé  que  fi  I'oh  conftruit  un  demî-Cer- 

de  jur  les  trois  Côtés  du  Triangle  redliangle, 

cekii  de  Lliypothénafe  efl  égal  aux  deux  autre» 


Les  Figures  semblables;  jj^ 
pris  epièmble  ;  &  qu  il  eft  double  de  chacun 
d'eux,  fî  le  Triangle  reû^gle  eft  ifoceUe.  I-xr.  IIv 

Au  lieu  de  décrire  le  demi-Cercle  de  l'Hypo-  ^^^*  ^^^''* 
thénufè  en  en-bas,  comme  cela  paroît  plus  na*  ^^^^' 
tuf^l ,  on  s'eft  avifé ,  peut-être  par  hazard ,  de  le 
décrire  en  en-iiaut.  La  Qrconférence  paflè  né-  Vïg.i^^êc 
cefTairement  par  le  Sommet  du  Triangle,  puii^  ^X« 
que  TAngle  du  Sommet  eft  droit ,  &  que  1  Jfy- 
pothénuie  eft  Diamètre  de  ce  demi<]ercle« 

Cette  pofition  du  demi-Cercle  de  lHytoo- 
thénufe  a  fait  remarquer  à  un  ancien  Géomètre 
une  (îngularité  peu  utile  en  elle-même,  mais 
néanmoins  aflez  curieufe.  Car  le  grand  demi* 
Cercle  empiète  dans  fintérieur  des  deux  petits, 
&  doit  avoir  en  commun  avec  chacun  d'eux: 
une  portion  d  e/pace.  Ce  font  les  deux  Segmens 
marqués  en  tioir  dans  la  Figure, 

Le  grand  demi-Cercle  eft  égal  aux  deux  pe- 
tits pris  enfèmble.  Donc  fi  de  part  &  d'autre  on 
ôte  les  Segmens  noirs  communs  au  grand  &  aux 
petits  demi-Cercles ,  le  refte  du  grand  fera  égal 
au  refte  des  petits.  Or^  ce  qui  refte  du  grand 
après  le  retranchement  des  Segmens  noirs ,  c  eft 
la  Surface  même  du  Triangle  reâangle  :  &  ce 
qui  refte  des  petits ,  ce  font  deux  petites  Lunes 
en  CroifTant  terminées  en  dehors  par  la  Circon- 
férence des  petits  demi-Cercles-,  &  en-dedans, 
par  les  partiesNde  la  Circonférence  du  grand 
demi-Cercle.  Donc  les  deux  Lunules  prifes  en- 
femble  ont  une  Surface  égale  à  celle  du  Trian- 
gle re<3:angle  :  &  comine  nous  fuppofons  le 
Triangle  itocelle.  Se  par  conféquent  les  deux 
Lunules  égales,  chacune  d'elKs  eft  égale  à  lai 
moitié  du  Triangle  reâaQgle* 
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U  feft '£icyc  »  coame  Top  (çaît ,  d'avoir  exac- 

ttv.  U*    tetneof  JU  Stli&ce  du  Triao^e  &  de  iâ  moitié. 

IH.  SBcr«  Qq  ^murit  dpoe  par  cr  nsi^en  la  Qiadracure  de 

r^  ^^ î/'  clwqw?  lumâc >  fi«3  qu on paî&pour  cela par- 

^'^'       yenU  it  h  rcftÉfirarioR  dts  deux  Courbes  q^j  la 

.  .  tarnmw^  i^  &  iêcoir  attendu  à  cette  conclu* 

fion>  ^  cvïp^iftlânc' tfft  très i- certaine?  On  ne 

p^  Urouy^r  cntâeinenr  la  Quadrature  du 

Ceritr  t  ni  et  fes  Seâeurs ,  ni  de  fês  Segmeoss 

8c  Von  trouve  la  Quadrature  d'une  portion  de 

Cesrdi?  ceraûaée  par  des  Arcs  de  Cercles  dilFé* 

%       \h  tm  aous  refte  plusi  pour  aehever  ce  mk  cou- 
Parfaite   uttut  Ifis  pf  opriécét  dû  Triangletredangie ,  <]u^à 
Q^'^^^*  explimier  le  grand  ikâge  de  la  Perpendiculaire 
"  t^  U-  ^^  ^Daiffée  du  Sommet  du  Triangle  red^ngle 
^^  ^  '  iur  i'Hf  pocbénulê.   Nous  avons  montré  <pie 


i 
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Fig.  i^,  cette  Perpendiculaire  écoit  Moyenne  propor- 
tionnelle entre  les  deux  parties  de  FHjrpothé- 
nak  coupée  au  Point  D. 

Cette  décoi^erce  nous  donne  la  Quadrature 

parfaite  des  Figura  fdanes  :  ce  qiri  peut  Ibuvent 

Voyez  le  être  très^utile.  Rappelions  *  nous  la  méthode 

Traité  de    que  nous  avons  donnée  pour  réduire  au  Rec- 

la  Plani-    tangle  quelque  Figure  plane' que  ce /bit.  Il  ne 

mctric.  ^    szgvi  que  d'avoir  les  deux  Produifans  de  cette 

Figure*)  parcequ'en  joignant  ces  deux  Prodùi- 

iâns  par  leurs  extrémités,  en  forte  qu'ils  faflènt 

un  Angb  droit ,  nous  avons  la  Bafe  &  le  Côté 

du  Reâangle  égaie  à  la  Figure  donnée. 

Cette  réduâion  eft  très'iuffininte  pour  me- 
(ùrer  exaélemerft  leipaç^  renfermé  dans  toute 
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figure  pl^oe.  hfj^h  Qti  pourroit  défirer  de  la 
réduire  au  Q^it{i  pat£ûr  »  au  iieu  du  iimple    ^^y*  H* 
Reâ^ogicr  JU  Qgarrp  eft  tf  une  extrême  corn-  J|J*  l*^** 
tnodicé ,  coowç  naw  Tarons  ob/ervé  plusd'une  f^^^j^^ 
foi(  s  parceqiie /à  Racine  fait  connoicre  la  Figure 
entière  :  au  litf  u  qy e  pour  iroonokre  un  Reâan-* 
gle,  il  fs^  avoir  également  égard  àlâBaiè& 
k  fsL  Hauteur.  Auffi  ^our  avoir  le  Rapport  des 
l^igurei^  £btpblab{e3  •  on  iê  &rt  des  Quarrés  con£* 
rruitç  fiir  les  Cpt^  &  Air  les  Dgnes  ièmblable- 
ment  tirées  >  par  pjtéfétence  aux  autres  Poljrgôi- 
nes  réguUf r$  quf  ïon  pourroit  employer  >  com- 
me on  Ta  vu  ci-deflui» 

Qr  »  p0Hr  tCQWef  le  (^Jarré  égal  à  tfoàkpic 
FigU^  p}ape  que  fie  feis:  >  il  ne  s'agiroit  ^if 
d'avpir  m^  Mof  l^nne  propoitioBnelle  encre  ies 
demi  ProdMîëi^Sf  Car ,  «Mon  la  propriété  efien» 
tielle  de  la  Proporôon  continue  »  le  prodoic  du 
Mpy^m  prapqrf^iipel  multiplié  par  luirméme» 

3Wi  OÇ  pPWt  être  iÇi  W  Quarré  >  eft  égal  au  pro* 
ult  4"^  deux  Ë^trà^es.  Or  •  la  Pernendiculaire 
Cp  sh^ii^  du  SQmmet  du  Triante  reâangle> 
donne  çe^e  l^igne  moyenne  que  nous  cEer* 

chon^ 
Supo^^OPi  4^T\ç  que  >e  veuifle  avoir  unC^ar*    Fig.  i6. 

ré  ég9i  k  m  iûéUn^e  quelconque ,  (  |e  prends 

le  Reâangle ,  parqeque  toutes  les  autres  Figu<* 

tes  s  y  i^édui^ppt)  il  eft  évident  que  la  Ligne 

moyens  mu^  h  Baie  &  h  Hauteur ,  ièroit 

Racine  dy  Osi^i^té  que  Ton  cherche. 

.   Pour  trouva  If  cette  Ligne ,  )e  ferai  une  iêule   Fig.  ^7* 

Ligne  droite  iie$  deux  Produi&ns  de  mon  Pa- 

taUélogramme  a  &  cette  grande  Lign?  fera  THy^ 
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_  spothénufe  du  Triangle  reâangle  que  |e  dois 

Liv.  H.    conftruire.  Il  faudra  que  la  Perpendiculaire  que 
III.  Sbct.  j'élèverai  fiir  le  Point  D ,  jonâion  des  deux  Pro- 
•III.  Pam.  dui(^ns,  fe  termine  au  Sommet  C  du  Triangle. 
Chap.  II.  ^^j  comme  je  ne  fçais  pas  encore  quelle  fera 
4a  longueur  de  cette  Ligne  »  )e  fuis  dans  l'em- 
barras où  placer  ce  Point  qui  doit  ctre  le  Som- 
met de  l'Angle  droit*  J  en  fors  cependant ,  en 
me  rappellant  que  tous  les  Triangles  reâangles 
que  Ton  peut  former  à  l'infini  iur  i  Hjrpothéhufe 
AB  i  ont  nécelTairement  leur  Sommet  dans  la 
Qrconférence  du  demi-Cercle  >  dont  l'Hypo- 
thénufe  feroit  le  Diamètre. 

«Ainfî,  du  milieu  de  cette  Hjrpothénufe  pris 
pour  Centre ,  je  décris  un  demi-Cercle.  Enmite 
élevaht  une  Perpendiculaire  fux  le  Point  D,  je 
la.termine  à  la  Circonférence,  dans  laquelle  le 
Point  rencontré  fera  le  Point  C  que  je  cherche* 
Car  fi  de  ce  Point ,  je  tire  deux  Lignes  droites 
aux  extrémités  de  la  Ligne  totale  AB ,  l'Angle 
compris  entre  ces  deux  Lignei^  fera  droit  ^  puif 
qu'il  s*appuye  fiir  un  Diamètre.  J'ai  donc  par  ce 
moyen  la  Perpendiculaire  CD  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  deux  parties  de  IHypo- 
thénufe ,  c'eft-à-dire ,  entre  les  deux  Produilkns 
du  Reâangle.  Donc  le  Quarré  de  cette  Ligne 
eft  égal  au  Reâangle  donné* 

On  voit  par-là  que  cette  propriété  du  Trian- 
gle reftangle  devient  propriété  du  Cercle,  par 
le  rapport  intime  qui  fe  trouve  entre  le- demi- 
Cercle  &  le  Triangle  reâangle  :  &  cette  obfer- 
vation  facilite  extrêmement  la  parfaite  Quadra« 
rure  des  Figures  planes.  En  effçt>  il  ne  s'agit  que 

de 
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de  trouver  la  Moyenne  proportionnelle  entre 
les  deux  Produifans  d'une  Figure.   Des  deux  Lit.  II. 
Troduifans ,  faites  une  feule  Ligne  droite.  Du  ^^^'  Sbct. 
milieu  de  la  Ligne  totale  prîfe  pour  Diamètre,  ^*  P-^^** 
décrivez  une  demi-Circonfi^rence  de  Cercle* 
Sur  le  Point  où  les  deux  Lignes  produifantes  fé 
Joignent ,  élevez  une  Perpendiculaire  cerminée 
à  la  Circonférence  :  vous  avez  la  Moyenne  pro- 
portionnelle ,  fans  vous  embarraflTer  du  Triah- 
gle  redangle  dont  les  deux  Côtés  CA ,  CB  ne 
peuvent  vous  être  d'aucune  utilité. dans  cette 
occafîon. 

Nous  avons  vu  dans  le  Traité  des  Propor- 
tions, qu'il  étoit  rare  qu'on  pût  trouver  en  nom-^ 
bre  le  Moyen  proportionnel  entre  deux  nom- 
bres donnés,  parcequ'il  faudroit  pour  cela  que 
le  Reârangle  formé  par  les  deux  nombres  extrê^ 
mes  de  la  Proportion  continue  fut  un  nombre 
quarré,  dont  la  Racine' feroit  le  Moyen  pro-- 
portionnel.  M^s  nous  avons  ajouté  que^clequi- 
le  trouvoit  rarement  en  nombre ,  fe  trouve  tou- 
jours en  Ligne.  Ce  que  nous  venons  d'établir  ^ 
en  eft  la  preuve* 
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LIVRE  TROISIE'ME. 

i:£5    SOLIDES. 

• 

DA  N  S  le  prçKQier  Livre  de  cet  Ouvrage , 
tious  avons  confîdéré  la  Ligne ,  expremon 
de  la  Longueur.  Nous  en  avons  diftin- 
gué  les  elpéces  par  les  divers  mouvemens  du 
Point  élémentaire;  Nous  avons  examiné  les 
combinaiions re^eâives  de  ces  Lignes;  les  ma- 
nières dpnc  elles  peuvent  fè  rencontrer ,  (e  tou- 
cher, fè  couper;  les  Angles  qu  elles  forment  par 
leur  union  ;  la  nature  &  la  mefure  de  ces  Angles. 
Les  Lignes  connues  nous  ont  donné  le  moyen 
de  conftruire  les  Figures  planes  par  la  réunion 
des.  deux  premières  Dimenûons  de  TEtendue. 
Nous  avons  confîdéré  les  Surfaces  par  leur  con- 
tour, par  leurs  Angles,  par  leurs  Côtés.  Nous 
avons  mefiiré  Yefpàce  quelles  renferment;  & 
nous  avons  apperçu  les  rapports  qu  elles  ont 
entre  elles. 

Il  s*agit  maintenant  de  nous  élever  à  la  con- 
noilTance  des  Solides,  c'eft-à-dxrç,  da l'Etendue 
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<*om|*îétté  (jui  comprend  les  trois  Dimenfîons. 
Ce  n'éft  que  par  abftraftion  que  nous  les  arôns  Lit*  IIL 
fSparées  les  unes  des  autres^  Réuniflbns  -  lés , 
comme  elles  font  néceffairement  unies  dans 
quelque  portion  d*écendue  que  ce  (bip. 

Pour  nous  guider ,  reprenons  la  confidétatîon' 
de  cette  première  Figure  dont  la  (implicite  nouy 
a  ^aru  propre  à  fixer  nos  idées  fur  la  nature  & 
la  compofition  de* l'Etendue.  Dans  le  Cube  Fig.  x, 
ABCD,  le  Point  A  premier  Elément,  par  fon 
diouvement  dans  la  même  Diteâion ,  forme  la 
Ligne  AB.  Cette  Ligne,  eft  donc  un  compofô  de 
Points  de  la  même  nature  que  A* 

La  Ligne  AB  mue  parallèlement  à  elle-même,- 
&  traçant  par  fon  Point  À  une  Ligne  AC  égale 
SAB,  &  perpèiWteutairé  fiir  el#,  forme  une 
Surface  qù&rrée,  qUèron  peut  concevoir  çomV 
me  utîaHaS- doutant  dé  Lignés  Afir  qu'il  y  ade^ 
Pëinâ^cfeiis  Afe -,  dé'  tù  qui  éft  la  iTiême  chôfe ,' 
tfatttant  dfc^LiéneS^AC  qtfil  y  a  de  Points  dans^ 
AB;  G*'  (fen^lé  mbuvérttt^t  de  l^Ligne  AB  fînr^ 
AG  OU' de  Afc-fiir  AïP,-ihaéim  des  Points  dont 
éfies  font  conî^afôe4 ,  tratê  utie  Ligne  dé^rnê-^ 
lifie  nature^/  Ou  hiéfty  pour  rçtlmir  lés  deux  idéer 
enfemble,  nb^as^  cohcevroiis-  le  Quarré  ABC' 
comme  couvert  de  Qiiarrés  A  infîniniént  petits, 
fe  touchant  faiis  aircun  intervalle,  également 
rfopresïcotnpofer  lés  Lignes  AB  &  AG,  &  dont- 
è  nonifcré  elr  égal  au  nonibré  ^des  Points  de  la* 
Ligne. AB  inultiplié  par  lui-même ,  ou  ce  qui 
irevient  jdf  m&ne ,  par  le  nombre  dés  Points  de 
làLigrieAG. 

Prenant  én(bite-la  Surface  ABC  troiiîéme' 
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ÇSS  Elément ,  &  la  faifant  mouvoir  parallèlement  I 
htiF.  HL  elle-même  le  long  d'une  Ligne  AD  égale  à  la 
Ligne  AB  ou  AC,  &  perpendiculaire  fur  l'y ^e 
Se  fur  Jtautre,  le  Cube  efl  forme  >  &  compofc 
d'autant  de  tranches  quarrées  ABC  qu'il  y  a  dô 
Poifits  dans  AD,  ou  oien,  d'autant  de  Lignes 
AD  qu'il  y  a  de  Points  dans  le  Quarré  ABC  j  ou 
bien  enfin,  de  Cubes  A  infiniment  petits,  utis. 
.  {ans  intervalle ,  &  dont  le  nombre  efl  égal  au 
nom&re  de  Points  contenus  dans  le  Quarré 
ÀBC  multiplié  par  le  nombre  dei  Points  de  U 
Ligne  AD,  c'efl-à-dire ,  égal  au  nombre  des 
Points  de  la  Ligne  AB  élevé  à  la  troijiémc  fuif^ 

Il  faut  obfèrvcr  ici  que  le  mouvement  du 
C^rcé  ABC^orme  cina  nouvelles  Surfaces 
quarries ,  lefquelles  avec  la  première  environ-? 
oent  le  Cube  &  le  bornent  de  toutes  parts.  Car 
dans  le  mouvement  du  Quarré  ABC ,  les  Lignes 
ÀRy  AC  &  leurs  deux  oppofees  parallèles  for« 
mène  chacune,  im  Quarré  >  &  la  Sbrface  ABC 

Êatvenue  au  Point  D ,  termine  le  Cube  par  ea- 
aut ,  comme  elle  le  termine  par  en-bas.  Il  eft 
clair  que  ce  total  de  Surfaces  environnantes 

fieut  être  confidéré  indépendamment  de  la  fb^ 
idité  du  Cube.  C'efl  comme  une  efpéce  de 
l^oëce  cubique  infiniment  mince ,  que  1  on  flip* 
{V;>feroit  abfolument  vuide,  ou  dont  on  menv 
lîerpit  rétendue  >  fans  s'embarrafler  de  ce  dont 
çUe'  cfl  f emplie.  . 

,  Quoique  les  autres  Solides  n^yent  ni  la  £n> 
plicité  ni  l'uniformité  du  Cube ,  il  eft  cependant 
stpânifefte  que  ce  ^ue  nous  v^nçiis  de  dire  iùc 
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fcttc  Figure ,  convient  à  toutes  les  autres  dans 
une  certaine  généralité.  Toutes  font  co'njpofées  t^v.  îîK 
de  Tranches  infiniment  minces,  égales  ou'îné^ 
gales ,  pofées  les  unes  fur  les  autres  ians  inter-^ 
valle.  Toutes  peuvent  être  confîdérées  commfe 
un  faifceau  de  Lignes  égales  ou  inég^es- en  lon- 
gueur, appuyées  perpendiculairement  oif  oblB^ 
quement  ibr  une  Surfece  quelconque  qui -leur 
lert  de  Bafè.Toutes  peuvent  être  conçues  comme 
'tin  amas  de  Points  cubiques  ou  non-  cubiques'» 
égaux  ou  inégaux;  Toutes  enfin  font- terminées 
par  une  multitude*  plus  ou  moins-  grande  de 
Surfaces  j perpendiculaires  ou  obliques  fur  celle 
qui  leur  lett  de%afe,  &  dont  la  réunion  fait 
cette  efpéce  de  boëte  dont  la  forme  peut  varier 
à  l'infini ,  &  dans  laquelle  eft  renfermée  une 
portion  d'étendue  folide. 

Tout  cela  nous  montre  entre  lès  Solides  Sc- 
ies Surfaces  une  analogie  frappante  >  &  des  Rap- 
ports de  reffembratice  &  dfe  dîflemBlance ,  qu'it 
eft  très-utile  de  remarquer. 
•  Tous  les^ Solides  font  renfermés  par  des  Sur* 
*  faces  unies  ou  courbées,.comine  les  Surfaces  fe 
font  par- des  Lignes  droites  ou  courbes^ 

Les-  Lignes^i  compofenHe  Périmètre  d^ne- 
Surface  forment  des  Angles  plans^  &  les  Sur- 
faces qui  bornent  un  Solide*,  forment  des  An<* 
gles  folides..  Pour  former  les  premiers ,  il  ne- 
faut  que  deilx  Lignes  qui  fe  i?encontrent  en  uh 
Point  :  poUr  les  féconds ,  il  faut  au^  moins  trois 
Angles  plans  dont  les  peinte»  k  réuniffent^n  ua 
feul  Sommet. 

L'égalilé  des  Cêtés-  &  dos  Angles  conftkue  la> 

Y«>. 
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régularité  d'un  Polygone  :  l'égalité  des  Surfaces 
liy;  JIK  environnantes  &  des  Angles  du  Solide  le  ren- 
dent régulier. 
'  Les  Cotés  du  Polygone  font  perpendiculaires 

ou  obliques  for  leur  Bafê  >  8c  les  Lignes  oppo- 
fëes  font  parallèles  ou  non  parallèles.  Il  en  eft 
de  même  du  Solide  :  fos  Surfaces  environnantes 
(ont  ^yelquefois  pofëes  perpenâiculaireme^c 
.for  ceÛe  qui  leur  kv\  de  Baie  ,  &  quelquefois 
obliquement  ;  &  les  Surfaces  oppofêes  font  quel- 
quefois parallèles ,  &  quelquefois  ne  le  font  pa$.  .^ 

En  comparant  Tintérieur  des  Surfaces  avec 
rincérieur  des  Solides  y  nous  y  trouverons  la 
jncme  analogie,  •  ^    , 

La  Hauteur  d'un  Plan  fer  mefore  par  une 

.|Ligne  perpendiculaire  abaifTée  du  Point  le  plus 

élevé ,  for  la  Ba/è,  prolongée  s'il  en  eft  befoio  : 

&  la  Hauteur  d'un  Solide  eft  aulE  meforée  par 

^      une  femblal^le  Ligne. 

On  conçoit  la  Surface  comme  couverte  p^r 
une  multitude  de  Ligpes  parallèles  à  la  Bafe , 
.égales  ou  inégales'à  cette  Bafe,  On  doit  conce- 
voir de  même  que  le  Solide  eft  foriné  par  un 
amas  deXrancheç  poiees  les  une$  for  les  autres; 
foit  que  ces  Trandbes  foient  égales  à  celle  qui 
fort  de  Bafo,  foit  qu'elles  aillent  çn  augmentant 
.  ou  en  diminuant. 

On  peut  encore  conff dé|:er  Tefpacp  çôntiemi 
dans  une  FiÊ^r^e  plane ^  compas  5|p,^i^^  de 
Points  quarres  ^nfpiî^îiç  petits ,  ^4€>  Points 
d'une  autre  fofrtie  qnp  l'on  tpoqv#,paiQyjn  4e  , 
réduire  à  des  Points  quarrés  :  o.n  peut  de  mi- 
me cpnûdérer  Te^^efolide  comtes uq anas 


t' 


âe^  Points  cubiques  infiniment  petits,  ou  de 

Points  d'une  autre  forme  que  Ton  trouvera .  I^iv^^tt^ 

moyen  de  réduire  k  des  Points  cubiques. 

Ce  parallèle  nous  fait  fenttr  que  I^  principes 
qui  nous  ont  condurcs  à  la  connoifHince  des  Po« 
lygônes  ou  Figures  planôs>nou5  dirigeront  éga- 
lemeQt  dans  1  examen  que  nous  allons  faire  des 
.*  Polyèdres  ou  Figures  folidesv&  qu'il  ne  s*agit 
que  d'en  faire  l'appUcation.  Pour  j  procécfeir 
avec  ordre,  nousdiviierons  ce'  trôifiéme  Livré 
en  quatre  Seûions,.   .    —   . 

Danslaptemieré,  qui  fera  comme  une  efpéce 
d*introduâ:ion ,  on  confidérera  rélcvâtion  des 
Lignes  fur  les  Plans ,  &  des  Plans  fur  d'autres 
Plans  :  la  formation  &  la  nature  des  Angles  [o>- 
fedes.  Enfin  ,,  lés  dîflëtentei  eipéces  de  Polyc^- 
drM. 

Dans  la  féconde  SeâTorij.lon  examinera  lir 
Surface  extérieure  des  Sofhfcs»  &  Ion  parviens 
dra  à  la  mesurer  exactement!;  '  -^  -^ 

Dans  la  troifiémô ,  on  mëfurera  l'èf^ace  com* 
pris  dans  les  Figures  folides^ 

Enfin  >  l'on  verra  dans  la  quatrième  Sedfcion-V. 
les  rapports  que  ces  Figures  ont  entre  elles ,  & 
les  propriétés  dès  Figures  femblaUes*  ' 

*  Ce  mot,  tiré  du  Grec ,  fîgnifie  Figure  à  pla/iearr 
Faces  ouBafeSj  comme  Polygone  fignifie  Figure  dplu' 
fieurs  Angles,  Polygone  eft  un  terme  afïèdc  aux  Figu* 
res  planes  -,  &  Polyèdre  >  aux  Figures  (blidesL 


Yir 


> 


144        Geometrje  Metabhysiqui. 


I.  Sbct. 


ckap.i.    PREMIERE   SECTION. 

Jntrodu£ii9n  À  la  connoijfance  des  Solides. 
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CHAPITRE    PREMIER. 

Elévation  des  Lignes  fur  un  Plan. 

UNe  Ligne  eft  perpendiculaire  ilir  une  Li- 
gne ,  lar(qu  elle  ne  panche  pas  plus  d  un 
côté  que  de  l'autre ,  &  que  de  chaque  côté  elle 
forme  un  Angle  droit  :  une  Ligne  au  contraire 
cft  oblique ,  Tor{qu*elle  panche  plus  d  un  côté 
-que  de  l'autre ,  &  qu'elle  forme  fiir  THorizon- 
xale  deux  Angles  inégaux  ^^  dont  l'un  eft  obtus 
&  l'autre  aigu. 

.    Les  Lignes  étant  confidérées  (ans  Largeur , 
lorfqu'il  ne  s'agit  que  de  leur  poHtion ,  on  ne 

feut  avoir  égard  qu'aux  deux  Côtés  A  &  B  de 
,  Horizontale,  pour  juger  il  la  Ligne  tombante 
eft  oblique  ou  perpendiculaire*  Mais  fi  THori- 
zontale  devenoit  un  Plarud'une  Largeur  afSgna- 
ble,  il  eft  évident  qu'il  ne  fuflîroit  pas  pour  établir 
JaPerpendicularité  de  la  Ligne  tombante,  de  lui 
voir  former  àcs  Angles  droits  fiir  une  Ligne 
tracée  fur  le  Plan  :  il  taudroit  encore  qu'elle  ne 
panchât  vers  aucun  côtédé  ce  Plan.  La  moindre 
inclinaifon  d'un  côté  détermineroit  l'Obliquité 
de  la  Ugne, 


Imthoductiok  lux  Solides*        ^45 
Par  conféquent  ^fi  d»  Point  ak  U  IÀgn9  tom^ 
bonté  rencontre  le  Plan ,  on  décrit  un  Cercle  à  Lxv.  III. 
quelque  ouft/erture  de  Compas  que  ce  fiit ,  chaque  ^'  Sbc*. 
point  de  la  Ligne  fera  également  éloigné  de  tous   ^^^'-  *• 
les  Points  de  la  Circonférence,  du  Cercle  ^fila.^^' 
Ligne  eft  perpendiculaire  :  ce  fera  le  contraire  ^ 
fi-elle  e]kobliqm*% 

De  même ,  fi  du.  Point  oh  la  Ligne  tombante   Flg.  4. 
rencontre  le  Plan ,  fan. tire,  des  Lignes  droites  de 
toHâ  les  Cotés  ^  la  tombante  formera  Ms  Angles 
droits  fur  tomes,  ces  Lignes ,  fi  elle  efi  perpendii- 
culaire  ;  mais  fi  elle  efi  oblique^  elle  formera  des    Kg.  3. 
Angles  inégaux^  dont  les  deux  oppofés  vaudront  ; 
deu^c  droits. 

Mais  il  faut  remarquer  que  dans  le  cas  de 
robliauité  de  la  Ligne  fur  le  Plan ,  cette  Ligne 
ne  laiuèra  pas  d'être  perpendiculaire  fut  une 
Ligne  unique  comme  EF,  laquelle  pafle  par  le 
Point  de  ContingêncêC  Car  >  en  iiid|)olant  que  Fig*  |. 
la  Tombante  panche  direâ:ement  fur  le  Raïoh 
BC  >  &  s'f  Ipigne  directement  du  Raïon  CH  dans 
le  prolongement  de  BC>  elle  ne  doit  point  être 
inclinée  ^ur  un  Diamètre  EFouicouperoit  àAn» 
gles  droits  le  Diamètre  BH.  * 
•  Mais  là  Perpembcularitè  de  la  Tombante  AG 
fur  une  ieule  Ligne  EFtracée  fur  le  Plan,  n'em- 
porte point  fa  Perpéndicularitè  fiir  le  Plan  mê- 
tne-,  parceque  le  Plan  n'eA  pas  plus  déterminé 
par  une  feule  Ligne ,  que  la  Ligne  ne  Tefl  par  un 
feul  Pointi  Cette  raiion  demande  quelque  dé- 
veloppement. 

.   Tant  que  le  Point  A  efl  en  repos  9  on  ne  peut 
dire  quelle  Ligne  ^  formera  par  ton  mouvement 


uioir,  à  mokis  qu'on  nie  ^étsnnme  qoeUeetr 

Im.  Jlh   fera  la  Dkeâioti*  Car  le  Poîtà  A  peoc  être  ma 

I,  SsOT.    Ye|i5  U5e  infinité  de  oâtçs  <irârérens.  Doiac  il  faut 

Ouv*  !•  ^^jç  Points  pour  déterminer  une  Ligne  4roke. 

"  '  *  . .  De  psêtne ,  lorfiju  me  ligne  draite  EF  cft  ert 

repos  >  on  ne  peut  dire  quel  Pian  elle  tracera 

par  fbn  mouvement,  à  moins  «qu'on  ne  déter-. 

mine  quéBe  en  fera  la  Dkeâion^  car  ette  peut 

être  mâe  auflî  versuoe infinité  de  cotés  aîSé-^ 

cens  9  &  pas*  confëquent  elle  peut  être  commune 

,      à  une  infinité  de  Plans  podibles.  Donc  pQur  dé- 

netminer  Je  Plan  particulier  que  cette  Ligne 

formera  par  fon  mouvement ,  il  faut  un  tromé^ 

me  Point  vers  lequel  fa  marche  foit-  dirigée* 

t.  Ainfi^  deux  Points  ntfitffiftntf4s  fûurdé^ 

ttrtniner  un  P^lan  :  il  eufam  'm  moins  trois  ;  mais 

trois  fuffifent ,  fourzm^  quils  ne  foimt  pas  rangée 

tn  Ligne  droite^ 

Ttg.  f.         Par  cofilfêquent  y  une  Ligne  efi  fefpendkulaire 

fur  un  Plan ,  lorfque  tamfis  Points  fint  également 

éloignés  de  deux  Points  G ,  H  également  difians 

du  Point  de  Contingence  C ,  pourvu  que  ces  trois 

PoimsGy  H^  C  nefoientpas  rangés  tnLigno^ 

droite  ;  ou,  ce  qui^eVient  au  même ,  une  Ligne 

eft' perpendiculaire  Jfkr  un  Plan ,  lorfqHelh forme 

des,  jÀnglts  droits  a^ec  deux  Lignes  jtirées  du 

Points. de  Contingence  C\  fekn  deux  DiteOions 

^^-  5  •     différentes.  Mais  elle  ne  peut  être  quoUis^ue ,  torfi 

qu'eUe  ne  forme  des  Angles  droits  que  fur  une  feule 

des  Lignes  du  Plan  yquipajfentpar  là  Point  d^ 

Contingence» 

:  La  Petpeitdïcularké  nïa  Jpâs  befoîn  de  me/îi- 
te.  y  p»:cequ^eUe  n'eft  pas  (u%ptij>Ie  de  plus  Se 


parceque  TObliquité  peut  croître  ou  déa?oltie  -Wv-'M. 
.àJmfini.  ^  fc^fi«* 

Ltorique  fi5>n  cherche  Ti^clèwiiffentl  upe  Ljjlàe  '^^!  '* 
(ur  un  Plan»  on  emtend  toujours  la  plus  grande    ^"^  '^ 
.quelle  y  puiiTe  avoir»  Par  exenîple >  la  Ligne 
AC  perpendiculaire  iur  h  {evi  Bi^n^re  EPs  eft 
oMique  fur  tous  l^s  au'ti:^  Raïons  tirés  cfai  i?kâiic 
C  à  la  demi-Circonféroicc  EiCfiF.  Mais  il  jèft 
évident  que  la  Ligne  AC  qui  forme  des  Angles 
aigus  fur  tqus  les  autres  Raïons  de  cette  demi* 
Circonférence,  fera  d'autant  plus  oblique  fyt 
eux  qu'ils  feront  plus  éloignés  dû  Dian^étre  EF. 
Par  confôquent ,  la  plus  gi^ande  inclihai(bn  4^  la      n  . 
Ligne  AC  fetâ  for  lê  kaïonCB  également  élp|-    *     ^  ' 
gn?deE&deF. 

Pour  trouver  tout  d'un  coup  ce  Raïon ,  du  Wç*  *• 
Point  A  de  l'Oblique  tombante,  il  faut  abaiflpr 
une»  Perpendiculaire  AB  for.  le  Plan  :  la  Ligne 
CB  qui  joindra  les  Points  C  &  B  de  la  Perpen- 
diculaire. &  de  l'Oblique ,  fera  de  toutes  les  Lr- 
gnes  5  qui  peuvent  étr€.  tirées  du  Point  C  for  le 
'Plaii>  eelfe-for  qui  TObliqiie  AC  aura  lai*  plus 
grande  înclinalfen.  Cette  Ligâe  CB  eft  aj^ilée 

Ct$  .prîficipes  écabUs ,  il  eft  aifë  d'appliquer 
,iim>  Lignes  élevées  fur  de^  Plans,  tout  ce  qu'on 
'â  dit  jdaos  le  premier  lâvre  for  les*  Lignes  éle- 
vées for  des  Lignes* 

D^tm  Point  fris  Jur  un  tlan  in  nef  eut  élever  Fig.  4« 
jq^me  fi^U  JLigne  perpendiculaire  ;  &  hn  ne 
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pcui  tn  abaijfcr  quunt  £fm  Point  fris  hors  df 

I.  «BCT.        Si  dun  Point  hors  du  Plan ,  on  abaijfe  flufieurs 

ÎT^'  ^*   X^f»^/»  A^  Perpendiculaire  fera  la  flw  courte  : 

'•  ^*      /</  également  obliques  feront  égales  ;  &  ta  plus 

êbliipiefera  la  plus  tongue. 

.  On  perdroit  fbn  tems  à  démontrer  de  nou- 

reau  œs  confèquences  Q.  claires.  J'en  dis  autant 

.  de  la  plupart  des  (idvantes. 

Si  deux  Lignes  ou  un  plus  grand  nombre  font 
perpendiculaires  fur  un  Plan  ^jllesfont  parallèles 
entre  elles. 
Wg.  %•         Car  les  deux  Perpendïculâfres  fer  un  Plan  le 
K)nt  néceflàirement  (ur  la  Ligne  CD-  qui  joint 
,  leurs  Points  de  Contingence  fur  le  Plan»  Qr  deux 

Perpendiculaires  fur  une  Ligne  font^aralleles 
entre  eltes. 

Par  la  mcnie'tai/bn,^^iMr  également  inclinées 
fur  un  Pian  &  du  même  fens^  font  aujfi  parallèles^  à 

5r  une  Ligne  qm  tra^viffe  le  Plan  eft  perpendi^ 
xulaire  en^deffas^  elle  tefi  auffiren-deffom. 
Kg.  >.         Et  de  même,  fi  elle  e fi  oblique  ^  elle  le  fera  » 
xn-'dejfoué  comme  en-^deffus ,  avec  cette  différence 
néanmoins  »  que  TObliquité  change  de  côté  9 
'  comme  il  arrive  aux  Lignes  qui  travetlênt  obli- 
quement une  autre  Ligne^ 

4- 

Kg.  10.        Si  deux  Plans  font  parallèles,  &  que  de  Tu» 
^     oa  Ùre  deux  Lignés 'fiir  laùtrev  là  premiè- 
re y  perpendiculaire  >  &  la  féconde  >  pbliquc*^ 


iKTROmCTICm   AUX   SoUDR<  J4^ 

CelU  qui  ejî  perpendiculaire  fitr  un  PUn  tefi  — — ^T 
m/Jt  fur  le  Plan  parallèle  ;  &  celle  qui  efi  ebli-  Lïv.  UU 
tpu  fur  tun  Ceji  également  fur  t autre  en  fent  J;  S»"-  » 
Muèrent  ;  fè"  Us  Angles  alternes  font  égaux ,  &c.   *^*'**'  *^' 

Les  Perpendiculaires  tirées  entre  Plans  paraL- 
ItUs  fint  égales ,  ainf  que  les  également  inclinées, 
•  V(o^  A  (mx.t<{\i'e  deux  Plans,  font  paréUleles  ^ 
lerfque  la  Ligne  jirée  entre  eux  étant  perpendp- 
cutaire  fitr  lun  ,  tefi  aujfî  fitr  f  autre  ;  o»  brj^ 
^'étant  inclinée  fitr  Sun ,  elle  a  fitr  t  antre  la  i 

même  incUnaifin. 

On  jugera  encore  que  deux  Plans  fint  pa-  Hg-  ïi- 
ralleles,  hrfqite  trois  Points  de  t  un  font  égale- 
ment difians  de  tfoit  Points  de  (autre;  pott^vtt 
néamnaint  que  ces  trois  Peùtts  ne  fiient  point 
roftMs  en  Ligat  drtite ,  mais  en  forme  de  Trian- 
gle égal  &femblahU.  Cette  reftriâion  eit  e(Iè(»- 
tielle;  car  deux  Dgnes  tracées  fur  deux  Plans. 
non  parallèles  >  pourroient  l'être  eniïe  elles  t 
|)arceque>  comme  on  l'a  dit>  une  feule  Ligné 
Ae  détermine  pas  le  PlanI 

Enfin,  deux  Plans  étamparaUtles  ,iU  ne  s'api  ' 
prêcheront  jamaie  Cua  dt  f  autre  ,fiiffent-iltpr»-' 
hngés  à  fi/i^i* 


Qfftmsakn  ;Metaphysr^i# 


uii.  uij 


\^É  CHAPITRE   II. 


•  > 


Jt£I!!7CO])rtRE   DES    PLANS, 


»  K.-J 


T.  fîtVfi^ae  deux  Lignes  k  rencontrent  ou  (^ 

JL^soupent»  eiies  ont  un  Point  de  commun, 

lëqiie^  appartiem  également  aux  deux  Lignes» 

Fig.xi.dc   :  Par  bt  même  railbnr  lorfqu'un  Plan  reiicoii» 

13.  tre  ou  coupe  un  autre  Plan ,  il  doit  y  avoir  une 

**  ^   :'  '  Ligne  AB  >  cgjk  appartienne  également  aux  deux 

Plào%  Cette  Ligne  efl:  appellée  leur  caa^mnfÊi 

V  ifm  fila»  eji  perpétdicHlaire  ^  lorppiU  mp^»h 
chefasplu^  a  un  citi  que.  de  Camrc  fur  le  Ptm 
heniçontaL  II  eft  afifë  de  déterminer  p^r-l^ce  <]ui 
le<vendroit  oblique. 

;  Pbisr  Ifuger  4e  là  Perpendicu&irité   où  d^ 
ll&bji^ulté4l'â«tf iPkkii  fur'  un  autm  Vi^^  $l' pm 
examiner  quel  Angle  ils* Ibrmei^t  p^û?  feurùtifod*^ 
P^oK «ttl^ïur  ie' Plttn  ¥ foittirée tmd L^ks  JlG 
perpendiculaire  fur  la^  e^mméne  Sefiiop^^  8t  Sïê 
le  Plan  X  une  Ligne  DC  auiC  pêrpenflûoiilairtf^ 
fur  la  même  cemmune  Sellions  &  k  joignant 
toutes  les  depx  au  J>oitîtG.  Si  Mngle  ECD  eft 
droit  f  les  Pkuis  font  perpendiculàire;3  :  s'il  eft 
aigu  ou  obfup ,  les  Plans  font  obliijuies.   Car  le 
plan  Y  eft  un  compofë  db  Ligjnes  parallèles  à 
EÇi  &  le  Plan  xr,  de  parallèles  à  DC.  Donc 
toutes  les  Lignes  corref^ohdantes  dans  les  deux 
Plans ,  forment  des  Angles  égaux  à  l'Angle  £CD9 
quel  qu'il  foitt 


J 


/ 

Nous  voyons  par*Ià  >  quQ  l'Angle  foftné  par  la 
^   arencontre  de  deux  plan^  tvefl: pas  une  oouvelte  Ji^v*  M- 
«fpéce  d'Angfe  différente  de  l'Anglç  Itniafnr,  J  ^«^^^ 
comme  on  pourroic  d'abord  k  rimaginer*.  Ce    p?^'* 
nouvel  Angle  prétendu  n'eft  dans  le  tond  qu'un      ^ 
amaS:  d'une  iniSnité^  d'Angles  bnéaises  exaâ»^- 
xnent  pojfés  les  u^is.^  coté  de^  autres ,  &  dont  les 
SoQimecs   contigus  fornient  la  Ligne  droite» 
appeUéé  h  ^emmm^  SpSiion  ,.  pendant  que  la 
Somme  de  leurs  Cotés  forme  les  deuac  Pluis. 

L^rifyuH»  PUâ  travcrfi  im  oHtrs  Pùm^Jk   F^g*  </« 
fartH  inférieur^  efi  f^rfendtenlairt  en-defim  ^ 
fi  Iso^fiêpérUu^  efi  prfendkulaire  e^dtjfm  :  & 
fi  léhjkfirkmrû  efi  oklu^  »  ttnfmoBré  àimA  ta 
même  Okliqtfii4  m^deffçks  »  m^iî  dki  eaP^cpp^fi^ 

jiyanpdUêi»  Plans  fjfralkks  ^fiwk  trûifiimt  Fig.  16.  te 
^  ft^rfendieulain  fi^t  tun.  >  il  U  fMra^a^êffi  fità  ^7* 
toHire^;,  dr  s'il  efi ohHqn§  fitr  fnn,ilUfiara  igé^ 
kmfnf  fi^r  t4Htre  »  m¥W. mfim.  emtraifsct.  . 
.;  Par  c<H>réqtreiit;,  i^riMt  Plans,  fam  pamikbsig^ 
krfifiâiis  f^n^mt  être;  çùMéx  fm  tm  tr^ifiènp 
PÎat^  ^erpfinii^mfei  m  tg^ekmeàti  tèiàpi^fim 

Deux  Lignes  perpendiculaires ,  ou égalçiiieiX)  V{%.  \%. 
obliques  en  nséçi^  ten^  fiv  ite  Plonvmfit  nébef^ 
£ûrement  parallèles.  M^$  dtmi  PUns^af^M^ 
csàlairv^i.  pu  égi^UmW-  fikti^rfia^  nm  traifiéma^ 

^j^^proislier ,  (etmwx^ttet  Se  ta  coc^v.  Car' 
lçsPl^^.ço^^p.fpcun(roiiié]me^peuyenfne)  ;^ 

f»  çon^rvec  le  *  même  él<Mgnementj^  qiie'  lés. 
<k*»j  p«epiîe]|e$  JUgotésiliar  Idipsellès:  ik  comn 


I 

! 
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entre  elles,  quoique  moins  éloignées  que  les 
Jiiv.  III.  deux  premières*,  &  ceft  parcequ elles  fe  rap- 
I.  Sbct.    prochent ,  que  les  Plans  n  ont  pas  ide  Parallélit 


Ch^'-  ^^-  me.. 


Je  ine  Contente  d'éftoncer  ces  vérités  fans  les 
<lémontrer  rigoureufement ,  parcequ'elles  font 
'  aflez  claires  par  elles-mêmes.  Mais  il  eft  à  pro- 
|)os  d'approfondir  davantage  ce  que  nous  avons 
idit  en  deux  mots  au  commencement  de  ce  Cha^ 
pitre  fîir  la  commune  Se5lion  de  deux  Plans  qui 
{c  coupent.  Il  eft  évident  que*fi  la  coupe  eft  per- 
pendiculaire ,  la  commune  Sedibn  ne  peut  être 
qu'une  feule  &  unique  Ligne  droite.  Mais  fi 

I  intcrfêdion  eft  oblique ,  les  Plans  ne  fe  cou- 
peht-ils  que  dans  une  feule  Ligne  ? 

Je /çais  qu'un  Plan  eft  déterminé  par  deux 
Lignes ,  comme  une  Ligne  Teft  par  deiix  Points; 

II  eft  certain  que  deux  Plans  qui  auroient  deux 
Lignes  entières  communes ,  feroient  confondue 
Çun  avec  l'autre ,  pour  ne  faire  qu'un  feul  &  uni- 
^e  Plan.  Mais  s'en  Ait-il  qu'ils  ne  puiifent  avblr 
en  commun  la  valeur  de  plus  d'une  Ligne,  & 
fe  couper  dans  la  Largeur  de  pluiîeurs  Lignes* 

,  .  ,*  '  contigiies? 

.  Il  eft  clair  qull  faut  raifonner  (ûr  la  Seâioti 

des  Plans,  comme  (ur  la  Seâion  des  Lignes;  car 

les  Plans  ne  font  qu'une  fuite  de  Lignes  parai-  • 

leles.&  contigues,  &  leur  commune  Seâion 

n  eft  qu'une  fuite  d'interfèftîdns  de  Lignes.  Donc 

^d^i  T  ^^'^"^^^  vrai* d'une  Ligne,  eft  vrai  de  toutes. 

pI  pour  la  ^^  nous  avons  prouvé  dans  la  première  Partie 

II!  Sca.  du  ^  ^^  feconde  Seâion  du  fécond  Livre,  que  les 

IL  Livre*    I^cies  q^  iè  coupent  obliquement  >  fecoupent^ 
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dans  la  valeur  de  plus  d'un  Point.  On^eut  re- 
voir, fi  Ton  veut ,  la  Figure  dont  on  s'eft  fcrvi  Liv.  III. 
pour  développer  cette  vérité.  Aux  Lignes  >  fiib-  ^-  ^^^^» 
(tituez  des  Plans  :  la  condufîon  fera  la  tnéme.       Chap.  II» 

Il  eft  inutile  de  s'étendre  davantage  Air  une 
matière  déjà  (ufElàmment  expliquée.  Mais  il  ne 
Teft  pas  de  remarquer ,  que  fi  la  Géométrie  nen- 
viiàge  ordinairement  dans  le  Plan  que  les  Di« 
menfions  de  Longueur  &  de  Largeur ,  elle  n'en 
exclut  en  aucune  {brce  la  Profondeur  ou  TEpaiP 
feur.  Tous  fes  principes  vont  au  contraire  à  éta- 
blir que  les  Figures  planes  confidérées  comme 
des  parties  intégrantes  de  l'Etendue ,  doivent 
nécellàir^ment  en  avoir  la  troifiéme  Dimen- 
iion  y  fans  quoi  leur  multitude  ne  pourroit  jamais . 
produire  un  Solide.  D'un  autre  côcé>  les  Surfa^ 
ces  ne  feroient  point  Elément  du  Solide,  fi  leur 
épaifleur  étoit  d'une  grandeur  aflignable  :  toute 
Surface  feroit  dès^lors  un  Solide  tout  formé. 
Leur  épaifièur  doit  donc  être  telle ,  qu'il  en 
.£ûlle  une  infinité  poiées  les  unes  fiir  les  autres 
/ans  intervalle  >  pour  faire  le  Solide  le  moittf 
profond.  Donc  1  epaifieur  d  une  Surface  géomé- 
trique doit  être  infiniment  mince  ^  de  même  que 
la  Largeur  d'une  Ligne  &  la  Long^eur  d  ua 
Point  font  infiniment  petites. 


Lïv.  m. 
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c«:rii.      CHAPITRE  ni. 

Formation  des  Angles  folides. 

Oûs  conrtoiflbns  TAngle-pIati  ou  linéaire 
formé  par  rouverture  de  deux  Lignes,  9c 
rcnfferrtant  un  èipàce  déterminé  par  la  pofidoii 
des  jambes  dé  TAngle ,  mais  indéfini  db  côté 
de  la*  Bafe  xjui  n  exifte  pas,  &  qu  on  peut  appro- 
cher ou  éloigner  du  Sommet  à  l'infini ,  fens  que 
l'Angle  changé  de  nature*  • 
Fig.  .19,  Mais  Y  Angle  filfàe  efi  formé  par  U  rtn€tnHt 
tO|ii  ,iz«  de  plujieurs  AnHes-flans  qui  fe jeignem  exaSe^ 
ment  par  leurs  ^coth^  &  qui  réunijfent  leurs  Somr 
mets  en  un  feùl  Pi>int  A  ,  lequel  eft  U  Sommet 
'de  t  Angk  foHde. 

•  L'Angle  fôlide  contient  donc  un  e(pace  rér- 
^miné  de  tous  côtes  par  les  Angtes^âns ,  mak 
^défini,  du  côté  de  la  Bafe  qu'on  peut  appro- 
'icher  QU  éfoïgner  du  Sommet  à  rinfinî. 

Ainfi ,  les  Angles-plans  font  à  FA^gle  Cohàc 
xjii'ils  ïbrtec'nt  par  leur  réunion ,  ce  que  les  Lî- 
'gtics  qui  fe  tèticontreht  en  un  Point,*ft>nt  à  TAn- 
gle-plan.  Mais  deux  Lignes  fùffifent  tdlemeiic 
pour  former  ce  dernier  Angle ,  qu'une  troifié- 
me  Ligne  en  formeroit  un  nouveau  :  au  lieu 
qu'il  faut  au  moins  ttrois  Angles-plans  pour  for- 
Fig.  19,  mer  un  Angle  folide.  Car  fi  l'on  uniubit  feule- 
i^*  ment  deux  Angles -plans,  il  eft  évident  qu'à 

moins  qu'ils  ne  fuCTent  couchés  l'un  fur  l'autrCt 
il  y  âuroij:^  un  côté  par  lequel  ils  ne  ie  couche» 
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roienc  pas  )  &  Tincervalle  qu  ils  laiiTeroienc  en- 
tre eux,  n étant  pas  rempli,  refpace  que  l'Angle   Liv.  HT. 
folide  doit  contenir  ne  (èroit  pas  terminé  de  h  ^^^^* 
toutes  parts.  Il  faut  xlonc  au  moins  un  troiiîéme  ^"A^*  *"• 
•Angle  pour  achever  la  clôture»  &  pour  joindre 
les  deux  premiers  Aiigles-plans. 

.    On  comprendra  aifëment  que  y?  tivis  Angles     Pig«  '9 1 
flans  forment  un  AngU  folidt ,  deux  de  ces  An-  ^  ^  • 
gleshflans  ^pris  enfemhle ,  doivent  être  flm grands 
que  le  troifiéme.  Car  ces  trois  Angles-plans  peu-    Fîg«  ^i* 
vent  être  mefurés  par  des  Lignes  droites  tirées 
à  diftance  égale  de  leur  Sommet ,  lesquelles  k 
joignant  toutes  les  trois  par  leurs  extrémités  » 
formeront  un  Triangle  dont  deux' côtés  pris  en- 
ièmble  ibtit  plus  grands  que  le  troiiiéme. 
:    Mais  fi  ttois  Angle&-pUns  ftiffifent  absolument    Fig.  ^o , 
pour  fontneE  un  Angle  Tolide ,  il  peut  être  formé  *^* . 
far  quatre,  par  cinq^  &  même  par  une  infinité 
d'Anglés-plans ,  dont  Us  Sommets  le  réuniront 
dans  ^n  feùl  Point. 

.  Lefplacè  contenu  dans  un  Aiiigle^plan  V9  toiir  Bg«  ^i* 
jours  len  c^oUTant  depuis  le  S^mtnèc  \  &  cet 
flccroifTemient  left  me&iré  pat  des  Lignes  drolte$ 
tiréesi  '  parallèlement  les  unes  aux  autres  entr^ 
ies  côtés  de  l'Angle.  De  forte  que  fi  Ton^filpp^ 
ibit  ces  côaéê  prolongés,  à  l'infini,  &  touslef 
Points  de  ces  côtés  joints  enfèmble  par  des  Li- 
gnes parallèles ,  on  auroir  dans  ces  Lignes  toutes 
les  Bi^s  poffibles  de  TAngle-plan. 

De  même ,  dans  un  Angle  fblide ,  Te/paçcs 
contenu  entre  les  Angles-pians  va  toujours'  et| 
çroiflànt  depuis  le  Sommet.  Mais  pour  terminer 
wc  espace»,  il  eâ  i vident  .qu'au  lieu  de  Lignes  il 
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Êiut  des  Surfaces  y  9c  que  ces  Sur&ces  feront  des 
Lit.  ÏIU   Polygones  d'autant  de  cotés  qu*d  y  a  d'Angles 
I.  Sect.    plans  pour  former  l'Angle  fblide.  De  (brte  que 
Caap.  HI.  g  Yon  iûpporoit  ces  Angles-plans  proiongés  k 
l'infini ,  &  terminés  par  des  Polygones  patalle* 
les  tirés  à  toutes  les  diftances  du  Sommet  »  on 
auroit  toutes  les  Bafespoffibles  de  l'Angle  (blide. 
FIg.  20  »      Il  eft  donc  manifefte  que  la  quantité  d'Angles 
21 ,  2i.      plans  néceflàires  pour  former  un  Angle  folide, 
dépend  de  la  qualité  du  Polygone  qui  peut  kâ 
fervir  de  Bafe.  Si  ce  Pol/gone  eft  un  Triangle, 
&  que  fiir  chaque  Coté  de  ce  Triangle  on  éieve 
obliquement  des  Angles,  dont  les  jambes  s'j^ 
prochant ,  aillent  réunir  leurs  Sommets  dansuii 
Point  commun ,  l'Angle  fblide  qu'ils  formeront 
iêra  entouré  de  trois  Angles-plans.  Il  en  faudra 
quatre ,  û  la  Ba(e jpol/gonale  eft  un  Quadrikt^ 
re  :  cinq ,  fi  la  Bde  eft  un  Pentagone  s  Se  ainfi  à 
RnffinL 
Rg.  ip.        Suppofbns  maintenant  que  Ton  foit  parrenn 
*    à  cette  Baie  d'une  infinité  de  Cotés,  c>eft-à-diret 
que  la  Bafe  de  TAngle  (bUde  foit  un  Cercle  ,  une 
Éllypiê ,  &c*  il  eft  évident  qu'il  faudra  une  in- 
finité d'Angles-plans  pour  former  l'Angle  iblide 
élevé  fiir  une  pareille  Baie.  Et  comme  toutes 
les  Bafes  poffibles  de  cet  Angle,  en  remontant 
Vers  le  Sommet ,  (ont  des  Cercles ,  des  EUjrpfes» 
bu  d'autres  Polygones  courbes  fèmblables  k  ce- 
lui de  la  Bafe  inférieure ,  FAngle  fera  arrondi 
de  toutes  parts ,  &  les  Surfaces  infiniment  éttoi* 
tes  dont  il  fera  environné,  di/paroitront  pour 
ne  piéfenter  qu'une  feule  Surface  courbe. 
JLorique  l'on  donne  une  Bafe  à  un  Angle  ù^* 
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dCf  on  fait  par  le  bas  autant  d'Angles  (bhdes  » 
que  la  Bafe  polygonale  a  d'Angle»-plans.  Car  L^v.  m* 
cliaque  Angle  de  ee  Polygone,  fe  joignant  à  •?•  ^*<^*-. 
deux  Angles din Triangles  latéraux,  àms-  «n^^^^'    ••^ 
Sommer  commun  ,,il  en  rifulce  un^  e(pace  enfer-^ 
Bèé  dans  tout.ibn  contour ,  c'eft-à-dice  >.  un. An^ 
gle  /blide. 

D'où  ililiit ,  Que  quelque  (bit  lé  nombre  d'An* 
ries-plans  employés  pour  former  un  Angle  (o^ 
lède',  ceux  quir  k  formeront  par  la  Bafe,  ne 
'ferobr  formes:  que  par  trois  Angles-plans. 

Mais  ce  qu*il  importe  encore  plus  cfobrerver^ 
c'eft  que  ,.quelque  foit  le  noipbre  d*Angtes?planSi 
employés  à  former  TAngle  foiide  ^quelque  gran* 
deur  que  Ton  fuppoiè  à  chacun  d  eux  y  jamais  ils 
naHr$nt  tous,  injpmbU  I0.  valeurs  de  quatre  An^ 
gUs  droits^ 

Car  quatre- Aoglcs>  droits  r  ou  fe  valeur  de  Rgr  «4^ 
quatre  Angles  dcoits^^  font  néceffairement  at-* 
rangés^fur  an  Pian  autour  d'un  Point  qui  leur., 
fèrt  de  Sommet.  Si  Ton  marque  ,un  Point  fur  ui> 
Plan ,  &  que  de  ce  Point  Ton  tire  des  Lignes  de 
tous  côtés ,  tous  les  Angles  formés  ptar  ces  Lir 
gnes /bnt  égacBc  ^  quatre  doiMts..  Le  Point  cen* 
tral  ne  pourroît  devenir  Sommet  d'un  Angle 
Iblide ,.  qu'en  s'élevant  au-delTus  du  Plan  ^  &  s'ilr 
3'éleve^>  les  Angle$-plans  dont  iteft  le  Sommet» 
commun ,  fê  croiièront  néceiTairemoA^  le$  uns. 
fiir  les  autres, plus  ou  moins,  fblon  que  le  PpinCr 
central  (êra  plus  ou  moins  élevée 

De  même ,  (î  Ton  afiaifle  fur  uq  Plan  le  Som- 
met du  plus  grand  Ande*  foiide  que  l^ôn-pûille^ 
imaginer  >  les  Angles-plans  qui  le  forment  s'écar*^ 
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teront  néceflairecnent  les  uns  des  aotits  poofe 
Liv.  m.  détendre  fur  le  Plaâ.  Or  leins  ècartèméns  in«- 
I.  Sbct.-    metont  de  nouveaux  Angles-plan^ ,  ^  fcâoE^ 
Cbaf.  m.  ^^^  premiers,  font  égaux  à  quatre  droits.  Dcmc 
les  Angles-plans  qui  formoient  TAngle  fobde , 
ne  moncoient  pas  eniêmble  à  la  fomme  de  qua- 
tre Angles  droits. 

Un  Angle  folide  peut  donc  ^procher  à  fîn- 
fini  de  la  valeur  de  quatre  Angles  droits ,  £ma 
jaimais  y  parvenir ,  de  mêmequ'un  AMle^aa 
peut  approcher  à  Tinfini  de  la  valeur  de  deux  • 
droits  (ans  jamais. y  arriver.  Un'  Angle  obtus 
égal  à  deux  droits,  ceflèroit  dette  Ai^le,  Se 
ne  ^roit  qu'une  Ligne  droite.  De  même  ,  un 
^gle  folide  dont  les  Angles-pians  formateuts 
fèroient  égaux  à  quatre  droits ,  cefieroit  d'êtte 
Angle ,  &  ne  feroit  qu'un  Plan.         -  • 

Ce  rapport  des  Angles  folides  avec  les  An- 
gles-plans  donne  droit  d'appliquer  aux  premiers 
comme  aux  féconds  la  célèbre  divifîon  des  An^ 
gles ,  en  droits-,  johm  &  aigus. 
'  UnAngle-^foUde-droit  eft  celui  qui  (ttoït  for-« 
mé  par  trois  AngUs-flans-droits^,  dont  les  Sonv 
mets  fc  réuniraient  en  un  feul  Point.  Tel  eft 
FAngie  du  Cubé.  Ces  trois  Angles  fe  renron-^ 
^ait  perpentfictfkiFement  par  leurs  cotés  ^  fc 
<^te  Perpendicuhirité  mutuelle  dés  trois  PiaDS 
dônfticue  la  Reâitude  de  T Angle  fdide,  cott^ 
me  la  Perpendfeuiarité  de  deuXiL|^ttes  conflitue 
la  Redit ude  de  TAngle-pla»/'  - 
'■  Par  la  memetfn^logie , rÂn^^  ibbde&ra  aigu, 
ter/que  l©s  Apglés-planb  qui  It-imiXièm  feront 
au-deflTous  de  l4  valeur  de  tpqds  Anj^es  dt^cûts^- 
&  obtué ,  s'ils  A>nc  au-deffus. 
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CHAPITRE  ly.     •  àlî-îv... 

Les  Polyèdres  divijïs  ddns  leurs  dïzrérfes  ejpéces, 

X  faaj:.iMil  îjnqins  trote  L^gj^ie3  pfi^v  rermitier 
_  lun  e^ce-plaj),  Au/fî  le  Triangip,  çfl>Âl  J^  pre- 
ti9Îer  &  Jk  plus  (itiiple  dç  i^oti^  \&^  Ppî/goiies.  Les 
^tr^  0lu9  pf^polës  ne  ùytfi  ,^w^tÇ^i%  <}^e  pai; 
le  nOQsbre  de  teurs  côtés  &  .d^  leurs  Angkis.,  Un  ' 
Qy^rii^e  dt  un  Polygôtîe  ^leyfpÇpfési;  de 
4.Ari^e^  :.W0iPwçagône  j^iîç  Angles  &  5  Cotés.. 
1^  C>^dç,çtîs(ip  eft  uji^  Wl^SP^yp  d'ijr*Q  '^K^fimh 

M^6i  le  .plu$.  fi^iiple  4pJ^P^^^rPo|yë4rçs^a:Fig-  ix*te 
néce(& jjqjiçnt  .qu^rje  Faç^s l  ^.  qsiitrje;  : A9gJ«fc  ^  ^' 
fob4e$é .  Ç?r  6 1*5$»  64f  i?^  Aft^e-^^e  ai^fiC4;rpis 
Angjles-plaus.)  ^  qu!qn  le  d^f miiae  p^x  ifi:ie4a^  ^ 
oette  fefe ,  <]Mi'ne  pîeut  êice  ;qu  un  Triâiigle.b%A 
la  quatrième  Face,  laquelle  ayeC.leÇ'.trqis^iKre^ 
TriafigleS  focq^erg  tcoi^  ^p^ve^u^  kxif^^Cç^u 
des»      '  .  ..'     ^.    .  -'  r  ■    .  '.  '  .  :  ,!> 

NoM$  iivoos-vû  dans  le  C&^kri^  pr^cé4^^y  Fig.  >7» 
que  |S  ja:ftgtfe  d un  Angle  fojifle^^çtgk  un  Qj^fj 
drilaîérç ,  l'Angle  :  4u  Sofaçlp^  f§rpH:  fç^O^  pàiT: 

quatre  AnglesrpU*ïç>  Si^fàmÛ^^^'H^P^V^ 
roit  en  CQUC  5  Façeç  &:  5  A^l^^s  :,.  ji|ue  .^  l«(i%^ 
et  oit  un  f  entagêsnp;,  le  P,olysdr(?  ^wp^.  ^  î^cç^  Rg-  J  «i^ 
&6  Angles^&Taiofiid€;!%He».  -  .  j-  /.-f.i^ 
,  On  pc^rpk  4o!?<;  içj:pirA.ejH^  ft  epptiÇfittint 
de  ce  leg^  fappoçfit>  loiç^^p^  PoJ)F^cp$:«^pi>f?r 
droiQ^  pacfaitem^t  i:d5fti^%.lfg^|)6çe§t^^ 
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Polygones ,  dont  4es  Angles  &  les  Cotés  croiC' 
Ltr.  m.    (ênc  lelon  Tordre  des  nombres. 
I.  Sbct.        Mais  à  quelle  eCpicc  de  Polygones  rapport 
Chap.  IV.  terions-nous  les  Solides  ,  qui  partant  dune 
16  ^^&c  ^  '  ^^^  quelconque ,  confervent  toujours  la  même 
grofTeur  ?  Car  dans  ces  Polyèdres  1  accroiflfèmenc 
des  Angles  eft  toujours  double  de  celai  desCô- 
Fig.  xtf  »   ^és.  Prenons ,  par  exemple ,  un  de  ces  Polyèdres 
27.  dont  la  Baie  eft  un  Triangle  :  cette  Figure  aura 

Fig»  2-  y.     5  Faces  &  6  Anglesr.  Si  la  Bafe  eft  un  Quadrila- 
tère, la  Figure  aura  6  Faces  &  8  Angles.  Elle 
Fig.  2  8 .    aura  7  Faces  &  i  o  Angles ,  fi  la  Bafe  eft  un  Pen- 
tagone ,  &  ainfi  de  fuite.  Par  où  Ion  voit  que 
dans  cette  e(péce  de  Polyèdres ,  Taccroififement 
des  Faces  fuit  la  Raiibn  arithmétiaue  5,6,7, 
^      "        8,  &c.  &  raccroiflèment  des  Angles,  une  au- 
tre Raifon  arithmétique é,  8, 10, 11,  &c. 
'   Ce  neft  donc  que  par  leurs  Bafes ,  qui  ^>nt 
en  effet  des  Figures  planes,  que  ces  deux  e/pé- 
ées  de  Polyèdres  paroiftënt  répondre  à  tous  les 
Polygones  poffibles. 

Je  pourrois  encore  demander,  à  quelle  espèce 
de  Polygones  on  rapporteroit  les  Solides  en- 
"  -  '  '  vironnés  d'une" multitude  de  petites  Surfaces, 
dont  aucune  ne  paroît  plus  qu'une  autre  defti- 
née  à  fervir  de  Bafe  au  tout  ?  Je  demanderois 
encore,  G,  les  Sphères  ne  tiennent  pas  plus  auCer* 
cle^que  les  autres  Solides  qui  ne  rèflèmblent  à  ce 
-  Polygone  que  par  dés  Bâtes  circulaires  ^  Maïs  il 
eft  inutile  de  pouflfer  plus  Ibin  ce  détail.  Il  eft 
éëft^in  que  la  combinaiibn  de  la  rroifiéme  Di- 
meniion  avec  les  deujE  prelhieres ,  doit  multl- 
^iierles  Figure»  poffibles*  D  pd  |è  coqcIus  que 
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fi:  l'on  veut  fuivre  dans  la  diftribution  dés  Fieu- 
ires  folides  l'analogie  des  Figures  planes ,  il  nut  Li  v.  IIL 
prendre  les  chofes  plus  en  grand  >  Si  s^élc ver  au-  ï-  ^'c'*'*  • 
deâiis  des  petits  rapports.  Ckap.  IV. 

Nous  avons  vu  dans  le  Livre*  précédent  » 
Seâ.  IL  Part*  IL  pag.  195.  que  ion  pouvoit 
diftribuer  en  quatre  claflès  tous  les  Polfgones 
poiEbles. 

La  première  comprend  tous  ceux  qui  partant 
d  une  Bafe  quelconque  >  confervent  toufoun  la 
mâme  Largeur.  Tels  font  les  Paraitéiogtammes 
tant  reâangles  qulnclinés. 

La  lècomle  aafle  comprend  les  Polygones 
qui  partant  d'une  Bafè  quelconque ,  vont  tou- 
lours*  en  Ce  retrécitfànt  juiqu'à  ce  que  lesDgnes 
latérales  fê  réuniflent  en  un  Point.  Tels  font  i\ 
les  Triangles*  x^.  Les  Trapèzes  &  tous  les  Qua? 
dnl-âtéf  eâ  iti:ég;\illers  qui  font  dés  Triangles 
tronqués. 

La  troifiéme  clade^  comprend  les  Polygones 
de  plus  de  quatre  Côtés.  Ce  font  ceux  aufquels 
il  eft  difficile  de  déterminer  une  Bafe  ;  parce- 
qu  en  les  pofant  Jur  un  de  ces  Côtés  >  Teipace  va 
d'abord  en  augmentant»  &  enfoite  en  diminuant. 
i  JEx£n  y  Ton  met  dans  la  quatrième  clàffo  les 
Polygones  'd'une  infinité  de  Cotés ,  c*eft-à-dire  > 
c^ix' qui  font  terminés  par  une  ifènie  Ligne  cour* 
be-^  foit  circulaire  >  foik-  ellyptiqoe^  foit  d'une 
autre  forme  :  mais  de  tous  ces  Polygones»  la' 
Géôm&rie  ordinaire  '  ne  confidére  que  léCer* 
de. 

Cette  diftribution  s'applique  admirablement 
aux  Figures  folides ,  en  conforvant  néanmoins 


2^1       GvMAïf  ISmMKnmgm.  ^ 
t  caraâére  eflênriel  qui  dtttegue  la  Sobdid^ 
Lrr.  IIL    de  la  fimpie  Si^>etficie«   . 
l.  Smm.        Car ,  ou  les  Solides  eti  partam  de  leoc  Bfliêv 
^^^*  ^^'  confervent  toujours  la  mcae  fjDotkmi  Se  ctBi 
la  fTcoàmàsÉt* 

Oubieseiipaitancde^fiaiê*  ib  v^^nt  en  dî« 
iBÎinianç  julqua^ficiir  en  Un  feulPoinCy  &  c'eftla 
iêconde  claflè. 

Ou  bien  ib  vont  d'abofd  eiiaug0ieiitanr».& 
caToite  en  diminuant;  &  e'eft  la  croifîéme  cbdSc. 
Ou  bien  enfin ,  ib  £bor 'enmonti&  d'une  Sik» 
£ice  courbe  s  &  c  eft  la  i]uariiéne  clailè. 

JI  eft  maaifefie- qu'il  nj  a  point  de  .'Solide 
quon  ne  piiiffe  rapportetràqiielqutitt.dejCtt 
quatre  cheâL.  Nous  allpns  bs  parcourir  ponr 
nous  en  £3ciiier  iloe  idée  pkis  aetfie» 

'  •  *       -  '      ■  <  ■ 

.  Première  cljtffe.Ms  Pef^dret^ 

LÉS    PRISMES. 

^S'  *  f  >    /^^  Bonne  le  nom  de  PHftv^tam,  PoIjrËcfaes 

^^f  *c.      V-/qvli  i'élevaot  ftr  «n^  Bafeiqwkbnque^  con^I 

fêrveoe  ts^wjbuis  la  mâ»e  groffeuri  comme- le 

Parallékt^ranMorcon&cye  la  oiéiiie  largeur  iîir 

-  iUblc  ileceixe  définition  >  r^  que  tout  Pri^far 
a  deux  Bafes parallèles , lune fupérieure & lauv- 
tre  àxé&fkfixcyx{m  fbht.dte  iPalygônes  fembfe-^ 
bbrà^&régauxk. 


iKiTKocbcTtQir  Ain  SoiietS^        |tf) 

v3^.  <5ue  les  Faces  laréraiiesrdç^  Ptl(m<9fi  ^ni: 

des  Parahélogcanm^ef.  Cdt  ks  ckiti^.  E^es  £(aiic  l-m-  .¥2« 

édfe  pintes  fjne  par  xbs  Lignes  4)8caltelp$!3c  é^  ^T^L*^^ 
I<s  etm^  eHe&  -  Les  Pnfines  onc  xiûnc  autant  ide       ^    - 
Paté}ltélogtatmB£S  enViroanatis  qiié  chaXjae  Baifi 
a  de  Cotés*  .   ~ 

'   î^  Que  le  Prifmc  eft  compélë  d'ime  multi*   Fig.  2;^^ 
tude  de  Traqches.potfgonafes^  ppfots  «xââe-*  2.d« 
iheffl:  1^  unes  'fiir  les  acrtireso  it  par&kjetHeiit 
égafes  &  feoà^hhks  Jiix  deux  Bafel.  Ccti:-4à  te 
qni  Jitiftîngiie'.  effentielkment  le.Prifiirie  de  k 
Pyramide ,  comme  nous  Talions  dire  au  $.  fol* 
rafau  Car  daAsxdle-^ci  les  Tranches  |iatialleles  z- 
imthien  des  Poljrgônes  femblables  à  la  Baie)  .  ^ 

mais  ils  ne  ibnc  {]«$  ^auîê ,  pinf^vlsis  volittou-»' 
joues  en  dimînûanc ;  jctfquk  ce quik Ce  tédvàkat 
au  Point. 

'  On  fe  repié/ente  ikns  peine  Je  Polygone  que' 
donne  la  coupe  des  Prifines.  Si  lavaùpQtÛpar^ 
pa^Ue  aux  Baies  ^  elle  donnera  un  Polygone  égal 
&^ébshbial>le.  Mips  une  coupe  oblique  ne  peut 
donner  quun  Bolygone  plusltUoiigé  ^quoique 
deusnéme  moàniflDe^de  Cotés.  Si  larjcoopc^fl:  de 
haut  en  bas,  &  que  les  iciflîons (è faiiènt  dàns: 
éàksx  iji^nès ;  cotteffHsndafite^  dé? la  fiàiè^  fopé- 
rifeûre  &  de  1  inférieure ,  la  Seâiofi dditétre uni 
Pàialiéiagtamifae  lormé  par  lès  deux  Lignes  la-ï 
t^oraflbsi  Me  pas:  les:  deuk  Lignes,  qui^cotipent  les. 
Bafes.      .•        '   ■   •'.!■'"  •";  ■■  :::,::  :      — 

ki^  l>iânTe adroit jlorlqoe'TAxeeftperpén-  ^ip  19^ 
didolsirefor  lesdèoxBa&stileftincIiné^loriqiie  io.       .v  g 
rjbcie  eil  ablliqij?..0n  si^eBë/..^^^ 


i't 


droite  qui  jofait  le  Centre  des  deixt  Bt« 
ttr.  m.  Tes  :  &  le  Coté  du  Prifine ,  une  Ligne  droite 
I.  Sbct.    tirée  d'un  Point  pris  dans  le  Périmètre  de  la 
Gkap.  IV.  g^  fiipérieure  >  au  Point  corre^ondant  de 
^'  ^*      Finférieure  :  &  comme  les  deux  Bafes  font  natal* 
leles  ,  le  Côté  du  Prifme  eft  toujours  égal  à  f  Axe. 
Fig,  %9 ,       La  Hauteur  du  Prifme  le  mefure  par  une  Per- 
!?•  pcndiculaire  tirée  d'un  Point  quelconque  de  la 

Bafe  fupérieure ,  lûr  l'inférieure ,  prolongée  s'il 
en  eft  befoin.  Cette  Perpendiculaire  eft  égale  k 
l'Axe  &  au.Coté,  fi  le  Prifme  eft  droit  j  &  plus 
courte  que  f  un  &:  l'autre  >  fi  le  Prifme  eft  in- 
cliné. 
Vig.i9èc  Le  Prifme  droit  a  pour  Face»  latérales  des 
9  o.  Paralléloerammes  reâangles  &  perpendiculaires 

fiir  la  Ba^.  Mais  s'il  eft  incliné ,  une  partie  des 
Faces  fera  des  Reâangles  \  &  l'autre  partie  r 
des  Parallélogrammes  inclinés.  C'eft.  ce  que 
l'inlpeâion  '  des  Figures  éclaîrcira:  mieux  que 
tous  les  dilcoursv 

Si  les  Bafes  d'un  Prifine  droit  font  desFoly*- 
gônes  réguliers  >  les  Parallélogrammes  environ* 
nans  feront  des  Reâangles^  égaux  ^  &  inégaux  r 
fi  les  Bafes  du  Prifine  font  des.  Polygones  irré« 
guliers.. 

-  Le  Prifine  tke  fe^  diveries>dénominationrd& 
la  forme- des  Pol/gones  qurlm  iêrvent  de  Bafos^ 
Si  les  BàCts  font  des  Triangles ,  des  (^adrilaté- 
res  3  des  Pentagones ,  des  Exagâne&y.  &c.  le  PxiA- 
me  /èra  triangulaire ,  quadrilatéral ,  &c. 
fi^  2f  de  Mais  entre  tous  cei?  Prifines ,  lé  quadrilatét aS 
|o»  méfite  -une  attention  particulière  >  lorfi]u'il  é 

pour  Bafe  un  Parallélogramme.  Le  Prifine  alors* 
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frend  le  nom  de  Paralk'iipipédc.  Ce  qui  fimifie 
4]ue  non-feulemenc  (es  Baies  font  des  Parsdlélo*  Lxr.  III. 
grammes  égaux»  (èmblables  &  parallèles;  mais  ^-  ^'^'^* 
^^ue  des  quatre  Parallélogrammes  envitonnans»  ^f'»  ^^* 
les  deux  oppoiés  (ont  auUî  parallèles  &  égaux. 

Si  la  Baiè  du  Parallélipipede  droit  eft  un  Rec- 
tangle ,  on  pourra  dire  que  le  Parallélipipede  FIg*  a>. 
eft  reâangle ,  &  que  tous  les  Angles  Iblides  font 
droits  i  conmie  étant  formés  chacun  par  Tunion 
de  trois  Angles-plans-droits  9  ainû  qu'il  a  été 
expliqué  ci-deflus. 

Si  la  Bafe  du  Prifme  droit  eft  un^uarré>  &  Fij.  |t^ 

Îue  la  Hauteur  foit  égale  au  Côcé  de  la  Baie»  le 
Parallélipipede  éft  un  Cuke ,  dont  les  6  Faces 
ibnt  des  Clartés. 

Lorique  le  Prifme  a  pour  Baie  un  Polygone    FIg«|2| 
d  une  infinité  de  Cotés ,  un  Cercle  >  par  exemple»  ^  ^  * 
il  quitte  le  nom  de  Prifine ,  &  prend  celui  de  Cjh 
Umlre.  Or  il  eft  ailé  d'appliquer  au  Cylindre 
toutes  les  propriétés  eflentielles  du  Prifine. 

i^  Le  Cylindre  eft  environné  de  Parallélo- 
grammes dont  k  Largeur  eft  infiniment  petite^ 
4c  dont  les  Baies  £>nt  Ips  Côtés  infiniment  pe* 
cits  du  Polygone  circulaire. 

2^«  On  y  (bftingue  encore  plus  ailémenr  que 
dans  les  autres  Prifines  un  Axe  >  des  Cotés ,  une 
Hauteur  perpendiculaire.  U  peut  d'ailleurs, 
comme  les  autres  Prifines,  être  droit  ou  incliné» 
3^.  Le  CyMndre  doit  être  compoC  d'une  infi* 
nité  de  Tranches  circulaires  parfaitement  égales 
aux  deux  Baies ,  &  pofées  les  unes  fiir  le$  autres 
fuis  intervalle. 

4*  Si  l'on  coupe  le  Cylindre  patidlélemeot  tig»  i4* 


atux  I^UsSi  ià  Seâton  donnera  un  Cercb  pacfiè- 

jLiHr^  m.  tement  égal^  &  ce  fera  un  Cet cie  allongé ,  c'eft- 

I.  SfiéT.    ànlire»  une  EUypfè,  G.  laSeâion  neft  pâsp> 

<!iiA)^4  ÏV'.  |.al[ele.  Une  Se<Stion  du  haut  en .  bas  par  éeax 

Cordes  correfpondantes  dans  lés  Baies»  don*» 

nera ,  comme  dans  les  autres  PriCnes ,  un  Pa- 

-    raliélogramcne  formé  par  les  Côtés  du  Cylindre, 

&  les  deiix  Cordes  des  Bafes*  Mais  fi  la  Seâimi 

ne   pafibit  pas  par  deux  Cordes  correfpoa^ 

dantes  des  Baies»  on  auroit  une  Fi^re  piane^ 

dont  deux  Côtés  oppofes  ieroient  (kux  Lignes 

ikoites  parallèles  *,  &  les  deux  autres  »  deux  Li* 

gnes  courbes  en  forme  d'Arc  ellyptique». 

^g*  3  f  •        5°*  ^^  P^^^  concevoir  k  gpiération  du  Cf¥ 

lindre  par  la  rotation   d'un  Paraliélogramme 

reâangle,  <^e  par  cette  raitbn  on  appelle  ^^' 

Mr4t€Hr. 

Soit  le  Reâangle  ABCD.  De  coi»  les  Points 
de  AS  pris  pour  TAxedu  Cylindre  9  /b|ent risées 
à  tous^  les  Pointsde  CD  des  Perpeadiculaices  t/A 
feront  ien  même  «ems  <  parallèles  asq;  Baies.  C A , 
BB^  Quion  fsile  enfiiioç  toimkar  lé  Bjeâan^ 
autoui?  de  TAxe  AB  co^time  Sic  iin  PrrDt  isatEo» 
bile  :  le  Cylindre  iera  formé  par  cette  vévah» 
tion;  La  Suif  ace  latérale,  par  la  Ligne  GD'rles 
deux  Baiêsi»  paries  Raions  égaux  AC ,  BDl  Enâi 
toutes  les  Tranches  ckcdmj^  doçr  le  Cjrbadrt 
eft  compofé^  par  les  Paralldies  aux  deux  BaSa 
tbattoui  le  l^eâangie  âftixmvm. 


j 


•m,  -^^ 
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$.11. 

le!s  ptramwes. 


LtT.  m. 

I.  Ssct. 


UN  Solide  )  qui  s'éjevânt  fiir  un  iWfgoM  Fig.  3^.  ac 
queicooquequilui&rtcleBai^^V'âtoujoufs  ^^* 
en  diminuant  >  eft  appelle  Pyramàdt*  S'il  «élevé 
|ufi]u*à  le  terminer  en  un  feul  Point,  la  Pyra- 
doiide  eft  enciiere  :  s'il  refte  en-deflbus ,  la  Pyra- 
mide eft  tronquée  En  la  codciâuaiit ,  A  (etCM  m& 

On  voit  pQr-4à  que  la  Pyramide  eft  parrsA  les 

Solides  ce  que  le  Triangle  eft  parmi  Us  Polygd- 

(Hes^  de  que  la  Pyramide  trente  répond  àult 

«Trapèzes  &  aux  Quadrilatères  irréguliers. 

.  il  eft  vrai  que  les  Triangles  ne  ^pc^te^v^ntavidir 

rx^ois  Cômv  &  iquau  'e^nti^aire  te  boimb^ 
Faces  de  la  Pyramide  peut  varier  à  finfîttf» 
Cela  vient  deeeq[ue  rAngle-^ph»  ne  peut  ûtm 
ibmsé  qHie  paie  téeàx  Li^iti^«  $  au  lieu  que  f  M^ 
fblide  peut  être  formé  par  un  grmd  notime 
5l?Aiiglies-plans.  A  cttM  ^âtirence  prè^ ,  ta  Py ra- 
amdé  tient;  teleintar  éa  Triang^  y  qu'on  pourw 
'Éaàc  Vâppe&er  on  3M»f^k  fiUde.  Et  en  enbt ,  jk 
^eaxepci<»n  de  k^BafeNqin  peut  être  un  Polygone 
"^petccoique ,  tônfiosles  Faces  des  Pyramides  ibot 
«néceftairement  <<k6  Tf  lan^^  Car  l<es  Côrés  d^ 
la  Baie  polygonale  donnent  des  Baies  linéaires  à 
xàm  ies  Angles^jdans  qui  ^oi^mé^nt  l'Angle  iblide . 
^  Sostuiiec^  ^otei^^Ba&àqiètilfef  Roseaux  -> 
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1 

I 

J 
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deux  Côtés  de  l'Angle  plan ,  forme  un  Tri^- 

.  Liv.  III.  gle. 

1.  Sbct.       Les  Pyramides ,  ainfi  que  les  Prifines ,  tirent 

Chap.  IV.  igm-g  noms  de  la  forme  au  Polygone  qui  leur 
Fte.  îV   ^^  ^^  ®^*  ^^^  '  ^*^"  appelle  Pyrjtfnîde  mjMi- 

)7  5  <»  J  9*  £^^^^^^  «  ^^^^  ^^'^^  ^^  ^^  ^^  ""  Triangle  :  quéir 
drémguUire ,  celle  dont  la  Bafe  eft  un  C^adrila- 

tére  :  ventagonaU ,  txagonaU  »  C^c.  celles  dont 

la  Baie  eft  un  Pentagone  >  un  Éxagône  >  &c^  £n« 

fin  >  on  appelle  Cône ,  celle  dont  la  Ba(e  eft  un 

Polygone  d'une  infinité  de  Côtés ,  c'eft-^nlire  > 

un  Cercle,  une  Ellypfê»  &c.  Mais  de  toutes  ces 

eipéces  de  Cônes  >  la  Géométrie  ordinaire  ne 

confidére  que  ceux  dont  la  Ba(è  eft  circulaire. 

Le  Cône ,  ainfi  que  les  autres  Pyramides  »  eft. 
environné  de  Triangles.  Mais  ces  Triangles  étant 
iiifiniment  étroits,  ne  paroiftènt  que  des  Lignes» 
dont  famas  (èmble  former  une  teule  &  unique 
Surface  courbe  fans  Angles,  comme  la  Ligne 
circulaire  paroît  n'être  qu'une  feule  Ligne,  quoi- 
qu'^elle  (bit  compoiée  d'une  infinité  de  Direct 
tions  différentes.  Ainfî ,  le  Cône  eft  dans  la  cla& 
des  Pyramides,  ce  que  le  Cylindre  eft  dans  celle 
des  Prifmes. 

La  Bafè  du  Cône  étant  un  Polygone  d'une 
infinité  de  Côtés ,  donne  des  Baies  linéaires 
à  tous  les  Triangles  latéraux,  dont  la  multitude 
infinie  forme  la  Surface  du  Cône  :  &  ces  Trian- 
gles dont  la  Baie  eft  infiniment  petite,  vont  tou- 
jours en  k  retrecii&nt  )uiqu  au  Sommet  comf 
mun. 
flg.  I S  ft  La  Pyramide  peut  être  droite  ou  inclinée.  Elle 
#••  €&  droite  «  locique  la  Pointe  eft  élevée  perpen* 

diculairement 
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>di€«4attétâêtië  &}i  le  Pbiti^milieu  de  k  Bâ<e-,  & 
inclinée,  lorfquela  pointe  ne  répona  qu'obli^  ^iy-  UL 
queîtiçrit  foi?  ce  Point-milieu.  '       r  •  ^^"\ 

^    Ori  ftonime  j4xe  de  la'Pytamide,  la  Ligtiç       ^^^jj^^' 
droite  tirée  de  la  poitïte  du  Sbmmét  au  Centre    ^d  j  ^.  ^ 
de  la  Bàfe.  Ceft  de  ia  Perpendicularité  où  de  41.  ' 
robh^uiré  de  cette  Ligne ,  ^ue  dépend  la  reô- 
titùde  (jui'inclinaifon  de  la  Pyramide. 

Lorfque  l'Axe-  eft  perpendiculaire ,  il  mefiire 
la  Hauteur  4e  la  Figure.  Mais  lorfque  FAie  efi: 
oblique  ,  la:  Hauteur  eft  expfrimée  par  une  Pet- 
pendiculaire  abaifTée  du  Sommet  fur  la  Baie, 
prolongée  s'il  en  eft  befoin.  Il  n'eft  pas  nécefl&ire  FIg.  40 , 
•d'avertit  que' tout  ceci  convient  au  Cône  com-  4X. 
<ne  aux  autres  Pyramides.        '  .,    .    - 

Le  C^/t/'dè  laiPyramide  feprend  quelquefois    Fig-  ^u 
pour  un  des  Triangles  latéraux  ABC  \  &  quel- 
quefois: p^t  une  Ligne  AH  abaifTée  perpendi- 
culairement du  Sommet  fur  la  Baie  BC  dé  1^ 
de  Ce5  Triangles.  Mais  il  n  eft  guères  queïtion 
du  Câ^/des  Pyramides  ordinaires.  Celui  du  Câr 
xie  droit  eft  d'un  plus  grand  ufage.  CeftûrieLi-' 
gne  droite  tirée  âa  Sommet  de*  l'Angle  à  la  Cir- 
cca^i^efice  de  la  Bàfe  circulaire.  Dans  te  Cône    Fig.  39. 
droit  toutes  ces  Lignes  latérales  fbcit  égales ,  p^- 
cequ  elles  font  également  obliques,  fur  la  Baie» 
&  egalenient  diftànte^^le  l'Axe  perpendiculaireL 
-    i^sk  capacité  d'un  Triangle  eft  parfaitement    Fig.  41 1 
remplie, fî  depuis  le  Sôihniet  juïqu'à  laBafe^  on  43* 
le  couvre  de  Lignes  parallèles  à  celle-ci  ;  &  ces     ^ .       ^ 
liignes  vont  en  décroiflànt  depuis  la  Bafè  juf^ 
quw  Sommet;  Si  le  Triangle- eft  ifbcelle,  le 
décroîflement  fe  fait  des  deux  Cotés  eo  m£mt 

Aa 


il 


KsôShu  L^:déQroi0è)P9enc  ne  iècapa&iî  i^égMlki 

h  SEcr»        On  compréndraj^îÊfMac  qe  qui  remplit  1  el^ 

•^^^- ^^  fMfcce:dttne  Pfram^el  eà  fnb^totnant  aux  Lignes 

5ig  44.   ^ï'f *^fe  <i>^  Tr^ttfbçfi  to&wm^nt  minces  po- 

\/   4iefipàraîyicm0n(ibf?iudesfiitlesaucre$>&lans 

^f  rtalle  depui»  Ja  Ba%  jMfijS'au  gommée  :  en- 

fbrte  ^e  très  Ttancbes  ^i«iiioueot  di?  grandeur 

4HoQ  une  Raifbn  <]uek;Qn<|ue. 

j  .  Si  le  décroi(Ikneht!  des  Tranclies  .paraUeles 

«ft  ^n  Raiibn  ^^e  de  tom  <mh  >  W  Pyramide 

fiR,  droite  >  &  repoad  au  Trianigb  ifeceUe.  :Ma8 

,  - ,  ^  t    «fi  le  décroifleméut  fê  fait  inlg^len^tnç ,  la  Pyra- 

"^  ru  iiiîdeeft inclinée ^&xépond ^11  Tfimglefcsdè^ 
.%•  4f*        Il  ^it  de-Ià,  que, fi/ f en  cmpe  wt^  Pyrdmiic 

f^fygin^  farfdftfmf^.^mi^lakki  mate  d autant 
f  W  petit ,  que  h,  f^o^  aura  ^  êpM^  phis  prêt 

,    Mais  fi  la/eâjon  de  1»  Pyramide  n^était  pas 
liarallele  à  Ja  B^  ^  eile  préiènteroit  un  Poly* 
Î0ne  plus  alio^éïi  de  même  nombre  de  Côtes, 
mais  nullement  :iemblai>le  à  la  Ba(èw 
■■^,  Si  Ton  coujpe  la  Pyramide  de  haucenbds  par 
1«  Sommet ,  la  ieûioq  '^a  un  Triangle  formé 
jm  deux  Lignes  latéraks^  &  paj:  Ja  Joigne  de 
teiûÎQft>daos  U  3êfe  de  U  Pyramide. 
iA.'jAff3!liquon«ti)Mtçierf^  cane,  la  plu$.  impor- 
BmFt  de  toutie*  fcp  Pyr^mfctas*   ' 
Fig.  4^.    ^  La  feâion  dû  C^i:^^  parjdlékttietit  jl.iâS^ 
^  un  Cercle  plos  p^Ut.  que  celm  d«^  la  Baie}  A: 
dlamatit  pius  petit  i^  ta  &â&oii  wrft  ^é  j&ite 
plusxpm  du  SoiaiMC^.  .1  ..._-. 
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Si^ia4eâioti  neft  pas  paraUele  à  laïafe,  on . 

aura  une  Elfypfi ,  Polygone  plus  allongé  que  le  Liv.  III. 
Cerclé.  .  I-  Sect. 

La  fèdtion  <fun  Cône  par  le  Sommet  donne  ^^^^'J^* 
un  Tciâhglé  formé  par  deux  Côtés  du  Cône  &   p|*     '^ 
par  la  Ligne  de  ici/lion  dans  ia  Bafê  circulaire.        *      ^ 

La  iëftiort  du  Cône  ])arallélement  à  fA%t ,   Fig.  47. 
donne  ufte  Courbe  connue  fous  le  nom  d*/5K- 
ferbole. 

On  auroit  une  autre  Courbe  nommé  Parabole^   Flg.  ^U 
il  la  fedion  étoit  parallèle  au  Côté  du  Cône. 

Ces  deux  Courbes ,  &  l'Elfypfe ,  font  les  trois 
célèbres  Serions  coniques.  Elles  he  font  pas  du 
refTort  de  la  Géométrie  ordinaire.  ' 

Il  ne  nous  relie  pfus  qu'à  faire  comprendre  la   ^8*  4^' 

Génération  du  Cône  droit.  Pour  cela  foit  un 
rîangle  reétangle  ASC.  Suppofons  que  fur  tous 
les  Points  de  SCon  élevé  des  Perpendiculaîreîs 
terminées  au  Côté  SA.  Toutes  ces  Perpendicu- 
laires parallèles  à  la  Bafo  AC  vont  en  diminuant 
jufeu*au  Sommet ,  ^  remplilïent  exa^emeîit 
içmacè  du  Triangle.  • 

Maintenant  faifons  Êilre  k  te  Triangle  une 
révolution  entière  autour  de  la  Petpendiculai- 
Te  se ,  comme  fut  un  pivot  immobile.  Le  Cône 
droit  fora  formé  par  ce  mouvement.  La  Ligne 
ÎC  fera  TAxe ,  &  le  Point  S  le  Sommet.  La  Sur- 
face conique  fera  décrite  par  lobliqué  SA.  La 
Bafe  circulaire  par  le  Raïon  CA  -,  St  toutes  les 
Tranches  parallèles  dont  le  Cône  eft  compofe , 
pâT  le^  Raïons  parallèles  au  Raïon'  CA. 

Ce  Triangle  eft  générateur  du  Cône ,  commç 
le  Parallélogramme  reûangle  eft  générateur  du 
Cylindre.  Aa  ij 
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tkam 


IIL 


Troifiéme  clajfe.  JP^lyëdvfs  àfiieetef. 

LEs  Solides  à  faceies  font  ceux  >  qui  po(^  /ur 
une  deleuw  Faces  prife  pour  BaÇb»  s'ilevent 
en  augmentant  de  volume,  &  vont  enfiiite  en 
(è  rctrédCr^nt.  Nows  avons. dit  ùjt?e  ces  Polyc- 
'drés  répondent  aux  Polygones  plans  de  .plus  de 
Quatre  Côtés. 

'  '  Mais  fi  ces  Polygones  fournîflcnt  peu  aux 
Ipéculations  de  la  Géométrie ,  iios  Polxcdres 
4e  la  troifiénie  clafle  y  fourniflTent  encore  mains, 
Çe.n'eft  pas  qu'on  ne  puifle  imaginer  des  Soli- 
des à  facetes  -varies  à  Tinfini.  Mais  s'ils  font 
irrëguliers^  la  Géométrie  ne  peut  avoir  d^  prife 
Kur  eux ,  qu'en  les  partageant  en  Pyramides  & 
en  Prifmes  :  de  même  qu'on  réduit  les  Surfaces 
jrrégulieres  en  Parallélogrammes  &.enTri|n- 

giès.  ;      - 

^  Il  B  y  a  donc  que  les  Solides  réguliers  à  fa- 
cetes qui  poiirroiént  fixer  notre  attention.  Mais 
c*éft  ici  que  nous  fentirons  notre  indigence* 
Tout  Polygone ,  de  quelque  hombre  de  Côtes 
^u*on  le  ïuppofe ,  peut  être  régulier  5  parce- 
qù'âyàht  un  Cercle,  je  puis  en  partager  la  Cir- 
conférence en  alitant  d'Arcs  égaux  qu'il  me 
plaira ,  &  par  çbnféqijent  inforire  d,an?  ce  Cer* 
Vie  le  Polygone  régulier  que  f  ai  dans  Te/pri^ 
Au  lieu  que  Ton  ne  peut  trouver  que  cinq  So« 


que  1  on  ne  peut  trouver  que  cinq  So« 
fîdçs  vraiment  réguliers,  copame  on  le  verra 
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dans  finftant.  Encore  de  ces  cinq,  il  y  en  a  un 


de  la  première  çlaUe ,  &  un  aiftre  de  la  féconde.  Liv.  III^ 
Refte  dôhc  trois  iSolides  réguliers  à  facetes  pour  "Jt  r?^^'  ; 
répondre  à  llnfinité  des  Polygones  réguliers  dc.^^^^*  ^^* 


plus  de  quatre  Corés 

Quand  on  parle  en  Géométrie  de  Figurèç 
régulières,  y  taut  toujours  entendpe  unç  régii^* 
larité  pàfaitè.  Vn  Triangle  îfôcelle ,.  un  Paràl-f 
lélogrâïtime  rectangle  >  ont  une,  certaine  régu- 
larité. ÏI  en  eft  de  même  du  Cône  &  du  Cyliiidre. 
droit ,  auUi-bîen  que  des  Pyramides  &:  des  PriP'. 
mes  dont  toutes  les  Faces  environnantes  font 
égalés.  Mais  la  régularité  n*eft'qu*imparfaite^ 
à  moins  quQ,  les  Cotés,  ïés  faces  &  les  Angles,' 
ne  foient.  âb(Slument  les  "mçiiies  dans  toute  Xdi 
Figure. 

Les  Polygones  ne  font 'vraiment  réiguliers-àué 
par  régalite  dé  leurs  Cotés  &  dç' leurs  AnelesV 
Auflî  de  tous  les  Trîangfes  &  de  ipuste'sX^^a- 
drilatéres ,  il  n'y  a  de  réguliers  que  le  Triangle, 
équilatéral  &  le  Qùarré.  De  même  un  Solide  ne 
peut  être  abfolum'ent  régulier  qiûavec  les  deui^ 
conditions  foivantes.  i**.  Qùè  toutes  fés  Faces , 
Y  compris  les  Bafes ,  foiént  des  Polygones  égauiû 
&  réguliers,  i®;  (^e  les  Angles  îblides  foient 
formes  par  fç  mêiiie  nombre  d'Ajnglesi-plah^ 
égaux  entr*eut.  "  , 

.  Or  il  n'y  a  que  dinqSohdesqulpuiflentréu?^ 
nir  ces  deux  Conditions:  fçàvoir,  le  Tétraèdre  ^ 
V'Exaédfc  ;  VOaMre ,  lé  Dodécaèdre  ^  &  17co- 


S.  in.. 


t.  il 


faédre. 

Voyons  d'abord  qu^lj  Solides  on  pourroit 
conftniitè'avtr  des  T^ângfe^  équilâterâur  dfe 
mcnae  grandpur*  '  A.a  iij. 


M    "ji^ 
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■  . ■  ■  J  .1.  '       * 

Lxr.  m.  JE  conçois  que  (on  peut  former  un  Angle 

I.  SBCT.    folide  avec  trois  Angles  de  Triangles  équilaté- 

^'c^it/^*  raux.  Car  chacun  de  ces  Angles, n'étant  que  de 

Fi2,  jô,    ^°  Degrés»  les  trois  enfenu>le  ne  font  que  de 

i8o,  valeur  fort  inférieure  à  celle  d^  qii^e 

Angles  droits.- 

Ces  trois  Triangles  équil^téc^i;  forment  par 
leurs  Ba(ês  un  nouveau  Triangle  équilatéral> 
égal  &  femblable  aiuc,  crois  premiers.  Par  coo* 
iequçnr.)  il  fe  formera  i^  cette  Ba(è  triangulaire 
trois  nouveaux  Angles  foUdes,  dont  chacun  fera 
formé  par  trois  An^es-plans  de  60  pegtés.  Donc 
le  polyèdre  aura  ^uaure. Angles  ibliaes  égaux» 
&  quatre  Faces  égales  Se  (emblabl&s. 

Ceft  le  Titraéart  ou  la  Pyramide  régulière  > 
qui ,  comme  Ton  voit ,  appartient  à  la  feconde 
claue  des  Solides  »  plumt  qu'à  la  troifiéme.  On 
ne  peut  la  mettre  au  râfjg  des  Figjjrçs  à  faceies  » 
due  pasceque  chaque  Face  peut  être  prife  indif- 
féremment pour  Ëa/ç,  fens  qu*ij  arrjvç^  aucun 
changement  dans  là  ftgùrç,  fpit  poucf^.forwCx 
OK  pour  la  Hauteur. 

Fig.  ji.  Kji^  peut  aulïi  former  un  hx\^^  ïblide  avec 
quatre  Triangles  équilatéraux  d^  niçm^e  ,  gran- 
deur. Car  la  valeur  de  quatre  Anglçs  de  ces 
Triangles  n'eft  qucr  de  140,  Dçg^és^ 

Ce^  quatre  Triangles  bornes  par  i^ne  Çafe 

qùarrée,  formeroiént  une.  Pyramide  ouadran- 

{ulaire.  Mais  au  lieu  delà  terminer  aîun>  ii  on 

ui  addofle  une  Pyramidç  égalc.&  de  m^e  for-' 

me  „  il  en  réfultera  un  ?oIy«dre  àiacçtçs  ^ffe^uel 


lu 


ImntoDVcnciN  '  Ainr  Smui'&i'       fij^ 
«ira  6  Algies  follde»  èpnx  »,  ^  pour  SaBf$  8 
Tdangies  épaterai»  de  «àâtoe  gtaiideuiu  Ccft  Uv.  ai 


3- 


Oft^p.  lY 


N  peut  eococeformeir  m  Aude  Ibfic&raireo  pji^  ,]['^ 
cinq  i^gles  deTriaoi^ei  éifullatéraal  »  dont  la 
valeur  rie^iie  de  )bo  Degrés^  Oren  j^ignanc 
k  ces  cinq  Tipàngles  amant  id^aiiciàs  de  mêtncr 
forme  &  ëe  même  grandeur  qu'il  en  faut ,  pour 
^e  tous  les  Angles  de  iaifigucé  feiesMf  fôirméf  .  '  '■ 
par  cîfoq  Angles  plans  de'^o  Degr&khacun  >  il 
ea  ré&dtera  tm  Pc^ëdml^fiseteb,  lequel  au» 
Il  Axifiles  fo&des  égaixy  &:  pour  Faces  %àt 
TTÎahg^siéqfailacéraux.  C^  l'iBêfiiédreé 

Mais  un  ne  peut  foidaec  £àn^  iolide  avecr 
&x  Tria^gles^équilatéraux^l  parcelliser  fix.de  oos 
Angles,  font  ^o  rDe^rés  vmvB^  de  quatre^  An«^ 
gles  droits^  Ces  Gx  Angles  ne  peuvent  anroir  u^ 
,  Sommet  :  bonmuiii  que  fiitun^Plati.  Ainfi^  le 
Triangle  équllatéf al  ne-peUttfoœiet  que>le8^tcois 
Poljëdses  précédcns. 

Epsfeaù.Qtncré*,  &^  je  vois^que  «rois  Qnar^  Flg^  jf^ 
rés  é^aux  peuvent  former' un  Ang)efolide.  Joi» 
gnant  donc  trois  autres  Quar rés  é|;aux  aux  troià 
premiers,  il  en  réiutrera  un  Poijrëdke ,<  lequel 
aura  8  Angles  éjgauK  v&  pour  Faces  y  6  Quarrés^ 
Ceft  YjEx^'dre  ou  le  Cii^evr'iièftchÉrqoeqtixcté 
Ang^  (fe  Qtiarrés  étant  quatre: AngW droits^ 
ne  penrenc  fê  réunir  dans  un  Sommet  comiirai» 
que  fiir . un.  ]?l«p ;  8c  par  coinlequent,  quefe- 
Cube  eft  le  feul  Solide.  ^  puKTe  acre  cooftmîit 
wec  dç&^^uakéstf     j  ' 

Àa  iv 
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^  Oo  Voit  ao  «ftr  qoe  leCube  nepntfaftr 

Liv.  m.   pour  un  Pdf  édte  àuceces,  que  parceqùe  Ton 
1.  Sbcx.    peuj  prendre  indiffiremment  pour  Bafe  celle  de 

^f  ^m^*  ^^  ^^^^  ^"^  ^^'^  voudra  s  lins  qu*il  arrive  au- 

•    cun  changemient  daœia  Hauteiu:  &  dans  lafbr- 

me  de  la  Figure.  Car^d^aàUeurs  il  eft  tnanifirftff 

<Mie  ce  Solidb  apparôeot  à  lapremiere  claflêi& 

n  eft  autre  cho^e  (pi'mi:  Par aliéUpip^e  radier* 

U  Quarré  )e  pafle  au.  Pentagone  r^ulier: 
L'Angle  de  ce  Pofy'g&ie  eft  de  1 08  Degrés. 
Ainâ  ^^crois . de:  csr At^jlès  peuvent  fermer  un 
Angle  folide.  A  ct^  t;n>is  premiers  Peotagdnes» 
joignant  fix  autres  de  ihéme  grandeur  éx  ban- 
de ,  &  enfuite.trois  auofes  en  Pointe ,  Ton  aura 
un  Pôlyëdre  à  facet^s^  lequel  fera  compoiS  de 
^o'Anglesfobdes  égaux  &  de  ir  Faces  penta- 
gonales  régulières.  C^\t  DoMcèëdn.  .. 
'  Quatre  Anglesidu  Pentagone  régulier  mon- 
tant à  ifji  Degrés^^lon^  au-deftus  dékiraléur 
de  quatre  Angles  droits  ;  &  par  coirTéquént  ne 
peuvent  être  joints  dan&  un  Sommet  commua 
«'  *  même  fîir  un.P|9n.  A-  piitiB  forte;âifiBÛ!iàetpeur 
vent-sils  entrer  >  dansi  la  csonftrudiion;  <d  ua^ Aôgle 
Iblide.  '  -:        S 

l  Trois  An^es  :de  TExagôno  régulier  valent 
imatre  droits.  *Car  chacun  «ft  de  t.^  Degrés* 
ils  peuvent  donc  !s-arranger  autouTxd'unrSoinmèt 
comnuAi,  maisiêulement  fiir  on  Plan; Doiitc  ils 
ne  peuvent  entrer  ikils  dans  la  formatton^  un 
Angle  folide.  On  ne^peut  à  ^us  forte .  i^aàbn 
conftruire  des  Aogks  folidôsl  mie  -à^s  Angles 
plans  d'£ptagone$  réguliers  odàc^^^^w^^ 


d-utt  plus  grand  nombre  de  Cotés.  Donc  if  ne 

peut  jr avuit  Jautres  PdjrëdrcsTégutieis  ^e  les*  LMt.  III. 

ckiq  que  nous  venons  de  décrire.  ^'  •^•ct. 

Pour  les  faifir  avec^plès  db  facilité  fans  Ce  fa-  ^^^^^" 
tiguer  rimaginacipn ,  il  eft  à  propos  de  les  avoir     *•     '^ 
en  relief,  àinfi  que  la  plupart  des  autres  Figures 
ibiides.  J'en  joins  ici  le  développement  > à  laide 
duquel  on  les*pourra  conflxuire  ibi-mcme  avec 
du  carton. 

A.propriété  la  plusr:impadiaiïjte  des  PoIycV 
dres  réguliers»  ç'^A  dîavQîrr  jivcc  la  &)héce  le 
Wfitt^  Rapport  que  l^  Polygones  réguW$cJQiiCî 
areï:lê  Cejtdie»  c'eft-:à4icetvque.ces  Solides  j)ew» 
xeAt  être:iiiicnt$^  ou  :ipîrcpDlçr|ts  à  la  Spi^> 
comme  ks  Polygoneè^le  peinent  être  au  Cençle, 
.  En  eâejt ,  l'égdité  parf^tp.  des  Angles  folides, 
SkUj^pdwn  uniforme  de9  Fâqes  égales  &  fem*. 
blablçs  ç|é^ntrent  dans  'le  Sadide  cdmngketdansf 
le.^lMjfgdiie  régulier  j  que  la  Figujre  a  un  Cet^re  ,  >  .  t 
commun.)  épaiemem  éloigné  du  Sominçt  de 
CJi^uc^,  Â^^  >  &  du  Centre  de  chaque  Façe^. 
L^  l^l^^titées  du:%nj;£e  commun  auSom- 
m^nlç^  Angles  font  les^graodsIUïons  ou  R«K»«i 
obliques  :,&  les  Lignes  tirées  du  même  Cetîtce^ 
^aiM  Centre  deis  Faces  j  font  les  petits  Raioôs  ou 
Raïons  droits*  Donc  un  Solide  régulier  peuteHQi 
ihCc€K  dapst  une  Sphéréquiaiiroit  pour  Raïtn  $ 
le  Raïon  oblique  de  la  Figure.  Donc  le  même.^ 
SpUde  poufroit  être  circonicrit  àla^phéce»  qui 
pour  IU^n>  aurait  le  RaiOQ  droit»:        ..>  >  • . 


17$  r      QtmmtxM  MwMmn^pË^ 
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,  jQMOtrwm  çlâft  dês  Palyëdris.  La  Sphère 


I. 


n; 


'Ous  mettons  dans  kr  quatrième  &.derniere 
daffe  les  Solhfas  tteminés  par  HM  Surface 
\  On  en  peut  conctvok  ime  lofinké  s  car 
l4(  €Diitl>uce  de  1»  SwÊice  eft  autaMc  fiifceptibk^ 
Â  Yaiiarions  i)(ie  la  couiWce  de  laLigne*  Mais 
la  Cécmérrie  fiitiple  iquî  fe  borne  à  la  féide  L»' 
1^  circulaire,  ne  eoofidéreaufli  parmi  route» 
fes  Surfaces  coorbes^  poffibles^y  que  celle  qui 
cotsjfcive  uite4intf&rii»céparfaltedatt«^tM[^ 
éreiuhié ,  e'efl>'lhdlrev  U  S^rfaee  fpliériqut. 
rig.  rf.  '  £^ ^hétemk  Globe  «/?  ^/^r  i^  SÙMfW^ 
Pané  far  um  fiuiê  Surface  cmtrki  àont  fém  Us 
Jhtmuj^t  digatênaMt  éUig^s  i[unPûin%  cpnrééU 
^Gette  fd&  génét^te  naus^  ptéfeâc^  iléjà  «a 
Ri^q»6rt  ttèsHa^lme  entré  la  Sphère  $s.  leOr« 
aie  :  &  nous  en  conclurons  d'abord ,  i^»  que  /j 
Sfhén  ifi  parmi  les  Fi^ru  falidis^  i^e  que  k 
C0f^ti:  tA  pjitrm  lis  fiffires^planes* 
e  iP^  Que  ùt  Sphérê  ^^m  Pêlytdr^  ^w^  isdi^ 
mé^dè'JPMis^  ctmm»  UCwrcU  ej^unPéfygMe^ 
é$^€  èfi^té  4k  Cités.  Car  la  même  raifon  c(A 
ne  permet  paa  die  confidérer  la  Ligne  circulaine^ 
comme  coAipofee  de  Points  indivifibles ,  &  qui 
nous  oblige  de  lare^der  comme  un  Polygone 


L 


dofiç  I^  Côtés  £bnt  inôtùment  petiu»  dok  nous 
faire  conclure  que  la  Surface  de  la  Sphère  eft  U^.  ill.' 
compose  <f  une  infinité  de  faceces  ii^iç^ai  ^^  ^^^* 
pègres.  C»^y^^ 

)^  Que  la  Sphère  eft  un«  Figure  auffi  régut*  ^ 

liere  dans  Ion  ztntCs  que  le  Cercle  Teft  dans  le 
^en.  Car  une  leule  Lignje  dr.oiie  «-un  ièul  Raïoa 
tiré  du  Centre  à  un  Point  quelconque  du  Béc^ 
métré  détermine  inyariakl^ent  la  grandeisr  dt 
liinê  &  de  l'autre  F^re  vi^e  qu)  fait  le  caup» 
teré  Spécifique  de  la  parfaite  régularité*  *    - 

2.  •  : 

A  gé^i^ration^  de  U  Sphère  nous  fera  c^m^i 
prendre  encore  plus  p«rfi}itemeot  ùt  natucie  & 
tes  rapports  avec  je  Cercle. 

,  Soit  le  demiOercIeADB,  dont CeftleCciM  %•  f ^- 
tfçt  ;  (oit  le  Diamètre  AB  pris,  pour  A^a&  :  de  roua 
Ie&  PpitM;^  de  l'Axe  A>|enc  éleVées  de»  Perpea* 
diipulairf^s  terminées  à  la  demi-Circonférence- 
AQB*  ta  Perpendiculaire  CD  eft  Raïon  da  Cer^ 
dg  ^  &  les  wttes  Perpendicukiies  (but  des  der 
mi^Çct^des  p^r^lkles  entre  elles ,  d<Mkt  ïnim* 
couvre  tout  l'elpace  du  demi-Cercle. 

Après  cette  préparation»  fi  l'on  fait  faire  uOev  ^z-  $7$ 
révolution  entière  .^u  demi-Cercle. autour  de  f^« 
l!Axe  AB  que  je  fuppofê  immobile,  la  Spbire 
(éra  conftruite  :  la  Surface  par  la  demi-Circon-; 
férence  ADB^  &  la  Solidité,  par  les  demi* 
Cordes  parallèles ,  Raïons  d'autant  de  Tcanehei 
circulaires  de  différente  grandeur.  ^ 

Il  fiiit  de  cette  formation,  i^  que  iâm Us  •  Rf.  js. 
Raions  de  U  Sfhérc  fint  éganêx.  Car  la  Surface. 


ftà  GflOMSTRIB  MéTXPHYStQtJE. 

de  là  Sphère  n  eft  autre  chofe  que  la  denii-OE|> 

£rv.  tll;  cotaftrence  répétée:  le.  Centre  èft  le* 'même» 

!•  SïWTi    i>ofic^  toutes  les  Lignes  droites  tirées  du  Centre 

^^^v*^*  à  la  Surface  font  égales  dans  la  Sphiéte  cominfe 

^•*^"     dWi^  lé  demi^CercTe.    '  V'-    . 

•-*  Par  la  même  raifon  les  Diamètres  de  la  Sphère 

fini  éiaux*,  puifqùè  dans  'la  Sphère,  comme 

diins  lé  Cercle,  les  Diamètres  ne  font  <jue  des 

doubles  Raïons.  Donc  encore  on  peut  prendre 

polir  Axe  de  la  Sphère  tel'  <fcs  Diamètres  que 

Ion  voudra.-    .      v  .;  .  .  ^  :-  --  ..  ;  -  ..^   <  - 

On  appelle  Axe  de  la  Sphère^  une  Lignée  dfoitt^ 
qUê^i^H^un  Point  de  la  Surface  a  t autre  Peint 
cppofè^  e^  pajfant  par  le  Centre ,  &  autour  dé  la-' 
4fuelle  on  juppofe  que-la  Sphère  tourne  ou  peur 
'  •'  ■  w«welr«  Car  lorfqu'un»  Globe  tourne ,  il  jr  a  au 
milieu  une  Ligne  qui  ne  tourne  point,  ou  îquri 
ne  tourne  que  fur  eite:méme ,  &  autour  dé  W 
quelle  toutes  les  partifes  du'  GJobe  font  leur  ré- 
volution. On  appelle  Pôles ,  les  deux  Points  ex* 
trifnes  de  cette  Lfgne.  Ces  deux  Points  font  for 
là  Surface  de  la  ^hère  également  éloignés  dit 
Centre.  - 


;  j   c 


Fig.  j7 ,   JL/Ans  la  révotutioit  de  notre  demî-Gerde ,  fe. 

f  V  Raïoft  CD  a  décrit  un  Cercle,  dont  le  Centre 

eft  le  même  que  le  Centre  de  ïa  Sphère.  Les 
autres  Perpendiculaires  for  l'Axe  ont  -décrit 
d'autres  Cercles  dont  Je  Centre  n  eft  pas  lé  Cen- 
tre de  la  Sphère j  mais. un  autre  Point  quelcont 
que  de  TAxe. 

X 11  dl  évident  que  le  Cercle  décrit  pârleRaïo» 
CD  eft  plus  granîd  qu  aucun  de  ceux  qur^font;^ 


D 


I 

hi'nfix>verKm  '  aux  Sqiibi9«      *  98  f 
décrits  par  les  demi-Cordes  parallèles.  Car  le 
.^^on.CD  eft  plii» grand  qu'aucune  des  demi-,  iav.  HL 
,C<w:des.  Il  y  a  donc  deux  ibrtçs  de  Cercles  dans   ^*  Sbct. 
la  Sphère:  les jpviW/^  qui  onr  un  Centre  com-  ^^'y ^^^ 
mun  avec  la  Sphère  i  &  les  petifs ,  dont  le  Centre 
«ft  un  Poinr  quelconque  de  TAxe* 

Tosié  ks grands  CercIA delà Sfhérefint  donc 
égaux:  les  petits  fint  iC  autant  plus  grands,  quiU 
fint, plusjfrès  du  grand  Cercle;  &  d autant  plm  , 
petits  qu  ils. font  plm  près  des  Piles*  Enfin  ^mx 
fetits  Ceriftes  finJ^  égaux  lorfqu  ils  font  à  égaU 
dijtance,  ou  ^u  grand  Cercle  ou  des  Pâles^ 

Eux  grands  Cercles  ne  pewuent  être  p4rallê^  Flg*  K« 
Us  dans  la  Sphère.  Car  un  Diamètre  queicon-* 
^ue  étant  pr{$  pour  Axe,  il  07  a  que  le  Raion 
.CD  qui  puiiTe  décrire  un  grand  Cercle.  Toucç 
^utre  Perpendiculaire  fur  1  Axe  ne  tracera  qu'un 
petit  Cercle. 

..  ;,TPar  conlequent  i  deux  grands  Cercles  de  la  !?%•  W 
Sphère  doivent  neceffairement  fe  couper.  Or  dçs 
qu'ils  iè  coupent ,  us  (e  coupent  par  la  moitiés 
.Car  leur  Centre  étant  celui  de  la  Sphère  >  il  doit 
(e  trouver  au  piilieu  de  leur  commune  SeElim^ 
laquelle  par  confèquent  Hl  un  Dkunétre  :  au  lieu 
que  les  petits  Cercles  peuvent  fe  couper  en  parties 
inégales.  Ceft  ainfi  que  dans  un^  Cercle ,  deux: 
jDiarnétres  ne  peuvent  être  parallèles,  &  fêcouF 
pôit  toujours  en  deux  également ,  à  la  diâéreii^ 
.>cc  des  fimples  Coird^ 

Ônfçait  encore  que  le  Diamètire  partage  Iç  Kg^  T^t 
X^çxd^  ^n  .deuxiparti5is^ales^  &ia Corde,  en  J7»J<»^<'» 
4eux  parties  Inégales^.  ^4  5^^       efi  de  vém 


>ée  en  dêHX  Hémijfherts  igaks  far  un 

Liv.  m.  '^Niini  CwrtU  \  &  fAT  les  petits  Cercles ,  en  deux 

I.  8BCT.   pmiêns  inezâks.  Ctt  le  Raïon  CD  qui  décrîr  le 

*^*^^iy '^*  grand  Ccrde,  partage  le  demi-Cercle  Généra- 

^*  tfur  ert  deux  Arci  égaux.  •  L'Arc*  fupérieur  & 

TArc  inférieur  produifent  donc  chacun  une  Hé« 

Yni/phérè  par  leur  mo&vement  de  rotation. 

Fig.  ;^t  iôiHâeuhe  des  Perpendiculaires  fur  TAxe  AB 
%%.  décrivant  un  Cercle ,  il  eft  évident  que  la  Sphère 

eft  cotnpofëe  d  autant  de  Tranches  circulaires, 
qu'il  y  a  de  Points  dïuis  PAxe.  Ces  Tranches 
commencent  d'abord  par  un  Cercle  infînioient 
l^tit ,  que  l'on  peut  regarder  comme  la  Bafe  : 
les  Cerclés  augmentent  en  montant  jusqu'à  ce 
<]u'on  parvienne  à  la  grande  Tranche  formée 
par  le  Raïon  CD  :  après  quoi  ib  diminuent  jui^ 
^Q^  ce  qu'ils  finiflfènt  au  Pôle  par  un  autre  Cei^ 
de  infiniment  petit. 
•f  %.  CI .  Ôr  comme  u  ttj  a  dafts  la  Sphère  aucun  Dit- 
Dfiérre  qui  ne  puifle  fervîir  d'Axe  :  aucun  Point 
^if  la  Surface ,  qui  ne  pui^  fervir  de  Bafe ,  il 
is'Mitiit  que  ttmte  fiSiûn  de  U  Sfhere  par  nH 
flsm ,  en  épie Upu fins  quelle fiit coupée ,  préfhh 
fera  toujours  un  Cttcle.  En  effet ,  tous  les  Points 
de  la  Circonférence  de  cetfe  feftlon  font  égt- 
temetit  éloignés  du  Centre  de  la  Sphère.  Donc 
<  du  Point  cenrral  de  la  Sphère  on  tire  une  PeN 

Endiculaire  iur  cette  (eclion  ^  la  Perpencfiof- 
re  tombera  fur  un  Point  également  éloigné 
de  tous  les  Points  de  laQrconfôrence.  I^  con- 
fêquent ,  la  Circonfthrencc  de  la  (câioa  eft  une 
Qrcorifèrence  de  Cerdet 


IlftitÔOUCTlOM   AUX   SOIIDM.     ,       jSj 

%J  £3  Segment  de  Sphère  tfl  itite  portion  fiUde  tivj)ii 
rètrkachh  4*  Lt  Sphçre  ,  &  armtrife  entre  im  '■  **=*• 
Gtrck  qiuktn^uf  é(e  ta  Sphère ,  &  mr  partie  dç  ^*,!' ^' 
>  Sitrfitee,-  -  Fli.  is. 

Çotmppff  p,t}  ne  dpnpe  p?s  le  pom  de  S^gmtat 

au  demi-Cercle  fëparé  par  un  Diamètre  >  mais  ' 
Jeulçfnpui^ilAtQ  fep^ic  piir-i^e  Ççakf  c^.ne 
do'tine  aum  le  n'oin  de  Serment'  dé  là  Sphfte 
qu'à  I4  ppjtion  filpsriie  pgp  le  Pign  d'un  petit 
-CeicI^,  La  partie  de  Ia~Surface  coiftbe  quicoq;- 
vre  le  Segment,  cft  nommée  Cahte Jphiritj/êi. 

XJtt  Setteur  de  U'Sphe're  efi  un  Solidfi  terminé  Flg.  fi, 
danifflpartie  infériettre parune  Cahte Jphéri^m 
^ptibti  fert  fonx^e  de  Bafi,  &  dans  fit  partie 
fia>éritnre  par  t^e  Sttrface  conique  dont  le  Sommet 
■efi  ^  Centre  de  la  S^h/re- 

'■-  0n  fôpçbit  aifémenrïa  conftruilion  du  Sec-  Hj.  jA.. 
leur ,  pat  la  t otation  de  FArc  EB  >  coippris  en- 
tre les  Raïons  CE ,' CB  daps  ie  demi-=CercIe 
générateur^  Par  où  l'on  voir  que  le  Semeur  eif 
£qmd«fê  i".  if  un  Segment  ptôduic  par  le  mou- 
raent  de  l'Arc  ËB  &  de  la  demi-Cotde  EF ,  aù- 
tout  de  la  partie  FB  de  l'Axe  de  la  Sphère, 
i".  D'un  Cône  dfoit  donc  le  Sommée  eftenC» 
dont  la  Sutface  ç\\  décnite  par  ia  rotation  dui 
Raion  CE  ,;dont  l'Axe  eft  \^  partie  CF  de  l'Axe 
de  la  Sphété,:&dont  la  Bafe  éftle  Cercledictit 
pat  la  révolution  de  la  demi-Corde  FE. 

Enfin,  l'on  appelle  Zôpe  de  la  Sphère ,  la  par-    Vig.  ;t. 
tie  de  la  Surface  cemprtfe  entre  deux  Cercles  p'a- 
rallelet,  laquelle  entoure  la  Sphère  çommt  4f*n* 


^t^        Geoustrib  Métaphysique. 

^'^'^*     Après  avoit  tracé  cette  notice  générale  de  U 

^LiT.  HL  nature  &  la  formation  de  toutes  les  Figia-es 

n.  SicT.  folides  que  la  Géométrie  confidére ,  il  eft  teins 

d'emtet.dans  un  examen  plus  approfondi  de  leur 

Surface,  de  leur  Solidité  &  de  leurs  Rappons.  . 


SI 


SECONDE  SECTION. 

Mtjkre  dt  la  Surface  des  Solides. 
les  Solides  n'éioient  environnés  qu.è  de  Sur- 


_  '&ces  planes»  il  ne  ieroit  pas  plus  difficile  de 
œeltirec  leur  fupetficîe ,  que  celle  des  Polygo- 
nes oïdinaires,  dont  nous  avons  traité  dans  le 
livre  précédent.  Mais  trois  Polyèdres,  Içavoir, 
le  Cône,  le  Cylindre  &  la  Sphère  font  envelop- 
pés d'une  Surface  courbe ,  fur  la  mefure  de  la- 
quelle nous  n'avons  point  encore  établi  de  prin- 
cipes. D'ailleurs,  il  ne  lêra  pas  inutile  de  cher- 
cher des  voies  abrégées  pour  évaluer  &  réduire 
^  quelque  Surface  Hmple,  cette  multitude  de  Po- 
lygônes-plans  qui  bornent  de  toutes  parts  les 
autres  Solides.- 
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CHAPITRE  PREMIER.     ÎLlî?!: 


Mefure  de  la.  Surf  Me  des  Frijmes. 


maammÊm 


§.   I. 

Surface  du  Prijme  droit.     , 

V* 

I.  .    : 

LE  Pri/me  droit  eft  environné  de  ÎParalIélo- 
gf  ammès  re<5tangles.  Chacun  d'eux  a  pour 
mefure  le  produit  de  fà  Bafe  par  (a  Hauteur* 
Mais  la  Hauteur  eft  la  même  pour  tous  dans  un 
Pri/me  droit  \  &  la  même  que  celle  du  Prifine. 
Donc  on  aura  le  total  de  la  Surface  de  tous  ces 
Parallélogrammes  en  multipliant  toutes  ces  B^ 
les  linéaires,  c'eft-à-dire, le  Périmètre  entier  de 
la  Baie  du  Prifme ,  par  la  Hauteur  même  de  ce 
Solide. 

En  effet ,  le  Prifme  eft  compofé  de  Tranches  ' 
polygonales ,  égalée  &  lêmblables  à  la  Baie  *,  & 
le  nombre  de  ces  Tranches ,  quel  qu'il  puifle 
être>  eft  déterminé  par  le  nomore  des  Points 
contenue  dans  la  Ligne  de  Hauteur  perpéndiv 
culaire  du  Prifme.  Ayant  une  Bafè  quelconque^ 
&  une  Ligne  quelconque  perpendiculaire  fur 
ce  Plan  -,  h  l'on  fait  mouvoir  cette  Bafe  juiqu'au 
haut  de  la  Ligne ,  le  Prifme  fera  formé  >  fa  So- 
lidité >  par  le  mouvement  de  toute  la  Bafe  >  Se 


$.1. 
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f,i6        G£o>i^Tit.i]B  Métaphysique. 
a  Surface,  par  le  mouvement  ^u  Périmètre. 

Liv.  lU.  Donc  lalSiirïace  <lu  Prifme  n  eft  autre  chofè  que 
■H  XL  Sbqt.  le  Pàrim^qre  de  U]&afe^ri^auta^t^  fois  qu'il 

CffAP.  I.  y  g^  )Iq  Points  4anè  là  Ligne  de  Hauteur* 

^  ^'  D'ailleurs  p  fi  .l'on  fait  mouvoir  une  Ligne 

perpendiculaire  le  long  du  Périmètre  d'un  Po' 

Ijrgone  «quelconque ,  il  eft  évident  que  le  mou- 

N.  vement  de  cette  Ligne  formera  la  Surface  en- 

Mronnante  d'un  Priune.  Mais  il  eft  évident  auffi 
<|ue  la  Perpendiculaire  eft  répétée  autant  de  fois 
<ju  il  y  a  de  Points  dans  le  Périmètre  ae  la  Bafe. 
Donc  la  Surface  du  Prifme  droit  ejl  U  frodm 
ÀH  Périmètre  de  fa  Bafe  par  la  Ligne  deja  Hau^ 
teur.  Dquc  cette  Surface  efi  égale  à  unfeul  Rec^ 
tattgh  t  dpnt  la  B4fi  feroit  le  Périmètre  de  Id  Bajc 
frifm^tifiHç  étendu  en  nne  feule  Ligne  droite, 
a^  dont  U  Coté  feroit  la  Hauteur  même  du  Prif- 
nie» 

^îj.  <f I ,       Le  dèyelpppemerit  de  là  Surface  du  Prifme 

^3.  rend  c/îJte  vérité  iênfible  aux  yeux.  Tirez  une 

JUignie  droite,  indéfinie.  A  Textrémité  de  cette 
Ligne,  éleyjess  une  Perpendiculaire  égale  à  la 
"Hauteur  du  Prifine.  Par  lextrémitè  /ùpérieure 
4h  cette  PeJÉp^ndiculaire  menez  une  Parallèle 
indéfinie  à  la  I4gne  iioférieure.  Appliquez  enfiiite 
fuv  çGf  det|x  Lignes  la  longueur  des  Côtés  de 
la  Baie  pr ifinatique ,  &  joignez  les  deux  bouts 
par  une  Ligne  droite  :  vous  aurez  la  Surface  de 
i^U3  les  Reâangles  nartiels  qui  envirotoencle 
£rïfine.  Pour  ccHnpleter  la  valeur  4c^.  toute  la 
Boëte  prifinatique  >  il  ne  s^agiroit  que  depindre. 
.  au  grand  Redangle  déjà  trojuyé  »  ^a  valeur  4es' 
deux  Baies  »  ou  plutôt  du  daubl»  db  Tiioe  des. 
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deint ,  puif^^Ues  font  égales  >  ce  qui  n  eft  pas 
difficile.  Liv.  III. 

Si  le  Prifine  droit  avoit  pour  Bafe  un  Poly-  Jî^^^^^* 
gône  régulier,  l'opération  (èroit  encore  plus  "  " 
facile.  Pour  avoir  la  valeur  des  Reâangles  en- 
vironnans,  il  fiiffiroit  de  multiplierle  triple,  le 
quadruple ,  le  quintuple ,  &c.  d  un  des  Cotés  de 
la  Bafe  par  la  Ligne  de  Hauteur. 

L'on  auroit  encore  plus  aiiément  la  valeur  de 
toute  la  Surface  cubique.  Car  ce  Solide  étant 
contenu  dans  Gx  Quarrés  éeaux ,  toute  la  Sur- 
face eft  égale  à  un  Quatre  lextuple  de  l'un  d'en- 
tre eujt-)  «&  ce  Quarré  fextuple  n  eft  pas  difficile 
à  trouver. 

t  ^• 

JLrA  Superficie  du  Cylindre  droit  ne  donne  pas    Fig.  ^4< 

plus  d'emb'ârraâ  que  celle  des  Prifines  ordltiai- 

res.  Les  èe}ix  Bafès  font  connues.  Il  eft  âifë  de 

les  rédutre  à  un  feul  Cercle  5  &  Ton  (çaîc  cctor 

xïient  il  îaiit  sf  prendre  pour  trouver  à  peU  {fcès 

te  Re(Skfa%l'e  égal  au  Polygone  circulaire;    ' 

A  regard  de  la  fuperficie  courbe  du  <>fît^ 

dré,  i!  eft  évident  qu'elle  eft  compolëe  d'Uné 

Mifinité  de  Parallélogrammes  redangles  infiM-' 

Aient  étîfditSfi  dont  les  Bafes  font  les  Côtés-  ihfi- 

nHhéhi  jf^tits  de  la  Bafe  circulaire  du  Cylindres' 

8c  dork  la  Hauteur  eft  la  même  que  celle  de  ce 


TSfdUé  l^àSnai  dé  tous  les  Rèâiâhgtes  eft  égal  âd 
l^ùit  ciâ-tiot^  des  Bafes,  c'eft-à-dire,  de  la 
Circonférence  de  la  Baie  eylindrique  par  la  Hau- 
teur de  la  Figure* 

BbiJ 
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D'ailleurs  il  eft  manîfefte  que  la  Surface  cour- 

ttv.  ni.    be  du  Cylindre  eft  produite  par  le  mouvement 

II.  Sect.   de  la  Gircôiiférenee  de  la  Bafe  >  le  long  de  la 

Chap.  I;   Ligj-jç  .^e  Hauteur ,  ou  bien  par  la  révolution 

'       du  Rectangle  générateur  de  cette  Figure.  Oç  il 

réfulte  de  la  preriiiere  conftruélion ,  que  Ton 

Oiukiplie  la  Circonférence  de  la  Bafe  par  la 

Ligne  deHaut^Mf?  &  de  la  féconde,  que  Ton 

niultiplie  là  Ligne  de  Hauteur  par  la  Circonfé- 

tenik  dfe  la  Bafe.  Donc  la  Surface  courbe  du  Cy» 

Undre  efi -é^ale  au  RcBangU  qui  auroitTnimt 

Hauteur  que  le  Cylindre  \&pour  Bafe  une  Ligne 

droite  égale  à  la  Circonférence  de  la  Bafe. 

Ceft  ce  que  le  développement  de  cette  Sur- 
face préfente  fenfiblement  aux  yeux.  Si  Ton  fend 
*  ^  o  légèrement  Je  Cylindre  par  le  Côté  perpendi- 
ciuai^,  &<jne  l'on  étende  fur  un  Plan  la  Surfece 
enlevée,,  qxï  aura  néceflairement  le  Redtangic 
qttfbwws  venons  de  défigner,»  • 

wjiQF^ue.le  Cylindre  droit  a  -pour  Hauteuc 
Je  Diamètre  de  fa  Bâfec,  on  trouve  tout  d'un 
coUp'ia  valeur  totale  de  4a  Boëte  cylindrique. 
Çai:  la  Surface  du  Cercle  eft  le  Produit  delà 
Circonférence  par  le  quart  du  Diamètre.  Donc 
la  Circonférence  4Tîultipliée  par  le  Diamètre 
^ntier.  donne  un  Cercle  quadruple  -pouirla  Sur« 
Èiçe  courbe  du  Cylindrç  :  ajoutez-y,  les  deux 
Ççrcjes  égaux ,  Bafes  du  Cylindre,  vousaui^ez 
pQur  la  Surface  toi;ale  un  Certlê  fesçtuple  ^t  U 
T^k  circulaire ,  que  Xon  peut  r^dwif e  i^.  I^eç^ 
çanglc ,  autant  qu^il  eft  poffible,  pajr.  les;  yioiqs 
prppofées  dans  k  Livre  précédent*  .•      .,..     > 
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n.  sbct. 

§.    II*  Chap.  L 

S-Ifc 
Surface  des  Prifmes  inclinésm- 

LA  Surface  des  Prifiiies  incfinés  n'èfl  pas  fi 
facile  à  mefurer  que  celle  des  Prifines  droits* 
Dans  ceux-ci  les  Parallélogrammes  enviromians 
font  redangles  :  leur  Hauteur  eft  la  même  que 
celle  du  Prifine  :  au  lieu  que  dans  les  inclinés , 
les  Parallélogrammes  ne  f^nt  pas  tous  reâan- 
glèsj^  &  leur  Hauteur  n*éft  pas  celle  du^Ptifiner 

Donc  pour  avoir  la  Surface  d'un  Prifine  in-  Hg.  ^^ 
chné ,  il  faut  mefurer  chacun  des  Parallélogram- 
mes environnans  en  multipliant  ià  Ba(e  par  (k 
Hauteur  perpendiculaire.  Je  àis^fa  Hauteur^  Se 
Bon  celle  du  Prifine  j  &  c'eft  à  quoi  il  faut  bien 
prendre  garde.  Car  ces  Parallélogrammes  peu- 
vent être  Redfcangles ,  quoiqu  inclinés  fur  la  Bafe 
du  Prîfme,  &  peuvent  être  inclinés ,  quoique 
perpendiculaires  fur  cette  mêhie  Bafê. 

Si- le  Prîfme  efl  un  Parallélipipéde ,  Topera-  Fig.  Cf^ 
tien-  eft  plus  fîmple.  Car  alors  chaque  Parallé- 
logramme efl  égal  à  Ton  oppofë  :  les  deux  qui 
font  dans  lé  fens  dej'înclinaifen  du  Pcifme  font 
reâangles;  &  les  cfeux  autres  ont  pour  mefkre 
le  produit  de  feur  Bafê  par  la.  Hauteur  du^  Prii^ 
me. 

A  regard  des  Bafès,  il  eft  dÎMr  qu'elles' ne  d^ 
férenc  pas  des,  Baiês^  du  Prîfme  droit. 

Rbuj 
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Nous  prouverons  dans  la  Seâion  (Idvame 
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Liv.  m.   que  le  Prifine. incliné  eft  égal  au  Prifine  droit 

II.  S8ct.   de  même  Bafe  &  de  même  Hauteur.  Mais  cette 

Ch AV.  ï.   égalité  de  Solidité  ne  conclut  pas  pour  Tégalité 

*•  de  Surface.  Il  eft  évident  au  contraire  que  la 

Surface  du  Prifme  incliné  eft  plus  confidérable 

fiuc  celle  du  Prifine  droite  &  cela  ne  doit  pas 
urprendre ,  puifoue  le  Parallélogramme  incliné 
eft  égal  au  Parallélogramme  reâangle  de  même 
Baie  &  de  même  Hauteur  ^  quoique  le  Périmè- 
tre du  premier  Toit  plus  grand  que  le  Périmètre 
du  fécond. 

En  vain  Ton  objefteroit  que  le  nombre  des 
Tranches  prifinatiques  eft  le  même  dans  Tua  & 
l'autre  Solide  5  &  qu  ainfi  puifque  l'amas  de  ces 
Tranches  forme  de  part  &  d'autre  là  même 
Solidité ,  l'amas  des  Périmètres  doit  auffi  de  part 
&  d'autre  former  la  même  Surface. 

Cette  difficulté  peut  paroître  infoluble  aux 
partifàns  des  Elémens  indivifibles.  Car  fî  les 
Tranches  prifmatiques  n'ont  aucune  Profondeur, 
les  Lignes  qui  les  bornent  n'en  auront  pas  da- 
vantage. Or  en  ruppotant  même  que  de  parcilla 
Lignes  arrangées^  les  unes  auprès  des  autres  fans 
intervalle puiflent  former  une  Surface,  conçoit- 
on  qu'un  même  nombre  de  ces  Lignes  fera  des 
Sujc/aces  plus  ou  moin$  grandes  ? 

Mais  la  difficulté  diijsaroît  fî  l'on  donne  à  nos 
Tranches  une  épaiflèur  infiniment  petite.  Cat 
alors  chaque  Tranche  fera  un  véritable  Prifme 
de  même  nature  que  le  Prifme  total  :  droit ,  fi 
celui-ci  eft  droit  :  incliné)  fi  celui-ci  eft  incliné. 
Or  dans  la  Tranche  droite  la  coupe  du  bord  eft 


perpendiculaire  :  eile  eft  oblique,  8t  par  coûfé^ 
quenc  plus  grande  dans  la  TrâKid^eindinéevc'efl>  tiv.  lït 
*-dire ,  d^  les  deux?  fens  <ie  nnclitiaîfonr  Et  ^  ^^^*- 
c'eft  par  çette.raifon  que  dans  un  P^allélipipédé     f^ll^* 
incliné ,  lès  deux  Faces  oblicaès  font  plus  g£ân^ 
des  que  dans  un  ParalIélipipOTe  droit  de  même 
Bafc  &  de  même  Haut  eu  r*  Au  lieu  çje  fes  deuit 
Faces  latérales  >  ouoiqu'obliques  ht  leur  Bsifé 
linéaire ,  fonc  égales  aux  Reâssmgles  du  Parai- 
fâipi^éde  droit,  pgrcequ  elles  fonrPetpcndicu-^ 
laii^  iûr  hf  Bafe  du  '  Priime. 

Pour  aider  un  peu  Timagindricyn ,  pcenez  deux 
cartons  de  même  épaiffeur  :  coupez  1  un  par  une 
fcâidn  perpendiculaire ,  &  l'aiitre  par  une  fec* 
tido  <^>lique  :  vous  verrez  que  laietâlôndecelui^ 
ci  vous  préfentera  une  Surface  plus  graiide  que 
la  fèâion  perpendiculaire  ^  &  dt^Aitteât  plus  gran« 
de>  que  bfedion  fera  plus  oblique.  Ilfeut  rai* 
ibnnerdemêmefîir  nos  Tranches  prifinâtiqtiès^. 
quoique  leur  épaiflèur  foit  infiniment  petites 

Me  dira^t'on  que  je  ne  fais  qû'éklder  Tobjec** 
tien  ;  &  qu  elle  revient  en  fon  entier  lorfqu  ott 
confidére  que  chacune  de  ces  Tranches  eftelle^^ 
même  compofée  d'une  infinité  d  autres  du  fc* 
cond  ordre  l  Je  Tavoue.  Mais  Je  raifonnérai  lut 
celles-ci  comme  fur*  les  Tranches  du  premier 
ordre  :  fiir  celles  du  troifîéme,  comme  fit  celle$^ 
du  fécond',  8c  ainfi  àllnfini^  fans  qu'on  puiflfe 
me  conrraindte  de  m*arrêter  à  des  Trancher 
totalement  'dépourvues  de  Profondeur* 

^pliquons  ces  principes  au  Cylindre  incliné*    7%.  €^ 
Il  eft  manifefte  que  ia  Surface  courbe  eff  plus 

B  b  vt 


Api 


9 

)9^  GnolfETHIE  METAPtfYSTQUE. 

confîdérable  que  celle  du  Cylindre  droit  de 

txv.  in.   même  Bafe  &  de  même  Hauteur.  Mais  fi  Ton 

II.  Sbct.   parvient  à  meiurer  la  Surface  des  Prifiiies  ordi- 

^^^TT  ^*  ^^^^^  >  il  ^'cn  eft  pas  de  même'  de  la  Surface  du 

*'  *        Cylindre  incliné.  Les  plus  habiles  Géomètres 

avouent  que  ce  n  eft  que  par  des  méthodes  très- 

diflSciles  &  très -compliquées  que  Ton  arrive  à 

Tapproximacion  de  fa  valeur. 

Pour  comprendre  la  raifon  de  cette  différen- 
ce ,  reprenons  notre  Parallélipipéde  vicliné.  Les 
Tranches  qui  le  compofènt  font  coupées  obli- 
quement des  deux  côtés  de  rinclinailbn  \  mais 
la  feâion  oblique  eft  uniforme  dans  toute  fa 
longueur  :  &  d  un  autre  côté ,  les  mêmes  Tran- 
ches font  coupées  perpendiculairement  fiir  les 
deux  Faces  latérales. 

.  Il  n'en  eft  pas  de  même  dans  le  Cylindre 
oblique ,  à  caufe  de  fa  forme  circulaire.  La  fec- 
tion  des  Tranches  eft  très-obhque  dans  les  Pa- 
rallélogrammes infinirnent  étroits  aA  >  bB.  Elle 
eft  Perpendiculaire  dans  les  Parallélogrammes 
latéraux  cC^  dD.  Auffi  ces  deux  derniers  Paral- 
lélogrammes font  égaux  à  ceux  du  Cylindre 
droit  de  même  Bafe  &  de  même  Hauteur.  Au 
lieu  que  les  inclinés  dans  les  quadratures  font 
plus  grat>ds.  Mais  entre  les  quadratures  47^ , 
irC ,  il  y  a  une  infinité  de  ces  Parallélogrammes 
dont  l'inclinaifon  diminue  à  mefiire  qu'ils  appro- 
chent du  Parallélogramme  cÇ.  La  grandeur  de 
leur  Surface  diminue  donc  en  même  Raifon, 
&  par  confëquent  l'Obliquité  de  la  feétion  des 
Tranches  décroît  par  des  Degrés  infiniment  pe* 
tits  du  fécond  ordre. 


Surface  rmt  Sotinss*  f  5») 

Arrivés  à  ta  quadrature  cC ,  nous  voyons  les 
Parallélogrammes  augmenter  par  les  mêmes  Liv.tlL 
degrés  jufqu  à  la  quadrature  bB  :  diminuei^  en-  ^I*  Sbc«, 
fiiire  jufqu  à  la  quadrature  dD,  &  augmenter  Chap.  IL 
enfin  de  nouveau  jufqu  à  la  quadrature  4ji.  On 
comprend  combien  il  eft  difficile  d'évaluer  des 
augmentations  &  des  diminutions  qui  ne  le  font 
que  par  des  degrés  infiniment  j)etits  du  iècond 
ordre. 


.CHAPITRE  II. 

Surface  dis  Pyramides. 

LA  Bafe  d'une  Pyramide  eft  un  Polygone  qui 
rie  diffère  en  rien  de  ceux  qui  peuvent  être 
Ba/ê  du  Pri/me.  On  /çait  qu'il  y  en  a  toujours' 
deux  égales  dans  celui-ci ,  &  que  les  Pyramides 
s'en  ont  qu'une.  Ainiî  >  nous  ne  parlerons  point 
de  la  Bafe  en  mefûrant  leur  Surface.  Il  ne  doit 
être  queftion  que  de  leurs  Faces  latérales. 

On  (çait  encore  que  ces  Faces  font  des  Trian- 
gles dont  la  Baie  eft  un  Côté  de  la  Baie  pyra* 
midale ,  &  dont  le  Sommet  eft  le  Sommet  mê- 
me de  la  Pyramide.  Il  s'agit  d'évaluer  le  total 
de  ces  Triangles  >  tant  dans  la  Pyramide  que  dans 
le  Cône« 
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1^4       GioHBTiuf  lùscjmfW^ti 

D>  S«CT.  .^ 

Chap.  II«  9««  I* 

Pyramides  poly^ônalesé 

Orfque  la  Ba(ê  d  une  Pyramide  droke  dft  un 
f Polygone  régulier ,  toutes  les  faces  tria»- 
gulaires  font  égales ,  puiiqu  elles  ont  mémcBa^ 
Hg*  ^7.    &  même  Hauteur.  Il  fumt  donc  de  connoîtrc 
Tun  des  Côtés  de  la Bafe  pyramidale,  deletri- 

I)ler ,  le  quadrupler,  &c.  félon  la  nature  duPo- 
ygône  y  &  énuiite»  de*  mukip3ieb  cette  Dgne 
triple  ou  quadruple,  &c.  par  la  moitié  delà 
Hauteur  de  1  un  dés  Triangles  environnans',  4 
f  on  aura  la  Surface  de  la  Pjrramidô. 

Quand  même  la  Bafe  d/une  Pyramide  droiit 
bxoit  un  Polygone  irrégulier ,  cela  ne  cliang^ 
toit  rien  à  la  mefiire ,  quoique  les^Ttitoglest» 
yitonnans  n'euflènt  pas^  la^  même  Ba£b  màmk 
Car  ayant  même  Hauteur,  on auroit toujouilB 
la  Surface  totale  des  Triangles  en  multiplianl 
,  cette  Hauteur  par  la  moitié  du  Pétimétce  dèk 
Bafe,  ou  le  Pédmétteen^erpar:lamoâtiêdell 
Hauteur. 

J  avertis  ici  qu'il  ne  faut  pas  confondre  laHff» 
teur  des  Triangles  environnans  avec  la  Hàuteiffi 
de  la  Pyramide.  Celle-ci  efl:  mefurée  par>  iioe 
Perpendiculaire  tirée  du  Sommet  Çut  le  Pfa» 
de  la  Bafe  :  au  lieu  que  la  Hauteur  des  Faces 
triangulaires  eft  une  Perpendiculaire  tirée  èk 
Sommet  de  la  Pyramide  (m  un  des  Côtés  d» 
Polygone  qui  lui  fert  de  Bafe# 
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Dans  h$  Pyramides  inclinées ,  k  Hauteur  des  ! 
Triaiigles  eaviroonOins  n  eft  pa^  k  même  >  &  par  l'Vr.  III. 
coniëquem  pour  en  avoir  la  valeur ,  il  faut  k  ^  ^*^5| 
donnt^r  k  peine  de  les  meforer  l'un  après  l'autre.  •  ^^*  * 
Lorfipje  la  Pyramide  droite  eft  tronqtiée  pai>  p|l  ^g^ 
u#Plan  parallèle  à  la  Ba(è ,  elle  eft  environnée  »  pig.  4;. 
non  plus  de  Triangles ,  mais  de  Trapèzes ,  qui  > 
comme  je  l'ai  dit ,  ne  font  que  des  Triangles 
tronqués.  U  ne  fera  pas  plus  difficile  d'évaluer 
ces  Polygones  que  d  évaluer  des  Triangles.  H 
Êiut  feulement  obfèrver  >  que  la  Pyramide  en 
ce  cas  aucoit  deux  Bafes,  &  que  la  (îipérieure 
/croit  lèmblable  à  l'infôrieure ,  mais  plus  petite» 
Nous  avons  dit  au  commencement  de  ce 
Livre ,  que  la  Pyramide  étoit  un  Triangle  iblide, 
&  le  Prifine^  auffi  un  Parallélogramme  iblide. 
£t  cette^eflembknce  aflèz  vifible  en  elle-même, 
devient  encore*  plus  frappante  >  lorfque  l'on  Gx 
borne  à  comparer  leur  Surface  environnante. 
En  eâet9lePri/me  eft  environné  de  Faces  pa« 
rallélogrammes ,  conune  la  Pyramide  de  Faces 
triangulaires.  On  pourroit  donc  s'imaginer  que 
la  Surface  de  la  Pyramide  fèrpit  moitié  de  celle 
du  Prifme  de  même  Baie  &  de  même  Hauteur  » 
comme  la  Surface  du  Triangle  eft  moitié  du 
Parallélogramme.  On  diroit  donc  :  le  Prifme 
a  deux  Balès  égales :1a  Pyramide  n'en  a  qu'une. 
Donc  à  cet  égard  la  Surface  du  PriimeeAdoa* 
ble  de  la  Surface  de  la  Pyramide.  D  un  autre 
côté ,  la  Pyramide  a  autant  de  Triangles  envi«^ 
ronnans,  que  le  Prifme  a  de  Parallélogranunes. 
(  Car  je  {uppofe  que  les  Bafes  de  notre  Prilme 
&  de  notre  Pyramide  font  égales  &  femblables) 
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Les  Triangles  &  les  Parallélogrammes  ont  h 

Liv.  III.  même  Bafe  linéaire  :  les  deux  Solides  ont  lamê- 

II.  Sbct.  me  Haureur.  Donc  chaque  Parallélogramme  eft 

Chap.  n.  double  de  chaque  Triangle.  Donc  la  Surface 

^'    •     totale  du  Prifme  eft  double  de  la 


Surface  toj^e 
de  la  Pyramide  de  même  Bafe  &  de  même  HMi- 
teur. 

Mais  ce  raifonnement  n  eft  qu  un  fophifinc, 
car  on  y  confond  la  Hauteur  de  la  Pyramide, 
avec  la  Hauteur  des  Triangles  environnans.  Or 
celle-ci  eft  plus  confîdérabl'e ,  parceque  ces  Trian- 
gles font  inclinés  fur  la  Bafe  de  la  Pyramide; 
Donc  leur  Hauteur  eft  plus  grande  que  celle  des 
Parallélogrammes  du  Prifme,  puifaue  la  Hau- 
teur du  Prifme  &  celle  de  fes  Parallélogrammes 
eft  abfolument  la  jnême.  Je  ne  comgare  ici , 
comme  Ton  voit ,  que  la  Pyramide  droite  avec 
le  Prifme  4toit. 

Pour  que  la  Surface  prifinatique  fût  double 
de  la  pyramidale,  il  faudroit  que  le  Prifme  eut 
la  Hauteur,  non  de  la  Pyramide,. mais  de  (es 
Triangles  environnans.  Donc  en  fuppofànt  la 
même  Hauteur  dans  les  deux  Solides,  la  Surface 
de  la  Pyramide  fera  toujours  plus  de  la  moitié  de 
telle  du  Prifine.^ 

On  ne  peut  apprétier  cet  excédent ,  parcequ  iî 
eft  variable  du  côté  de  la  Pyramide.  Ayant  Une 
Baie  quelconque  d'un  Prifiîie  droit*,  il  eft  certain 
que  la  Hauteur  du  Solide  fera  la  même  que  celle 
des  Parallélogrammes  environnans.  Ce  n^eftpay . 
la  même  chofe  dans  la  Pyramide.  Car  ayant  une 
Bafe  quelconque,  plus  on  élèvera  le  Sommet, 
^  moins  les  Triangles  environnans  fpront  'mciie* 


Surface  ms  Solides.  z^y 

nés  (ur  la  Bafe  9  &  moins  pat  conlequent  leur  S 
Hauteur  différera  de  celle  de  la  Pyramide.  Au   !-!▼•  ni. 
contraire  moins  on  élèvera  le  Sommet ,  &  plus   W*  Sbct.^ 
les  Triangles  environnans  feront  inclinés  fut  là     ?^* 
Bafe  -,  8c  plus  par  conféquent  il  y  aura  de  diffé-       *  *  ^' 
rence  entre  leur  Hauteur  &  celle  de  la  Pyra- 
mide. Ainfi ,  pour  que  la  Surface  de  la  Pyramide 
fût  la  moitié  de  celle  du  Prifme  de  même*  Baie 
Se  de  même  Hauteur ,  il  faudroit  fuppofer  que 
ces  deux  Solides  eufTent  une  élévation  infiniment 
grande.  Car  alors  il  n  y  auroit  qu  une  différence 
infiniment  petite  entre  là  Hauteur  de  la  Pyra- 
mide &  celle  de  fes  Triangles  environnans. 

r 
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Pyramide  circulaire ,  vu  ÇSne. 

LA .  Surface  du  Cône  droit  n  eft  pas  plus  diflS-;  ***«•  ^>i 
cile  à  mefurer  que  celle  de  La  Pyramide.- 
Car  ][e.Cône  eft  environné  de  Triangles  infini-; 
mejè(t  étroits,  dont  la  Bafe  eft  dans  la  Circonfé- 
renoe  de  U  Bafe  conique>  &  dont  les  Sommets^ 
formtsnt  celui  du  Côqe.     . ,  f  r  n 

Tpu^  ces  Triangles  onç  pçjLirimefure  leur  Bafe^' 
jnu^qipliée  par  la  n3oitjé>;  ^1^1^  |dç  la  Hauteur  dt| 
Qbnç  a  mais  de  leur  Hauteur  propre ,  c*eft-à-di*^ 
re,  par  la  moitié  rdu  Côté;  du  Cqmtq.  Dot^c  la  Si^^ 
Ê^ç  4^  coj^de  ces  Trianglds  eft  Jte  produit  dé 
h  09^0»% Sî?Çe  ^  la  J^  Ç9n^^e  par  la  moi-s 
txii4^  Ç9i;é  ,dif  Ô)ne,  pjx^  ^  Côté  entier  par, 
la-  n;^tié[  de  la  Circonférence.  : . 
JN[q)is  pAf yieodfQxis  au  mémj^  but  en  fiiiyanr  Fij.  72. 
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kl  formation  <bi  Cône  par  la  révolution  du 
hir.  m.  Triangie  Générateur  autour  de  TAxe  SC  II  eft 
H.  Skcr.  elair  que  par  le  moyen  de  cette  révolution, la 
^"*  ^^*  Surface  coniaue  eft  produite  par  l'Oblique  SA, 
^  ^*  pendant  «^e  le$  Perpendiculaires  (iir  l'Axe  AC, 
tcc.  décrivent  toutes  les  Couches  circulaires 
dont  le  Gme  eft  compoié.  Il  faut  donc  prendre 
IXMMique  SA  autant  de  fois  qu  elle  fait  de  pas. 
Mais  prenons  garde  ici  \  no^  méprendre.  Car 
le  knouveiment  de  cette  Llj^e  attachée  fixement 
en  S ,  eft  beaucoup  plui  lent  du  Côté  du  Som- 
met,  que  du  Côté  de  la  Baie.  L'Oblique  SA  em« 
plofe  le  même  tetùÈ  à  décrire  la  petite  Qrcon- 
iérence  dont  HK  eft  le  Raïon ,  qu'à  décrire  la 
grande  Circonférence ,  Ba(è  du  Cône.  Pa#la- 
quelle  des  Circonférehdss  ckrculsdres  faut-il  donc 
multiplier  le  Côté  SA  ?  Sera-ce  par  la  Circon- 
férence  de  la  grande  Bâlê  ?  Sera-ce  par  une  pe- 
tite Circonférence  prife  au  hazard  près  du  Som- 
met comme  celle  dont  HK  eft  le  Ràïon  ^  ou  pÂ 
le  Point  même  qbi  fait  le  Sommet  du  Côiiè,  & 
4jU^oh  peut  regarder  éômme  un  Gètctë  infini^ 
ment  petit?  Klâis  le  premier  produit  (erôifWi^ 

g  and ,  &  le  fécond  ne  le  feroit  pas  aflez.  H  fâc^ 
>nc  tenir  le  milieu  y  &  prendre  pour  (ècond 
Pi^dui&it  la  Circonférence  fituéè  également 
eiitrè  le  Sommet  &  la  Bafe  y  c*eft-à-dirè ,  cdie 
^  feroit  décrite  pat  lé  Ràïôh  PQ. 

cette  mefiire  eft  abfoltiiiidiè  la!  ÂSSïfié  ^ 

eélle  qtie  rtoùs  âvîdris  trcfiJvéè  Jàbôl^â.  Gàr  1^ 

Chrc6nférence  do4*  PQ^eft  fe  Râoîr  éîflt  j5^d^ 

(ément  moitié  de'i^  Ghtonfêrçiicè  de  là 

'  fiafe^  Fofàr  le  prdttréi:}  î^peltdWô^l^àèies 


Surface  bbs  Soiidis.  ^99 

Qrconférences  Ibnt  entre  ell^  comme  leurt 
Raïoxis.  Le  Raïon  AC  eft  douUe  du  Raïon  l'xv* 
PQ-  Car  AC  étant  parallèle  à  PQ^,  le  grand  J?-  S»cn 
Ttimgk  ASC  eft  femblable  au  petit  PSQ3  &  ^^^^ 
par  coniëqu»at  leurs  Côtés  homologues  fi>nt 
proportiondis.  Donc  AC  eft  à  PQ,  comme  SA 
eft  à  SP.  Or  par  la  lûpt>ogtk>n  SA  eft  double  de 
ÇP.  Donc  AC  eft  double  de  PQ.  Donc  laCir* 
conférence  de  la  Baie  AC  eft  doufa^  de  la  Cir- 
conférence nûtojrennc  PQ. 

Le  développement  de  la  Sui^K^e  conique  ^^t*  ^9« 
nous  rendra  lenfible  la  bonté  des  deu^  démonP 
crations  précédentes.  Supposons  que  f  on  fende 
Wérement  le  Cône  O^  dans  la  Areâion  da 
Coté  OA  ;  8ç  ou  apirès  avoir  enlevé  cette  fiiper* 
iicie»  on  1  ctenoe  Cm  un  Plan  :  elle  fera  le  Seébeur 
OABAi  &  la  Circonférence  de  la  Bdè  AB  fe 
trouvera  transformée  en  Arc  d'un  autre  Cerde^ 
do0t  Je  Côté  conique  OA  eft  le  Raïon^ 

Je  dis  que  ceue  Figure  eft  un  Seâeur.  Car  le 
Point  O  où  tous  les  Côtés  du  Cône  font  réunis 
eft  à  diftance  égale  de  tous  les  Points  dç  te 
Courbe  ABAs  puifijqe  tous  lés  Côtés  du  Cône 
font  égaux.  Donc  la  Courbe  A&A  eft  une  Cour* 
h^  circulaire. 

^^Or  Ja  mefure  de  ce  feâeur  ^  le  produit  dé 
TArc  par  la  moitié  4u  Râïon  >  ou  du  Raïon  pat 
la  moitié  de  l'Arc  Et  voilà  la  confirmation  é^ 
la  prei^^e  preuve. 
;  Pour  avoir  la  confirnaAtibn  de  la  feeondç  »da 
l^ûint  Opris  pour  CMtre  &  de  1 -intervalle  OP 
moitié  de  OA  9  d^vw  dans  la  Surface  conique 
développée  TAcc  tQP.  Cet  Arc  qui  fera  te  tranA 


^joo       GEOMEna£  Metaphtsiquc» 
formation  de  la  Qrconfêrence  circulaire  PQ^ 
l,tv.  IIL    dans  le  Cône  y  eft  moitié  du  grand  Arc  ABA.  Car 
jl.  Sbçt.  {^  Circonférences  &:  les  Arcs  de  même  nombre 
JChap-  il  de  Degrés  font  comme  les  Raïons.  Or  le  Raïon 
*  "'     pA  eft  double  du  Ràïon  OP.  Donc  l'Arc  ABA 
eft  double  de  FArc  PQP.  Donc  pour  avoir  la 
Surface  du  Sedeur  QABA ,  il  eft  égal  de  multi- 
plier le  Raïon  OA  par  la  moitié  de  TArc  ABA, 
ou  par  TArc  entier  PQP. 

Obièrvons  que  le  Se^ur  foroit  égal  à  un 
Triangle  reâiligne  reélangle  dont  la  Bafo  feroît 
TArc  ABA  reâmé ,  &  dont  le  Coté  perpendi- 
culaire feroit  le  Raïon  de  TArc.  Si  dans  ce  TriaiK 
gle  on  tire  la  Ligne  PQP  tûndléle  à  la  Baie,  en- 
lorte  que  le  Point  P  fbit  à  égale  diftance  de  O 
&  de  A ,  cette  ligne  fera  TArc  PQP  redifié. 

Par  le  moyen  de  cette  Parallèle»  on  a  deux' 
Triangles  femblables  O AA ,  OPP ,  dont  les  Cô- 
tés homologues  font  proportionnels. .  Par  con- 
£quent ,  la  grande  Bafo  ABA  eft  à  la  petite  Blafe 
PQP  y  comme  le  grand  Coté  OA  eft  au  pedt 
Coté  OP.  Or  OA  eft  double  de  OP.  Donc  ABA 
eft  double  de  PQP.  Donc  pour  avoir  la  Surface 
du  Triangle  égal  au  Seâeur  &  à  la  Surface  co- 
nique, il  eft  indiftérent  de  multiplier  le  Côté 
OA  par  la  moitié  de  la  grande  Bafo  ABA>  ou 

par  la  petite  Bafo  entière  PQP. 

» 

Vig.  70*   ll^E  la  Surface  conique  paflons  à  cdle  du  Go- 
ne  tronqué.  Je  foppofo  que  ce  foit  par  un  Plan 
parallèle  à  la  Bâte,  &  par  coniéquent  que  la- 
Bafo  fupérieure  foit  un  Gccde  plus  petit  queia 
&fe  inférieuret  i  r. 

Le 


/ 


SCRFACE   DES  SoimcS.  40! 

Le  cône  en  cet  état  n  eft  plus  environné  de 


Triangles,  mais  de  Trapèzes  infiniment  étroits,  I-iv.  m, 
égaux  en  hauteur ,  &  dont  les  Bafes  fônt  dans  la  Iï^-^^ût. 
Circonférence  des  deux  pafes  du  Solide-  Cha-*^*^j^*jJ/  * 
cun  de  ces  Trapèzes  a  pour  melure  le  produit 
de  Hauteur ,  c  eft-à-dire,  le  Côté  du  Conç  tron- 
qué ,  par  une  Moyenne  arithmétique  entre  Ces 
deux  Bafês.  Donc  la^  valeur  de  tou^  ces  Trapè' 
zcs  eft  le  produit  de  la  Ligne  a  A  ;  Côté  du  Cône        % 
rronquéy  par  là  Circonférence  wft  mitoyenne 
eiitr&  les  Circonférences  des  deux  Baies  du  Cône 
tronaoé.  Car  toutes  les  Ba(ês  moyennes  dés 
Trapèzes  environnans  (é  ttouvent  dans  la  Cir- 
conférence mitoyenne  «/r 

*  Eti  eSkîy  laSurfâce  du  Cône  tronqué  eft  formée 
par  le  mouvemenr  de  TOblique  ak  autour  de  la 
Circonférence  des  deux  Baies.  Mais  le  Point  a 

'  allant  plus  lentement  autour  de  la  Ba(ê  ah ,  que  le 

*  Point  A  autour  de  la  Baie  AB,  il  eft  clair  que  le 
produit  du  Côté  aA  par  la  Qrcpnférence  de  k 
Bafe  iûpérieure  feroittrop^  petit;  &  qu'il  fèroic 
'  trop  grand  par  la  Circonférence  de  la  Bafe  infé- 
'rieure.  Donc  pour  avoir  un  produit  exad):,il  faut 

multiplier  le  Côté  a  A  par  une  Circonférence  m^ 
qw  tienne  le  jufte  milieu  entre  les  deux  BàlèjC- 
Le  développement  <lè  la  Surface  du  Cône  trot»- 
qué  nous  met  foUs  les  yeux  la  jufteiTe  de  cette 
me/ure;  Car  cette  Surface  étendue  fur  un  Plaa 
'nous  ^réiènte  une  efpéce  de  Trapèze  dont  1^ 
deux  Côtés  parallèles  ibnt  deux  Arcs  de  Cercle 
conc^triques  de  même  nombre  tie  Degrés.  *  En 
'é&Xj  û  le  Seâeup  entier  OABA  contient  la^&i9- 
'£ipe^daGâtie*«ntiea^ i  pour  en  ifct  la  Surfàceifai 

Ce 


il 


!  petit  Cône  Oab ,  il  faut  en  roçrancher  1è  S«#eur 
Lsv.  m.  Oata.  Il  refte  donc  pour  la  Surface  du  Cône 
IL  SECt.  tronqué  une  portion  de  Couronne  ârcujaire 

^S^îi  ^  ^^  *  ^^^  '  laquelle  «ft  m^  espèce  4e  Tcapcze. 

Or  la  valeur  de  cette  portion  de  Couronne 
.  ou  de  ce  Trapèee  eft  le  produit  ^  la  Hauteur 
c4A  >  par  un  Arc  cdnceniniquie  ,  mitof fn  âc  pa- 
rallèle aux  deux  Bafes  ^  Qûmme  oq  Ta  )>t:^ufé 
•idanj  te  Uvre  pj^ci'd0i*> 
..  Enfin ,  le  Seâeyr  i^rttier  0AM  e(b  ipà  m 
•Tnangle  reâiii^be  i^  auront,  pont.  Bdte  uae 
.ligne  droite  égale :à  l'Arc  ABA  %  &  p0iir  Hau* 
^eur  le  Raion  OA%Si  l'ôsn  prend  fiif  OA  la  panfe 
M  égale  au  Côté  du  petit  Cône  retirancèé  s  ic 
!ue  par  €e*PQim>^  oh  lirb  ^d  PitraUele  i  k  Ba- 
^,  cette  Ligne  ifèr^  égale  à  ïht<i  ^4  du  See- 
.feur.  Le  refté  du  Triangle,  c'^^-à^^^dire^  fc 
Trapèze  <iA Air ,  exprime  d^c  la  Sur&çe  ife  la 

portion  de  Court^^ne  lârculaire  01^  du  Céfle 
trpnqué. 

-  Or  la  vat^i|t:de.oç  Trapèas^  r«Ôilîgw  eft  le 
produit  de  la  HauteUc  4A  pu:  une  IL^tif  mnm 
jnojenne  arirbïnétique  entre  les  deuxBates.Donc 
JtvSurfacè  du  Cône  tronqué  eft  le  pç0^ir  de  iba 
Gôjûé  M,  par :1a  Circonférence  d'MneQ^ au- 
iQfenne  entte  les  dcfux  Bafes  du  Solide*  (Car  fi  la 
dLsgne  droitié  4â^  ^pr^  la  pelit^  CircoiilériMH 
1(36 '4/^41;  &  fi  là  drdite.  ABA  e^prloie  lagr^i»Je 
lOrconfétetice  ABA,  la  Ligne  meyènoç  mnm 
jfixprimera  la  Circc^nférénce  inoyeuife  P¥mh 
i  On  va  voir  bîeri^rôt  de  weile  io^rimçe  il 
"Cft^e  fe  bien  mettre  à^M  reiprit  cette  tnelilie 
tfbfcrCi&ae  troaqué..  C!fift  potir  €eiift4:fe^.«Bt 


t 


le  wif  Cat^ét^ndu  peiic^toe  plus  que  le  l(u|et  tn 
WmoiTietiedeineriroit.  •   Xiv.  III. 

J'ai  tdu^uîs^poiî  queia  Seétion  dû  Gâoe  ^^*  '^*; 
troni|pé  étoir  jparallde  à  k  Bafe^  Sç  par  «?<5^-  '^f  ^]5^ 
quent  un  Orcle.  Si  la  Seâion  écoic.  une  BttjrpftJLy      ^ 
Ift  Cône  ccotn(|iié  feroiteimixxifiéyiiiQaijde  i  rar 
ptàaoes  ^aux ,  mais  d'une  infinité  de  Qtiadrîlj^ 
.téoes  iifé^nbersv  jSc  l'on  ieoc.^ifômenc  que  fa 
Ob&mhnc  ordinaire  ne  peut  fournir  des  ml^ 
xhodes  pour  :éyaluer  une  ^rface  compol^e^db 
fiàfettiieB  Figures,  da»c*lavaraabibtéeRln&iièi$ 
foroeque  la  Seâion  ellyptiqùe  peut  s'éloigner 
•«s  s'appcocher -^  l^infiaideiaSeâion  civcuiàtr^ 

Par  la  même  raifon ,  je  ne  parle  point  de^ 
Surface  des  Cdhes  inclinés.  S'il  eft  u  difficile  de 
trouver  la  Surface  dû  Cflindre  ^>blique ,  mjiite 
par  approximation,  celle  du  Cône  incliné  doit 
pré/êt}te(  4^  di|{c^tFés(pl4sipryi;ii^ta^les  en- 
core. ' 

Mais  en  iè  bornant  au  Co^ie  drçfk  ,il  ne  fera 
pas  inutile  d'en  coniparer  la  Surface  avec  celle 
-m  «Gflindre  drsit  «de  n«Sme  ^fê  &  de  inême  ^ 
Alauteur.  Le  Cône  eft  «u  C;^l  radre  ce  que  ïaJy-  •  i 
^«amide  ^sft  au  Prifiiie.  Si  donc  la  Surface  I^rtf- 
«ndale  jdkwh  peu  plus  de  la  moitié  de  la  Sur^i» 
f  rifinattoue ,  il  6ut  dire  que  iaSurfeéècOniqt^ 
ïdft  «bins  le  mèoM  «apport  avec  la  ^fe^é»  <^ 
^ndriqve.--  V'-"^ 

i  ; .  r£n  Met-v  ans  ^atier  des  8tf^ ,  \Ï^P^  <M^ 
inisUes  le  Cflind^ê-eft  doeMe  3[u(^ne,{aSii#- 
^deilu prentflereft 'le produit  de  la  Circonfé* 
ttiice  de  fe  ftaiê  far4à  l^tfteur ->  &  la  Surtàcb 
^àmÇbm  *fl»fefvod«et4tel»dttf4K2ii^oiilKre^ 

Ce  ij 


\ 


^04         Geouet&ie  ?  Metafh  Ysiqufi. 

tduncBareég^e  car?  fe  Cwé -fla  Gone.  Mais  le 

tiv.  IBE.  Côté  du  Cône  étant  oblique  fur  laBafe,  cftplus 
.  IL  SBCt.  .jgraddfque  la  Hauteur  do  Cône  &  du  Cylindre. 
.CuAPb ^^.Par  coiïfcquent , ia Surface  conique  eftplusde 
•      ■      Ja  moitié  de  la  Surface  cylindrique,  • 

•  Illàur  ajouter,  comme  on  l'a  déjà  dit  à  Te- 
-gard  delà  Pyramide  i  que  cet  excédent  dimimie 
iH  mefiire  qu'on  donne  plus  de  Hauteur  aiixdeuK 
-Solides  que  Ton  compare  •,  &  qu  il  s'évanooiroit 
,^n  quelque  forte ,  en  {îippoiâtlt  que  le  Cylindre 
&  le  Cône  auf  oient  une  Hauteur  itlfinié«  Car 
^or$  il  n  y  aùroit  qu'une  différence  infiniment 
4>e.iite  entre  le  Côté  iia Cône  &  Ùl  Hauteur  pcp- 
^endiculaire/     ;..{:. 


jes9 
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CHAPJTRE     m. 


^         •    Stitface  técsPofy^dres  à  fàçehs.  ' 

Fig.  fo ,  rT'  A  Surface  des  Polyèdres  4  facetes  ne  pré- 
I .  &c.     JL^j^nce  aucune  dîffcijiteé  confidéf able.   S^s 


iônt  réguliers ,  il  fuffit  de  mefprer.  une  des  Fa- 
^fi$Li.  ^  id'ien  téphçt  ta  valeur  autant  <le  fois 
4qu  il  y  ;en  a  fur  W  Polyèdre.  H  eft  méitae  facite 
4^j  les>  féditice  toutes  xcn  ii^e  feule  Figure  de 
même  efpéce  •,  de  faire ,  par  exemple  >un  Triant- 
-1^1^  ^q^ilàtéi'al  quadruple:ôuoâ:uple,ou  v&igc 
:^^  plus  grand  qu  uti  Triangle  ddniié  >  poisr 
^yoir  dans  un  feql  Triangle  la  Surface '^u  Té* 
•tf  ^drç  »  de  l'0<5lacdrè ,  .&  de  ricofacdrc  :  JBr 
•4?  JT^^nie  un  Qijigtrifç&iipbi  &  uniPwmgoôc 


^y 


derdécubie  qui  cômi^sidtoni;i  Ik  (bperficie  de 
rEx^ëdre  &  du  Dodécaèdre; -  V  ILirr.  III. 

tiA  Figaird  des  Polyèdres  à  facetes  toéguliè-  ^'  Stcï.' 
rcsy  il  eft  date  quil  "faeit  me&iier  féparânemr.^*^^  *^* 
tobtesieî  Paires  inégales,  &  faire  une  Sonune' 
totale  de  (Uperficie.  Cer  article  né  mérite^ as^ 
de  Qoiis  arrêter  davantage»-' 6^a({bns  à- quelle) 
cto(è  de  plus  intéreâànt^ . 


ri»     ,  a> 
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:   CHApII'kE  IV.        ; 

.     ,  J-  Surface  de  la  Sphère.,  Z"  • 

■ 

IL  Â'/^a  guères  de*8ur&ceplus'diificileà'me^ 
(îitet^'qûeceHe  delà  Sphère^  En  vain  tâch^ 
roir-OD  den^  découvrirles  Produffans  àlbr-ce 
de  larccmCiAktét  Qt^élëmème^i  II  f^iut'néeeilàî»^ 
lenieAt'  laj  rapprocher  de  (jûelque  autre  Surâcê 
courbe  plus  connue;      ;-.-»-*..  •,  :-» 

Après  beaucoup'de  tentatives^  tes  Géomètres 
fent'  parvenus  à  démontref  psa:  des -preuves 
aflez  côiupliqui^s  v  quB  Ust  Slnf ace  dé  la  Sphéct» 
eibégaleàla  Surface  courbe  àa^Uhdrif  cirçif$^ 
mAX)n  donne  ce-nom  au  Cfiibdte  dans  lequel 
la  Sphéteferoit  contenue  {r-exuâernenii,  quitte 
né  ledébprderoit  en  dacuii'lèâs^.Ce~Ç]rliiidM 
auroît  pour  Baie  un  grandCercfe  4e b Sphère f 
&  pour  Ffauteur ,  l'Axç: oublie; Dlaméiré  de  Ik 
même' Spbéte*        • 

Je  ferai,  ufigê  de  ces^  kléttiôti^rarions.  Mali 
quelque  force  qu'elles  iflent  ^n  effet  ^  il  faut 

avouer  qu^ellcsuwentuiansj  eiprit  une  (fifficult^: 

C«** 
c  wy 
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fri^piocei  fur  Uq^llcf  eUbs  i^ip^n^nf'SeÀider 
Ufi  liih.  lumière.  Il  eft  certânvdbrà'-c'^i^  i.^xjttl  trf  à  pat 
IL  SMtTi'  ^Éde  Tt3xtcho$,tïtcvi2it^[àiiî$k  Globe,  ^e 
^^^-^^'  dans  le  Cflïnéte  circofifcrit.  ^  I^hoihbrô  4es 
unes  Se  (fes  autres  eft  déterteîné.  piHt  TAxe  du 
Globe»  lequel  eft  en  même,  tiesûs  HàiK^  du 
Gjrlindre.  Dans  Tiln.  &  danSi  l^iïCte  Solide ,  la 
Surface  *  eft  formée  par.  les  QrcOnééoeo^es  du 
même  nombre  de  Tranches.  Mais  dans  le  Cy* 
Bndre ,  toutes  les  Gk cohfétences  fôWiâttà  inc- 
me  grandeur j  aiiHeu  cjue  i^^s  le  Çb^  >  à  I  ex- 
ception  du  ^an4  èjeïklo  è^ai  *  âôk  "branches 
cylindriques ,  tous  les  autres  vont  en  diminuanti 
&  deviennent  preïque  irtipet'ceptîbles  vers  les 
E)&Iqs,  Otr  il  ta  incoQceyâDléqu'uhiin^Ufde^ 
tiie*  Cireon^tences  fdritie  uoé.SucfijtcQ  aiiiE 
grande  qu  un  thème  nombrede  grande  Qrcon-' 
UÊs6nee$  touiàet .  égak$«  :  Donc  »  c^tidûra  ^  c-on  » 
h:  S^tfûçfi  courbe:  du  Cylindre  circonicric  doii^ 
être  plus  grande  que  celle  de  la  Sphère^ 
:  J«f  ^^l)w'  ce  ràiibnnement  n*cft  qu'une  dif- 
fiçulic*  Maisdieeft  preflîuitey  &ran  ne  peut  trop 
i^lc^t  de  la  ré/oudre»  lia  voie  que  je  vais  pren* 
4^r.pow  étà)ik  h  piropo/ltioti  qu'il  s'agit  de 
jteouver,  diflipetà»  conmie  je  lefpeiea  conte 
^tàhte  de  douter  &'  quand  elle.  lat0erètt  en- 
tohr  quelaue  cboie  à  defirer.,:idle  pcëpftijerftdu 
p^ifA  VcfptU  j|  fecevoir  fans  riip^goance  dea 
déqriprtftractofisr  plàis  cîgoureuiês. 

Nous  avons  vu  que  la  CirconféwÉuîe  du  de- 
ttHGecele  gi^éracwr  focmoic  bSurfàce  de> la 
S(^r^  par  =£bn'jmiQUtiemeiH  autour  de  J'Axe^ 
^dodâM.  ^sj/m  le .Plaii  du  soim . déoii r Cercle 


f 
\ 


ea  fecmoic  la  Solidité*  Puis  dond  que  la  Sw- 
ùm  éç  la.  Sohére  n  eft  autre  chofe  (pie  la  Ck-  tiY.  Hti 
donfiéoaKre  aa.4efni*C^cle  ^énéraceui:  tcpér  ^  ''^T» 
t^  iconâtmeUement  depuis  fe  lieu  d'oïl  eHo-^^*^'^  * 

{)art  >u(qu  à  cexju'ellc  y:  toit  revetiue.»  c'eft  par: 
ancondoiETance.  exaâe  de  cette  Goiirbe  dcdk  ùk 
tiiitciacmi  «otoui:  de  l'Axé»  mt  nous  pouvonai 
fnsrenic  à  cônnoîtce  la  SorÀceidu  Globe  cfui 
cnleftie  léiukar;       1     .    -  ,     i 

'  :9mÉr cela fiippojbns'cpie^  tous Ie&Fûini;3dô  Fig.  7>» 
BAsifr  AB^  o«i  titve  des^  Perpendiculaires  cermi^ 
nées 'à  la  deini*Cirçonférence  ADB  :  da  ftiperfU 
tir  diFideœt-Cercie  en  ièra  couverte  (ans  vtiidei 
Sf/r^onlair  ttomner  le  demi*Cetçle  Âitour  xto 
i^Aacè^il efbéwideDt  i^ que  les PérpemiJci^aliYi 
parallèles  formetont  par  leur  niouvemènti  lé 
Soliditédp  la  Sphère»  1^^  Que  chacune  d'efidi 
oaceta  unîjercle  dont  elle  eSÀt  Raïon.  \\  Qutf 
leplcs'.grând  de  ces  Cercle;  fora  décric  par  la 
Dgne  CD  fUïon  du  demi- Cercle;  &  queie» 
autres  iront  en  diminuant  en  en-haui  &  eh  en<^ 
basv  )u(qu'àre  qu  ilsfe  eonfohdent  avec  les  P6% 
les  A  &  fi.  4^*  Enfin  que  rextrémité  de  ces  Per^ 
pendiculaires  qui  s'identifient  2^cc  la  demirCir^ 
conféneoce  formeront  la  Sorfece  de  la  Sj^hérè*  • 
Qbfervicipyasvec/oii%;que  cesPerpéndiculàlri» 
paralleleffc^tivrent  d\ih  côcétpat  l'Axe  AB  ^  !âç 
4e  l'autre  toute  la  demi-Circonférence  ADBL 
De  ibcteque  ljAxe<  potmia  êrie  regardé  comme 
tme  fiiitedes ^xcrémkés'  des  Perf)endiculaire^ 
pendant  que  la  demi-Circmiférence  fera  auffi 
une  fuite  des  extrémités  cppoTées  des  même» 
JUgpes»  Cependant  lademiKilitéonférence  AOff 

Ce  iv 


\ 
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4oS        Geomstkie  MïTAPHirsfQdc. 
eft  plus  grande  que  l*Axe  AB  de  plus  d'un  tiers» 
LtT.  III.  Car  la  Circonférence  du  Cercle  étsmt  au  Diamé- 
II.'  SBcf.  i^Q^  ^u  moins  comme*)  eft  à  r  ,oulcomnM  écft 
'  Chap.  IV.  ^,^  ^  j^  demi-Cirtonférence  fera  au  mcmc  Dia- 
mètre, au  moins  comme  j  eft  à  i» 

Il  paroît  fort  fingtilier  qu'un  amas  de  Lignes 
placées  les  unes  k  coté  des  autres  fans  intervalle, 
forment  ^ar  leurs  extrémitéjs  d'un  coté  une 
Ligne  droite,  8c  de  l'autre  une  Ligne: courbe 
•  T  :  ;  [  d  une  plus  grande  Rendue.  Et  cela  teEOirincon* 
cevable,  R  ces  Lignes  ciémentai  ces -rfîahrbjtent 
aucune  Largeur.  Car  un  amas  d'Un  même  nom* 
bxe  de  Points  iudivifibles ,  tels  que  feroient  leurs 
extrémités,  ne  pourroit  former  j^it  une  étoidw 
égale ,  fi  tant  eft  qu'il  en  pûc  forme£:<^lqumsé. 
Puis  donc  que  ces  txrrémités  forment  des  éten- 
dues fi  différentes ,  comme  on  n'en  jpeut  don*. 
.  ter ,  il  faut  conclure  que  Jes  Lignes  'élémentaires 
ont  une  Largeur  r^ene,!quoiqu  infiniment  pe^ 
tiré.  '       .  *     . 

-  Mais  dcslrlors  tout  s'applanit.  Nos  Perpendi-» 
cûlaires  fiir  l'Axç  forment  une  Lignedroite  d'un 
côré ,  patcequechacuue  d'elles  touclie  fAxèpar 
«ne  fèdion  perpendiculaire.  Mais  elles  éxyU' 
tiHènt  fiirla  demi-Circonférence  pat  une  iêâion 
eblique prifè  dans  leur  épailTeur,  âcrplitSvgrande 
pac  q>niequent  que  la  wâïon,  perpendiculsôre 
ijui  les  termine,  par-  f autJDe..extrcmité*  D  oii  4 
xéfiilte  que  chacune  <k. ces:  Lignes  tournant  aûp 
^nr  de  fon  Centre 'placé  dans  TAxc-,  décrira 
par  Ùl  feftion  obliquc.dans  fon  mouyemeiit  de 
rotation». non  la.  SiMrface  d*une  Tranche  cylin^ 
idtique»  mais  la  Sutlace  d'une  Tranche  conique  « 


y^'* 


c^teRA^tey  d'unCône  tron<|ué  infiniment  ntfnée. 


rapport  que  nou»  appeccevons  d^  entre  Lit.  Illé  ^ 
laSiurfeceduCo&e^'Cèlie  de  la  Sphère,  mérite  H- Sbct. 
d!etre  appio^ndi ,  pour  mieux  fiifir  1  analogie  C»^^-  ^^' 
quelles  ont  entr  elles  i  Se  pour  en  retnarquer les 
difierences. 

Reprenons  dond  le  Triangle  générateur  du  Fig.  71. 
Gôises  &  iûppofoiis'Queilir  rous  les  Points  de 
l'A^e  se  >  OQ  oit  élevé  des  Perpendiculaires-ter** 
minées  obliquemem  dans  le  CôtéSA.  Ce  Côté  dit 
Cône  eftune  Ligne  plus  longue  que  TAxe.  Par 
conléquent ,  les  Perpen<Hpulaires  ht  TAxe  ^qui 
ne  le*  coupent  qu  en  un  (êul  Point ,  cotîpém  en^ 
plos-.dVm  rPbint  le  Coté  oblique  SA  s  ce  cpri  ne 
&  peut  faire»  qu'en  fiippolânt  que  chacune  de  ce» 
Perpendiculaires  eft  t^n^inée  Air  TAxe  par  une 
fcâdoh  perpendiculaire  ,'&  fiir  le  Côté  SA,  par 
une  ieâion  oblique  pH(è>  dans  F^piaifleur  de  la 
Limé ,  &*plus  grandif  <}ùe  la  feâion  pérpenrdi- 
eulaire.  Il  faut  donc  concevoir  chacune  de  ces 
fi»3iûni5 .  oblsques'  comme  le  Côté  d'un  Cône 
tcotiiqûé  infiniment  mince ,  c^eit^^-dire ,  comme 
le  Coté  d'une  de  ces  Tranches  doiat  nous  avôitt 
dit  que  le  Cône  étoir  compofé» 

hùàs  comme  SA  Côté  du  Cône  entier ,  eft  unK 
forme  dans  ibn  Obliquité,  nos  petites  Obliques 
feront  auflî  toutes  égdes ,  &  formeront  par  leur 
révolution  autour  de  l'Axe  de  petites  5urfi|ces 
coniques,  dont  le  Côté  iôra  égal,  quoiqu'iné-*^ 
gafapeht  diftant  du  Ceii^ce  cfe  leur  rotation^ 
Ainn ,  ces  petites  Surfaces  diminueront  dans  leur 
Contour ,  à  mefiirë  qu^êlles  s'élèveront  &  qu'elles 

approcheront  du  $o0>met<  ^ 

1 


f^a^^ft  pal  f«uc4<^t»i  atoft  dte»  k  de^ 
Qnçk  fl(i%&rateiir»  LadeaiîrGiiffpiiféceqos  ADB 

lf«i^l> dt Dke^ofK  £t cçê JRdiiEs  quicëabocd 
iê  rapprochent  fore  peu  de  FAxe  AB,.pa»n&nr 
sifpïiii^i^x  vef^  k  fol  dd  kur  cour£Gr<i  Çat'la 
H&rciia  d^  la  Courbe  oiri^bâre  mûfonnç  dans) 
b^Oir^oo  du  C«tltce:diti  Cbrck  ^  OQ  ITeft  {^ 
4^^  14  £Hte(%oo  des  Pmits  centrants  dc6^  ped» 
CfQcl^  plaoés  du)sl'AbQe4!!Çl4i»rIàVîaitt 
Courir  ciirwiaîre  ^tiiforol^  pHe^ç 
Ij'Axi?  à  dro)tei&  à  gauche ahaPoîncDègalmneot 
4ifiaQf  des  Pal&  »  tojtkbe  j^refi^ua  àpl     ' 
«mSpM^PqI^s,  lovfqutidle  f  en  appcoK 
iâurGQficliirejque  ooaItepeiidieobke&&uir(Aâai 
m^Çfl^nX'P^  tiomiea  une  égale  ponioo  d'ëteo^ 
<bt  dafii3  la;Coiicbtt;ADB«:       >       i     .^  .  ^^- 
- :^te<fOi)iî<^totnsc}lile^xpiart  ^  Gqrele^ABCi 
M  5]Uj3  nouft  7  v;eci;QOS-  regarde  égaleliienclau^ 
are^Uaft  de  Cercle  EfiC.  Au cPoinc«iilieù.da 
Biuon  CA  élevons  une  Peirpetidiculahre  FE.  Cet< 
101  iiigoe  qtd  partageie  Aajon  C  A  en  deux  par<i 
ties  égales,  ne  partie  .pas  de  diènaf Are  ][)£Ai^ 
D'çft'Vi^e  «t  cojn^oiire.que  la  ^uu:tîe  £i^'eft 
confidérabbinent  piu3  gtande  dor  Ih  pairie  D£^ 
C^petwiaotle  dfitm^-RjaïonCFafourenuautantde 
Pffpeodiciilâires,  que  léden^i-Rakni  FA  en  icnn 
titndi:»»^^)  Donc  J'ettrémicé  des  Perpendicu- 
blr^  cemvfiira  ptuscEe^saceidanB  TAcc  EA  i«|drua 

..ij} A*P^'  ne  p^  i&t(n9ron)|»/f4  le  SI  4a4in:<»ujt  ^  ^5  in«  coiw 
mèè  icl^ du  tiînorghig^é'dés  yeux,  l^is  U  eft' aué  de  prouver 
^éoméuîQueœent  aue  VAfiJL^  phi>^««jidyl^aiim^u|ft 


termiiteBèleBSèipeâdieutàiRidait»  ta  Onièbe'  J^^'^' . 
Sifc>t^om(fd5àiniAÉi«t  ObH^uifé  Ai  hitièmti^^*'^' 
^ndear  \'  As  fibé'  adi^cbflftfift  <rMt«Uit'  friiis- 
obbqoM  &  d'âMW»  phM  gMiidei  »  «Été  léCoor*' 
be  DA  s'approche  davant^  du  Pôle  A.  Dohc* 
aofih'  lè$  £«»fatet  «d»  jCAtMè'ttwtiiqtiés  <  qu'elle^ 
foMièerdeAtjilK  leiM  tMk^bû  imûâtéé  VA-i^ 
iie]M)iM^«M«(>m^«4tf  Wi  fetai  &  inémeC!9ir)^ 
ntfb  â«itteiie«lw«6tBiiitfnMeâi«M  dé  Câpë^àf^ 
fërens  les  unr  di»  âutti».  .    '  ' 

xévofotibft  li»  coM^iie  €dté$  dé  C&he& 

Wta}d».^AMitiià^>ê(Miî6mpdc^^iiia  ftttl3>c^^ 

PtA^.Ii''4tàtim'S'SiEâ4^ééopaté  on  Qbah^ 

fois  blas'giian<t  qae  J'Are  ds/Popr  je.A$in5»tri;fi*9i<^'tiréi%   Pif.  jté 

étttft  ^lOf^im  élotcnéfi(.4fî  It^fieendtcttiâifC  EF  ^aî  fhttugi 
le  jRaïon  CA  en  deux  ^arti^s  ^i^Tef  >  elles  ont  la  même  Ootk 
^ké  4Qt  ce  Ra'ion  CA  en  ^partaift  du  raèmeFdiiif  E.  D^ân'aùtjrci 
€l^  Ift  Mioa.C£  eft  égaUirUâïan  CA.  DonoieTtiaagléEGA^ 
cS  éqoilatéxal.  DoncXAf^^^^Atfiû^  60  D^xéa.  D<Mic.1'4re 
M  mefoie  de  cet  AhM  «fi  attffi  de  tf o  tkH^  Doac  l'Arc  £D 
fiÀOMa^IAttttcn'efiqwde^e.  '      ^ 

/On  poupDÎt  encoriei  ptouver  Q^tti^e  P,<rpendlcifltlre  .-âcT^ 
an  niiliëU  dU  démi-K^ion  ÇA  au  Yoînt  H  pârtageroit  en  de^x 


que  les  ttois  qiiarts  de  nos  Perpeadkuliiirei 
leKaJbn OA  i^odt  gu^èreôdi^eft  qtie  là  maitié  de  fArc  bA; 


Rt  poiît  nitecomprenitre,que  chaque  Perpêi 
dicttlaîrè  furie  Raî<m  C^  çou^e-une  partie  doutant  altitfrandÉ( 
dans  le  quart  de  Cîrcon&ancç  DAi  que  la  Pcrncnoicnlak»  f>> 
plM  pèockte  da  P«[cr     -    '     ' 


ip^qiment  petit,.ig4:âU3i  Elemdn&c^  la  Fei>; 
Liv.  IXL,  p^nciiculaire  CD* i  S^  esftcémtf é  ert JD  £nà  donc 
n:  S^çTpr  liç,  Coté  perpendiçuUirti  d*uti<^tttité,.&»oir 

çuUrcmeaf  le  B^on  GDw  iLdécrîrai,  aon  uo, 
C^c.»trpn<{uçr:tQAif'4m!p7létxke  ihfiniin«i& 

*9ÂPW*  .•  '  , '.'''>*' ^»T' '''«'■ '••  -'^*--  -^  •'  '  ^ 
Pour  avoir  la  SBcface  oourbe  de  co-Cfïindisew 
il.£âiit  Iç  concevpir.  :c6m^QJiî<  d'uw  .infinité  de- 
ITranq^ies  ckcal4îi:ës  dii:(C)Condocdce*iSesrPro<n 
4i^aiis  ièronc  dopp  k  .Qrconférèoce.de  Ùl  Bor 
iê)  &  Ta  Hauteur  perpeiyUi^||iicer  ;  .  < 
;  ;  %?•  .Le  £^aïpiih<lMf>  ^&  ims9éd»tement  CD 
doit  être  ^(S  4ç13qÇu  Qot^mcrcoaôpofô  d'une: 
in^é  de  Trftnc)|^:,(ÇH:{:uliMJ:çs  du  fecoiid  or- 
dVei  mais  inég^ef^Jirflj^^ïs^^^îçlk» /éloigne^ 
de UTji^nçkeGPî  JQçp^^ EQinçqtiltfuitDidaaJ» 

b^àein)-prcj)n^ri^Jft  ftifepft^ 

ieurjpar  une  fèâtipn  un.  peu  .oblique î^&.pac^  - 

çôriféquent  j^réfenté  Mae  pètke  Lignai  pjMfi  grânr. 
de  eue  la  Hauteur  perfHefidtcuiairé'cki  Point  D. 
Auui;icc,  fecçJfnd'Ràï^n^^n  circulant,  mtpuf  de, 
l^Àxë^  doit  former  un  Cione  tronqué  dont  le- 
Côté  eft  prévue  perpfehdS.culS|tt^:  ,:,;;  ir  .  \  .  ,  * 
t'biir  avoir  la  Surface  courbé  dece  Cône  U^ 
feut^nïulf  iplier ,  pon  1^  Çirçônfétencrç  d?  fe;Bafe. 
inférieure,  nj  celle  de  kBalê  Aipérieure,  mais. 
Id  Circonférence  de  la  TVançhe  mitoyçnne  du; 
ftçonçt  9rdrç,  p^r  lé,  Côté  oblique.  Cette  Cir-i 
oonference  mitoyenne  eft  tant  (oit  peu  plus  pè*; 
tîte  Vue  celle  d'une  dés  Trahcbçs  qiii  CyUndre. 
jitécûdent.  Mais  aufli  le  Côté  oblique  èfttànr; . 
fbJrpêu  plus-grand  que  le  Coté  du.ÇxIu)4îé  !pC»* 


1 


^RtÀcB  ©ES  Soudes.  ^bfi^ 

iUiffî  ce  tfa^ h  Surface  du  Cône  tronqué  perdî 
4ans  uflf  de  kt  Produifans,  eilc^lë  regagne  da.rts  I-xy;  m. 
rmtnr* '0â^W  donc  tout  lîétf  de  droire.tjue  la  H.  Sbct, 
Surface  ^tecfeCôtteeft  égale  à  la  Surface  courbe  ^^^^  ^^* 
du  Cylîndpe  Cbi  •     / 

}*?.  On  doit  faire  le  même  raîfonnement  par 
rapport-  aax>  *Raïén$  iùivans  qui  diminuent  peu 
•à  peu  dé  loâgtieilirf  ;  liiàis  au(&  qui  font  ter|pin& 
dans  la  Ortôhfër'ênce.du  demi-Cercle  par  des 
Obliques  roi^ours  un  peu  ptus  longues  que  celle 
^i^termkie  lie  Rafion  précédent* 

Cette  diminution  n  eft  pas  fort  confidéraUb 
yuim'aùRaïOû  p6t^^cuIaîfe£FpU^^  le 
mifieudtiddkûi^ite  CAV  Cat  k  moitié  dei-Per- 

Ïendkndairef  bai  font  épuU^sVii'ont  coupé  danjs 
Are  DA  que  là  partie  DÉ  |^  petite  de  moitÀ 
^ela  partie  SA  rèfte  dé  TArc.  Auiïï  les  petite 
Cbiiqoev  qui*  tètininent  ces  PerpèÀdicuIairi^ 
depuis  D  juiqu'en  E  ;  'tkàht  reçu  Ique  trSl^pëti 
^ai^^merltatioft.  Mais' la  partie  d'Arc  dépuis  £ 
]ufi|u^en::  A  tendant  à  fe  précipiter  vers  lePôIe*» 
•f  autre  knoîKiè  des^  Raïons  perpendiculaiVe^  é^ 
nânue  plus  (enfiblemcfrit  de  lôrigàent  à  mdure 
qvtfiis  apptochenr  du  tout- cl^einMxe  CA* 
'Jta&  leur  extrémité  oppoféé'krèÀpâiit  un  pfiis 
grand  e^acedans  la  QtoMffétence  du  demjF» 
:Cercle«'m'tefminée'pat' «me 'Clique  qui  s'ai- 
-longéà^Kppoôrtion  ^e^le  R^ûon  dâninue  de  '  , 

longueur. .  •  \  ^  ' 

•     jf.  Laxièrniere  Perp^diCûlaké  placée  iîir  Ict  i  ;  «i^  î 
Côcé  du  Pâfis  Ai  eft>dViiie*extiréme  petitefl^.  *  ^ 

Comltie  ce  riiâme  CÔcéi  tle  •  A?  eft  entierémm 


h  ^çm  JRttrpcw^ullûe  0n$€  dam  te 

)uiqu  à  celui  dont  la  PerpencUçulaieie  ne  tetrafr- 

3ue  cette  derniers  PeçpoadîcAlj^e  a  bi^DBape 

Ji^ngMeiir  du  «mfSmi?  P^ine  A»  ilil  divtt  4elGofé 
4^qiiç  ^  ^tf^piQ^nMI  gfitndjii  >citiè(irf  i 
^f  a|9f^$  fHna^afio^  U  nilft  d^niTfiafi  étoanato 
m^h  <^9pBfireiice  ililCQfitnffa  imilMimd^ 

jEairine  ^$^  ^Sf^^  wmhi^  égliIèfà^aUeiikik 
l^jcancfae  qdjM^ique'Q).  Donc  côutesles  Xn» 
fls^s  dont  U^fkéf^  ^  compolifi  fine  iioeigife 

hce  courbe  du  Cylindre  circodctit* .  ;!i       :•  i 

ifl^  •QF«Î4rr  »  ou  »^£  Mon  irettti»  ic  immGnÙs 
■Adlrtintur  du  là  thMlii  Jnnailf^iî^i^Mi^t^-^ 


} 


.     SxmtfAcB  ttfes  Son»»  4^ 

S^ce  doot  4e  Raïon  ekÇB^ika  >cmift>#âu   î^tr.  m. 
«vec  unlQefxle  du  Gsdindreplaeé  dari^ie  milita  ^*  S><^* 
;4te  ffl  H^tot&ût  Hé  Pâte  AfetaieOiTttétféU  ^*^*  ^^- 
Ba(ê  (ûpérieure;  &  le  F^ôle  B,  de  la  Bafe  kâè^ 
$tàûtç.  ha  nombre  des  Décidés  <gMic  ifoAt  le 
dritndne  cft  ccHnpo^  »  eft  k  mêine  ifae  ttifei 
UefiPoincp  cbtfttdûfc  lAio^  ltA«  ÂB,  Hùmétiir  4tt 
Gs^indse^.  te  Cylindre  mstidoticwiKMLésK^k^ 
dbs  :â^âielcls  V  qoe  ie  <ilobe  a  4e  T^indit^ 
jraUeles^  Or  la  iSurfarè  coilrbe  dri^t^  T 
dieftf^Iele  du  <$lofae  cft  tffik  i^  cttfièdn^Cèr- 
de  CD  œoitmn  tiu  Globe  de  y^Cf}Wkdt^  l^c 
k  Swface  de  diéfoe  Trabche  4i  «tote  i^ 
igiie  àtelfe  du  Gylindie  teri  fait  itofW&dtfiL 
>iMfic  téiite  b SiiriEa« éa  €»obe  dd  ^(^àla 
&Érfiice  ucdorfae  du  iZykindre* 

4Getre  piiùTe  ^a  te'dmé^inrMMgé»  dfétiaM^ 
hfioipimticm  tçi^l iB^îc4e  déifiiCMtèr»  4t ^ 
flétaK/^jparfaittiMatiadlftcMâté^^  dVtbMd 
-fttmtâWt  «ffi»  redmi^bte  »  s^'llv^ft  Unpofflbte 
i|ut  idoiénaraàc  eUe  và{^andb  te|^IUB  jptck  nuà« 
.gou 

*  Mais  ^es  peribiines  Affdtei  «^  dèvftcvdftrà- 
tio»  igééunétriques  »  pcfattolelib  îên^  IHipjpéès 
;iBiKie  autre  ob)6ftîoiitOn)dift  ^  nûc^  j^tuye 
•j^t^^  d  eft  rnd  »  éb«|déè  fi»  Un^  «mâdgie  »!• 
nrotyie*  Ob  lôirbobnir  we  hrs  Perd^ndic^Éifès  Fig.  7t. 
HBk^Aû  dîna  k  dBi»«Gercle  genéi^areur ,  îc 
rferoéant  à  l^Mcpctriii^^OUiquè  qui  <devfôhc 
dféttfiaoc  pkiiignnadyiMi^eile'ap^rochedu  PÉl^» 
^ea-mênie  teiMk  que  m  îPii^ett^àUât^s  'diml* 
^uà^é^hfàifpmc.^m^  4btÉta  «k  quête 
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Lxv.  ni.  en  même  Raiibn  que  1  augmentation  des  Cotés 
II.  Sbct.  ol^liqiies  ?  &  que  cette  Raiibn  fe  conferve  tou- 
ÇHAf .  IV.  i^^jj^  j^  j^^j^ç  depuis  le  Point  D  jufqirau  Pôle 

A? 

Pour  tendre lobjeâion  |Jus preflànte ,  il  faut 
coofidécçr  que:  la  Surface  cylindrique  formée 
i  par  la  jréyolutiondu  Point  D,  eft  le  produit  de 
M  Citconférence  d  une  Tranche  du  fécond  or- 
dre pkr  la  Hauteur  du  même  Point  D  >  &  que 
.  la  Surface  conique  formée  par  la  révolution  de 
.  la  (êconde  Perpendiculaire  <]ui  touche  te  Raïon 
-  CD  eft  le  produit  de  la  Circonférenoe  d  une 
.  Baie  mitoyisnnédalêcoi^  ordre  par  le  Côté 
.  oUique  de  ce,  petit  Cône  tronqué.  Mais  pour 
que  cette  Surface  conique  fât  égale  à  la  Surfaée 
cylindrique  »  il  faudroit  que  les  deux  ProduiÊuis 
de  l,une  fu0iait  réciproques  aux  deux  Produis 
iàns  de  Taûtre %,.  c  eft-'ànlire  »  que  la  Circon£ireii- 
ce  de  la  Bafe  4ii:  ipetit  Cylindre  fik  à  la  Ckcon- 
férepoe.miroyemie  du  Cône  tronqué,  comme 
Ae  Coté  deiçcmème  Conoteft  à  kHauceuc  da 
Cybndré.  Or  cette  Proportion ,  quelque  vrai* 
.  iemblablê  qu  elfe  ibit,  n  eft  pas  démontrée  en 
'  rigueur  dans  la  preuve  qu'on  vient  de  lire.    - 
.^     Telle  eft  Tobjeâton..  J'en  reconnois  toute  la 
.  force  -,  &  qui  plus  eft ,  je  ne  tenterai  pas  d'y  ré- 
,  pondre.  La  Métaphyfique  de  TEtendue  oui  me 
conduit  aux  Elémens  innniment  petits  du^^ond 
ordre  >  ne  m'apprend .  point  k  les  calculer  en 
rigueur.  Je  me  contente,  de  la  grande  vraifem* 
blance  que  Ton  m  accordés  eUe  mSt  pleinement 
,  poui:  donner  uàc  idée  iMtedel^Gourbegéoé* 

,  ratrice 
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ratrice  de  la  Surface  fphérique,  &  pour  difSper 
rapparence  de  paradoxe  que  préfente  Tégalité  tiv.  M* 
de  cette  Surface  avec  celle  du  Cylindre.  ^^-  Sect. 

Pour  fùppléer  néanmoins  à  ce  qui  peut  man-  ^^^'  ^^t 
quer  à  ma  preuve,  faurai  recours  à  celle  que 
les  Géomètres  ont  coutume  de  donner,  &  qui- 
pourra  parôître  plus  démonftrative.  La  mienne 
n  y  fervira ,  fi  Ton  veut ,  que  de  préparation  ^ 
mais  enfin  elles  fe  foutiendront  mutuellement , 
&  il  en  réfiiftera  dans  l'elprit  des  Leâieurs  une 
conviftionplus  parfaite  &  plus  entière. 

Sur  un  Point  pris  à  volonté  dans  la  demi-  Fig.  7^4 
Circonférence  ADB  foit  menée  une  Tangente 
RS ,  dont  les  deux  derniers  Points  R  &  S  loient 
également  éloignés  du  Point  de  contingence  H. 
A  l'extrémité  du  Raïon  CD  ibit  élevée  une  Per- 
pendiculaire indéfinie.  Des  deux  Points  R  &  S 
ibient  tirées  deux  Lignes  RN ,  SL  perpendicu* 
laires  fur  f  Axe  AB.  Soient  prolwigées  ces  deux 
pexpendiculaires  hors  du  demi-Cercle  généra- 
teur ,  jufqu  à  ce  qu  elles  rencontrent  en  P  &  en 
Q^la  Perpendiculaire  élevée  fur  l'extrémité  du 
Raïon  CD.  Enfin  du  Point  de.  contingence  H 
loir  tirée  une  Perpendiculaite  HM  fut  TAxe  AB. 

Cette  préparation  achevée  •,  fi  Ton  fiippofe 
que  toutes  ces  Lignes  reftant  dans  la  même  fitua- 
tlon  faffènt  une  révolution  entière  autour  de 
TAxe  AB ,  il  en  réfultera , 

i^  Que  la  demi-Circonférence  ADB  formera    Fig.  734 
la  Surface  de  la  Sphère.  ?+• 

'  1°.  Que  la  Tangente  RS  formera  la  Surface 
tfun  Cône  tronqué  :  la  Perpendiculaire  RN ,  la 
Circonférence  <te  la  grande  Bafe  de  ce  Cône  :  U 
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Perpendiculaire  SL,  la  Circonférence  de  la  pe- 
I.1T.  III.  tire  Bafe  >  enfin  ,HM ,  celle  de  la Bafe  mitoyenneé 
H,  SEcr,        jO^  Que  pQ^  portion  de  la  Perpendiculaire 
CgAP.  IV.  op  formera  une  Surface  cylindrique  »  laquelle 
feroit  partie  du  Cylindre  total  circonfcrit  à  la 
Sphère,  puifque  la  Ligne  DQ^eft  Perpendicu- 
laire fiir  1  extrémité  du  Raïon  CD. 

4*^.  Que  les  Lignes  PN  &  QL parallèles,  com- 
ptiies  dans  un  efpace  parallèle ,  &  par  confëquent 
égales  entre  elles ,  formeront  les  fiafês  du  Cy- 
lindre produit  par  la  révolution  de  la  Ligne 

pa 

il  efl;  clair  que  ce  Cylindre  auroit  la  même 
Hauteur  perpendiculaire ,  que  le  Cône  tronqué 
produit  par  la  révolution  de.  la  Tangente  RS. 
Ce  font  donc  les  Surfaces  de  ces  deux  Figures 
qu  il  s'agit  de  comparer. 

Pour  démontrer  leur  égalité ,  il  faut  prouver, 
ainfî  qu  on  la  indiqué  dans  l'objecStion  précé- 
dente ,  que  les  Produifans  de  Tune  de  ces  Sutfa- 
ces  font  les  Extrêmes  d*une  Proportion  dont 
les  Produifans  de  l'autre  font  les  Moyens. 

Les  Produifans  de  la  Surface  cylindrique  font 
la  Circonférence  du  Cercle  dont  PN  eft  \§ 
Raïpn ,  &  PQ^Côté  du  Cylindre. 

Les  Produilans  de  la  Surface  conique  fon( 
la  Circonférence  mitoyenne  dont  HM  eft  Iç 
Raïon ,  &  la  Tangente  RS  Côté  du  Cône  trouf 
que. 
*  Et  comme  les  Circonférences  font  entre  ellei 

en  même  Raifon  que  leurs  Raïons,  on  peut, 
pour  la  commodité ,  fubftituer  ceux-ci  aux  Cir- 
conférences, &  les  regarder  çoxmne  Produli^ow 
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li  s'agit  donc  de  prouver  que» 


PN.HM::RS.PQ,  n^Vcî 

Mais  de  la  manière  dont  ces  Lignes  font  Gr  ^^^^'  ^^♦' 
tuées  dans  la  Figure ,  il  feroit  difficile  de  les 
comparer  les  unes  aux  autres*,  &  nous  n'en  vien- 
drons à  bout ,  qu'en  fubftituant  à  quelques-unes 
d'entre  elles  d'autres  Lignes  égales  qui  fe  com- 
pareront plus  aifément. 

Pour  cela  du  Point  C  Centre  du  demi-Cer- 
cle ,  foit  tiré  au  Point  de  contingence  H,  le  Raïon 
CH ,  lequel  par  la  conftrudion  eft  égal  à  PN 
l'un  des  Produifans  du  Cylindre  -,  puifque  PN 
eft  égal  à  DC ,  autre  Raïon  du  demi-Cercle. 

Du  Point  S  extrémité  de  la  Tangente  foit  au{& 
abaiflee  for  PN  la  Perpendiculaire  ST, laquelle 
eft  égale  à  PQj,  autre  Produifànt  du  Cylindreà 

Ain/i ,  fobftituant  aux  deux  Produifans  de  la 
Surface  cylindrique  PN  &  PQj  leurs  égales  j» 
CH ,  ST,  je  dis  que 

CH.HM  ::  RS.  ST. 

Obfervons  qu'au  moyen  des  deux  nouvelles 
Lignes  tirées,  nous  avons  ici  deux  Triangles 
reâangles  :  un  grand  CHM  ,dans  lequel  Ce  trou- 
ve CH  fubftièué  à  P^  un  des  Produifans  de  la 
Surface  cylindrique ,  &  HM  un  des  Produifans 
de  la  Surface  conique  :  &  de  plus  un  petit  Trian- 
gle RST ,  dans  lequel  fè  trouve  RS  un  des  Pro- 
duifans de  la  Surface  conique  ;  &  ST  fobflitué  à 
QP ,  l'un  des  Produifans  de  la  Surface  cylindri- 
que. 

Les  deux  Triangles  redangles  font  fêmbla« 
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Mes.  Car  i**.  tous  les  deux  ont  un  Angle  droit. 
Liv,  III.  2^  L'Angle  HCM  ou  HCA  du  grand  Trian- 
II.  Sbct.  gic  ^  qui  a  pour  me/ure  TArc  HA ,  eft  égal  à  l'An- 
^^^'  ^^'  gle  SRT  du  petit  Triangle.  Car  ce  dernier  eft 
égal  à  TAngle  SHE ,  pui(que  la  Tangente  RS  fot* 
me  ces  deux  Angles  en  coupant  avec  la  même 
obliquité  les  deux  Parallèles  RN ,  HM.  Or  l'An- 
ge SHE  formé  par  une  Tangente  SH  &  une  Cot- 
de  HME  a  pour  mefure  la  moitié  de  l'Arc  HAE» 
&  par  confôquent  l'Arc  HA  tout  entier  moitié 
de  HAE.  Donc  les  deux  Angles  SRT  du  petit 
Triangle,  &  HCM  du  grand  ayant  pour  meftre 
l'Arc  HA/ont  égaux.  Donc  les  troilîémes  Angles 
des  deux  Triangles  font  égaux  auflî.  Donc  les 
deux  Triangles  font  femblables.  Donc  ils  ont 
leurs  Côtés  homologues  proportionnels. 

Ces  Côtés  homologues  font  i°.  les  deux  Hy- 
pothénufes  CH ,  RS.  i°.  Les  Côtés  HM ,  ST  op- 
pofës  dans  les  deux  Triangles  à  des  Angles  égaux. 
Donc  CH  Hypothénufe  du  grand  Triangle ,  eft 
à  RS  Hypothenufo  du  petit,  comme  HM  dans 
legrand  Triangle ,  eft  à  ST  fon  homologue  dans 
le  petit.  En  abrégé. 

CH.  RS::HM.ST. 

Et  en  remettant  PN  &  PQ^à  la  place  de 
leurs  fobftituées  égales  CH  &  ST ,  l'on  aura , 

PN-RS::HM.  PQ. 

Donc  PN  X  PQ^=  HM  x  RS. 

Or  le  premier  produit  forme  la  Surface  cylin- 
drique *,  &  le  fécond ,  la  Surface  conique.  Donc 
ces  Surfaces  font  égales  :  ce  qui  étoit  à  prouver^ 
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Pour  appliquer  maintenant  tout  ceci  à  la  Sur- 


face de  la  Sphère ,  il  faut  confîdérer  que  nous  ï-i^^  IH- 
avons  donné  arbitrairement  une  certaine  Ion-  ^'  Sbct. 
gueur  à  la  Tangente  RS-  Nous  pouvions  la  faite  ^*"^*     • 
de  la;  moitié  plus  petite  9  &  dans  ce  cas^Ia  preu- 
ve auroit  été  la  même,  c'eft-à-dire^  que  Ton  au- 
roit  vu  que  la  Surface  conique  produite  par  f^ 
Circonférence  mitoyenne  HM  &  par  un  plus 

}>etit  Côté  RS ,  auroit  été  égale  à  la  Surface  cy- 
indrique  corre/pondante ,  dont  le  Côté  PQ^ au- 
roit auffi  été  plus  petit.  Par  confëquent ,  fi  à  ^*8*  7u 
force  de  diminution ,  la  Tangente  RS  devient 
infiniment  petite ,  la  Surface  conique  qu  elle  dé- 
crira par  fa  révolution,  fera  égale  à  la  petite 
Surface  cylindrique  correipondante.  Or  en  met- 
tant à  part  la  Surface  cylindrique  formée  par 
l'extrémité  du  Raïon  CD,  laquelle  eft  commune 
à  Ja  Spnére  &  au  Cylindre  circonfcrit ,  il  y  a  au- 
tant de  Surfaces  coniques  produites  par  la  révo- 
lution du  diemi- Cercle  ADB,  que  de  Surfaces 
cylindriques  formées  par  la  révolution  de  MN 
Côté  du  Cylindre.  Donc  toutes  les  Surfaces  co- 
niques formées  par  les  Tangentes ,  dont  TArc 
du  demi-Cercle  eft  couvert ,  font  égales  à  la 
Surface  courbe  du  Cylindre  produire  par  la  ré- 
volution du  Côté  MN.. 

Mais  les  Tangentes ,  étant  fijppofées  infini* 
*  ment  petites,  fe  confondent  avec  rArc  du  demi*» 
Cercle  :  ou  plutôt  c*eft  leur  totalité  qui  conftitue 
cet  Arc.  Car  les  Points  dont  il  eft  compofS  > 
changeant  perpétuellement  de  Diredion,  for- 
ment deux  à  deux  le  commencement  d'une 
Tangente ,  c-èft-à'-dire ,  une  Tangente  infiniment 
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^^  petite.  Donc  la  Surface  Jphériqug  forméi  far  la 


I.IV,  ill.  révolution  du  demi-Cercle  ADB  efi  égale  a  la 
lî.  Sbct.  ;  Surface  courbe  du  Cylindre  circonfcriu 
Ghap.  IV.  Qn  pourroit  fuppofer  que  les  petites  Tangen- 
tes dont  TArc  du  demi-Cercle  eft  compofé  font 
toutes  égales  entre  elles.  Et  en  efiet,  c'eft  la  feule 
manière  dont  on  les  puiffe  envifàger  quand  on 
regard©  la  Circonférence  du  Cercle  comme  une 
Courbe  uniforme ,  &  qu*on  la  confidèré  en  fe 
pigi  71-  plaçant  au  Centre.  Mais  il  y  auroitun  incon- 
7i.  ']  vénient  à  regarder  fous  ce  point  de  vue  le  demi- 
Cercle  générateur.  Car  fi  les  petites  Tangentes 
du  demi-Cercle  font  confidérées  comme. égales, 
les  Cônes  tronqués  dont  elles  décrivent  la  Sur- 
Face  ,  feront  inégaux  dans  leur  Hauteur  infini- 
ment petite,  &  cette  Hauteur  diminuera  à  me- 
iiire  qu'ils  approcheront  du  Polie,  Car  ^  Tan- 
gente D  eft  perpendiculaire  fur  le  Raïon  CD* 
Donc  la  Tangente  fuivante  eft  inclinée  fur  la 
Parallèle  fuivante.  Mais  fi  ce  Gâté  oblique  eft 
égal  à  la  Perpendiculaire  D ,  la  Hauteur  per- 
pendiculaire du  Cône  tronqué  fera  plus  petite 
que  la  Hauteur  perpendiculaire  du  Cylindre 
CD.  Ainfi  dans  cette  fuppofition ,  on  ne  pour- 
roit plus  I®.  partager  le  Globe  en  Tranches  cir- 
culaires d  égale  épaiflTeur.  2**.  lès  Raïonsdeces* 
Tranches  perpendiculaires  fur  TAxe  du  Globe 
Fîg*  7;.  h'auroient  pas  la  même  Largeur*  j*^.  Les  Tran- 
ches correfpondantes  du  Cylindre  circonf^:rit 
iauroient  une  Profondeur  inégale  qui  diminue- 
roic  depuis  la  Tranche  CD  jufqu'à  la  Tranche 
ÀM  par  en  haut ,  &  ju/qu  à  la  Tranche  BN  pac 
en  bas. 
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il  eu;  donc  plus  naturel ,  pour  confetvet  une 


égale  épaifleur  dans  les  Tranches  du  Globe  '  &  du  tiv.  JII. 
Cylindre  drconfcrit ,  de  fuppofer  que  les  petites  ^  Sect. 
Tangentes  dont  l'Arc  du  demi-Cercle  génçrateut  ^^^^*  "• 
eft  couvert,  font  inégales,  &  vont  toujours  en 
augmentant  de  grandeur  depuis  la  Tangente  D' 
juiqu'à  la  Tangente  A  d  un  côté,  &  jufqu^àlaTan- 
gente  B  de  l'autre.  Ces  Tangentes  ne  foot  donc 
autre  chofe  que  les  petites  Obliques  dont  nous 
avons  tant  parlé ,  &  qui  terminent  dans  TÀrc  du 
demi  -  Cefcle  les  Raïons  des  Tranches  élevés 
perpendiculairement  fur  l'Axe  AB.  Il  eft  démon^; 
tré  que  ces  petites  Obliques'  décrivent  une  Sur*; 
face  égale  à  la  petite  Surface  cylindrique  cor- 
refpondante»  Donc  les  Produifâns  dés  deux 
Surfaces  font  réciproques.  Donc  Taugmentatiba 
de  ces  petites  Obliques  eft  eirmême  Raifon  que 
la  diminution  des  Raïons  des  Tranches.  Ainfi,. 
nous  avons  ia  preuve  en  rigueur  d'une  vériré 
que  nous  ne  faihôns  qu'entrevoir  avec  la  plus 
grande  vraifemblance  y  &  nous  voyons  'que  la. 
preuve  géométrique  s'unit  avec  les  eonndér»* 
tions  métaphyfiques ,  pour  former  une  dénionC- 
tration  compîette,  qui  levé  toutes  les  difficultés 
&  diffipe  tous  les  doutes» 

Il  réfulte  de  cette  découverte  plufieùrs  Co- 
rollaires intéreflans. 

i*^.  La  Surface  de  ht  Sphère  efl  le  froduit  de 
la  Circonférence  dun  de  jes  grands  Cercles  quel^ 
cenqnes ,  par  fin  Axe ,  oh  ce  qui  efi  la  même  chofe^ 
par  tnn  défis  Diamètres.  Car  la  Surface  courbe 
du  Cylindre  circonfcrit  eft  le  produit  de  la  Cir- 
confére  nce  de  fa  Bafe  (  égale  au  grand  Cercle 
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de  la  Sphère)  par  le  Gotc  du  Cylindre  (égal 

Liv.  m.   auffi  à  TAxe  de  la  Sphère.  ) 

II.  Sbct.       2^  i^  Surface  de  la  Sphère  efi  iialc  a  celle 

\js^x.  !▼•  ^^  quatre  de fes grands  Cercles ^m^ce  qui  efi  la 
même  chofe ,  a  la  Surface  £un  Cercle  quadruple 
£  un  de  fes  grands  Cercles.  Car  la  Surface  dun 
grand  Cercle  de  la  Sphère  eft  le  produit  de  la 
Circonférence  par  la  moitié  du  Raïon  ou  le 
quart  de  l'Axe.  Donc  le  produit  de  la  Circonfé- 
rence par  l'Axe  entier  (  ce  qui  forme  la  Surface 
du  Globe  )  eft  quadruple  d'un  grand  Cercle.  Oh 
aura  donc  la  Surface  du  Globe,  ainfî  que  la  Sur- 
face  courbe  du  Cylindre  circon/crir ,  dans  une 
Surface  plane ,  c*eft-à-dire ,  en  un  Cercle  dont 
TAxe  du  Cylindre  ou  du  Globe  feroit  le  Raïon. 

Rg«  77*  }°.  La  Surface  de  la  Sphère  ,  ainfi  que  la  Sur" 
face  du  Cylindre  circonfcrit  ^  efi  égale  a  un  feul 
ReBangU ,  dont  la  Bafe  feroit  une  Ligne  droite 
égale  à  la  Circonférence  du  grand  Cercle  ^  &  qui 
auroit  le  Diamètre  four  Hauteur.  Car  ce  Rec- 
'  tangle  feroit  égal  à  quatre  grands  Cercles  de  la 
Sphère. 

4**.  La  Boè'te  entière  du  Cylindre  circonfcrit 
efi  à  la  Surface  de  la  S f  hère  comme  6  efi  a  ^^  ou 
comme  j  efi  k  2.  Car  la  Surface  courbe  du  Cy- 
lindre circonfcrit  vaut  quatre  grands  Cercles  de 
la  Sphère.  En  ajoutant  celui  de  la  Bafe  inférieu- 
re &  celui  de  la  Bafe  fupérieure ,  on  aura  iîx 
grands  Cercles  pour  la  Surface  de  laBoëte  cy- 
findrique.  La  Boëte  Iphérique  en  vaut  quatre. 
Donc. 
Pjg*  ?'•  5°.  Le  Quarré  du  Diamètre  de  la  Sphère  efi 
a  la  Surface  de  la  Sphère ,  comme  le  même  Dia* 
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nUtre  èfi  à  la  Circonférence  du  grand  Cercle.  Car 
le  Quatre  du  Diamètre  eft  le  produit  du  Dia-  I-iv-  lU* 
métré  par  le  Diamètre  i  &  la  Surface  de  la  Sphère  ^^*  ^*^ 
eft  le  produit  de  là  Circonférence  du  grand  Cer-  ^^^^'^  ™^ 
c)e^  par  fe  piamètre.  Qr  I^s  Figures  q^ii  ont  lin 
Produifant  égal ,  font  entre  elle;  comme  les  iné- 
gaux. Donc  j&c.  Le  Diamètre  eft  à  la  Circonfé- 
rence à  peu  près  comme  7  à  ii*  Donc  le  Quarré 
du  Diamètre  de  I^  Sphère  eft  un  peu  moins  du 
tiers  de  là  Surface  ae  la  même  Sphère. 

On  peufr  obferver  que.Ia  feâion  du  Cylindre 
circonlcrit,  coupé  da(is  ladireûion  de  TAxe^. 
eft  auflî  le  Quarré  du  Diamètre  de  la  Sphère. 
Donc  cette  ieâion  eft  auffi  un  peu  moins  du 
tiers  de  la  Surface  courbe  du  Cylindre. 

6^.  Il  n'eft  pas  plus  difficile  de  mefùrer  des  ^S*  |t  j|v 
parties  de  la  Surface  de  la  Sphère,  que  de  me*  ^'* 
/Urer  la  Surface  entière.  Ainâ»  la  Surface  dttnt 
JZone  &  dun  Segment  oh  Calote  Jphérique ,  efi 
le  produit  de  la  Circonférence  dan  grand  Cerch 
de  la  Sphère ,  par  la  Portion  dAxe  ou  de  Diamé^ 
tre  cotnfrife  dans  tepaijfenr  de  la  Zone  on  dm 
Segment.  Car  la  Surface  <le  la  Zone  ou  du  Seg- 
-  ment  eft  égale  à  celle  de  la  portion  du  Cylindre 
^irconfcrit  qui  lui  correfpond  Or  celle-ci  eft  le 
prpduit  de  ia  Circonférence  du  grand  Cercle 
par  la  portion  du  Côté  compris  \  &  cette  por- 
lion  eft  égale  à  la  partie  d*Axe  qui  k  trouve  dans 
ia  Zone  &  dans  le  Segment* 
.  A  regard  du  Seâeur^  nous  avons  vu  qu'il  eft 
compote  d'un  Segment  &  d^un  Cône  droit.  On 
fj^ait  la  melùre  de  la  Surface  d'un  tel  Cône  dont 
le  Côté  eft  Kaïon  de  la  Sgbérc.  Il,  ne  s'agit,  que 

*    Ddv 
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dTèn  ^iodre  la  valeur  àcefle  de  la  SurfiK^e  da 
•HiT^  m.  Sèment»  pour  en  £dre  une  Somine  totale. 
•HL  Sbct. 


•  • 
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TROISIETME  SECTION. 

STEREOMETRIE, 


Mefipre  J^  U  SoUditt  des  Pthidret, 

A  Ptès  avoir  mefiiré  la  Surface  des  Solides  » 
^x\jc'eft*à-diré ,  cette  elpéce  de  boëte  dans 
laquelle  nous  concevons  le  Solide  renfermés 
il  finit  enfin  examiner  en  quoi  confifte  la  SoIk* 
dite ,  c*eft-à-dire ,  Tétendue  cpmplette. 

'Il  ny  a  aucune  portion  d'étendue  qui  ne  com- 
prenne réellement  les  trois  Dimenuons.  Mais 
la  Longueur  )  la  Largeur.  &  la  Profondeur  étant 
Imperceptibles  d;ms  le  Point ,  on  peut  quelque- 
fois Ten  dépouiller  par  Te/prit.  La  Ugne  ne  nous 
préfente  que  la  Longueur^  &  Ton  &t  aiicment 
«bftraâion  de  Ùl  Largeur  &  de  là  Profondeur. 
•|«a  Surface  ne  nous  miontre  qu'une  combinaifbn 
dé  Longueur  &  de  Largeur ,  dans  laquelle  Viàèt 
de  la  Profondeur  n'entre  pour  rien.  Mais  le  So*- 
Ude  réunit  clairement  lés  trois  Dimenfions. 

Nous  avons  vu  que  les  Points  (ont  Elémeos 
de  la  Ligne  ;  les  Lignés ,  de  la  Surface.  Les  Sur&- 
ces  Ibnt  donc  Elémens  du  Solide.  Par  conlS- 
quénr^  il  faut  confidéret  le  Solide  comme  un 
ahîas  de'Tranches  ïnfihihieifit  minces  pofëes  pé- 
mllSlement  \t%  une^  for  1^  autres  ^  &  ma  inter» 
va{lô ^tre  elles,       '         :! 
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Si  les  Tranches  font  égales ,  elles  forment  urt 
PrifiiTe*  Lorfqu elles  font  inégales ,&  quelles  Liv.  IIL 
fe  terminent  ou  tencfent:  à  fè  terminer  en  poln-  ïïi\  ^^t* 
te ,  elles  forment  dés  Pyramides»    Enfin ,  elles  ^^^*  ^* 
formeront  des  Polyèdres  à  facetes  ou  des  Glo- 
bes y  lorfqu'après  avoir  été  d'abord  en  augmen^ 
tant  j  elles  finiilènt  par  décroître. 


lab*. 


CHAPITRE    PREMIER. 

SOLIDITE'  DES  PRISMES, 

CE  que  nous  avons  établi  dans  le  Livre  pré-  ^ 

cèdent  (ùr  la  mefore  du  Parallélogranime 
reârangle  >  détermine  d  une  manière  fî  palpable 
celle  de  la  Solidité  des  Prifines>  qu'il  fîimra  d'en 
faire  l'application. 

Il  eft  évident ,  difions-nous ,  que  le  ReiSbnglç  Rg*  79* 
éfl:  produit  par  la  Baie  AB  répétée  autant  de  fois 
qu'il  y  a  de  Points  dans  le  Coté  perpendiculaire 
AC.  Car  fi  de  tous  les  Points  de  AC ,  l'on  tire 
au  Côté  oppofé  BD  des  Lignes  parallèles ,  & 
par  conféquent  égales  à  la  Baie,  elles  couvriront 
tout  l'elpace  du  Reâangle.  Donc  pour  avoir  l^ 
valeur  de  cet  e(pace ,  il  faut  prendre  autant  de 
fois  la  Bafe  AB  qu'il  y  a  de  Points  dans  le  Côté 
AC,  c'eft-à-dire,  qu'il  faut  multiplier  la  Bafe 
par  le  Côté  perpendiculaire. 

Suppofons,  difions-nous  encore»  que  nous 
n'ayons  que  la  Ligne  AB ,  &  que  nous  l'élevions 
toujours  parallèlement  à  elle-même,  en  forte 
qu'en  quittant  fà  place ,  elk  y  laifle  une  Ligw 
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égale  M  Redangle  fera  fermé.  Mais  cette  Ligoe 
Lit.  UL  AB  étant  compoiee  de  Points  9  chacun  laide  auifii 
III.  5bct.  ua  Point  dans  la  place  qu  il  quitte  •,  &  la  fiiite  de 
Chap.  I.    j^yj  ^^  Points  ferme  des  Lignes  perpendicu- 
laires. Par  exemple  »  le  Point  A  trace  la  ligne 
AC ^  &  le  Point  B,  la  Ligne  BD-  Le  Redangle 
eft  donc  couvert  d'autant  de  Lignes  AB ,  qu  il 
y  a  de  Points  A  dans  le  Coté  AC,  ou  de  Points 
B  dans  le  Coté  BD  >  ou  dans  toute  autre  Ligne 

ferpendiculaire  tirée  de  la  Baie  fiipérieure  fiir 
inférieure*  Donc  pour  avoir  la  melurç  du  Bxo 
tangle ,  il  faut  multiplier  la  Bâ/ê  par  la  Hauteur 
perpendiculaire. 

ng.  f  X  •  En  Ali vant  lainéme  analogie ,  }e  conclus  :.Doqc 
pour  avoir  la  Solidité  dun  Prifme  droit ,  il  fouit 
multiflier  le  Polygone  qui  luifert  de  Baje  far  la 
HoHiJCHT  du  Prtfme ,  cefi-k-dire ,  far  une  Perpen* 
dicnlaire  quelconque  abai0e  de  la  Bafe/upériemre 
fur  t inférieure*  Car  ce  Solide  eft  conu>o/e  de 
Tranches  polygonales  d  une  parfaite  égalité..  Or 
il  y  a  dans  le  Prifine  autant  de  ces  Tranches  que 
de  Points  dans  la  Ligne  de  Hauteur  perpendir 
culairei» 

En  eâet  la  Ba(ê ,  c'eft-à-dire  y  la  première  Tran- 
che n  a  qu'un  Point  de  comnuin  avec  cette  Li- 
gne. On  peut  donc  faire  pafîêr  par  chaque  Point 
de  cçxit  Ligne  une  Tranche  parallèle  &  égale  à 
la  Bafê.  Donc  il  y  a  autant  de  Tranches  dans  le 
Prifine ,  que  de  Points  dans  fa  Hauteur  perpen- 
diculaire. .. 

t^g-  Si.  Suppofons  encore  qu  ayant  unPoIygône  quel- 
conque tel  que  A  ou  B ,  je  le  fafTe  mouvoir  foie 
de  haut  enl>as ,  foit  d^  bas  en  haut  >  fuivant  utie 


\ 
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DirefHon  perpendiculaire'^  parallèlement  à  fà 
première  pofîcion,  en  force  qu'il  laiflè  ilir  ià  Liv.  IIî; 
route  une  continuité  cf  autres  lul-méme  î  chaque  ™'  ^*^** 
Point  do  Polygone  laiflTera  auffi  une  traînée  de  ^^''  ^^ 
Points  dont  la  Gûte  forme  une  Ligne  perpencb- 
culaire.  Il  7  a  donc  autant  de  Trianches  dans  le 
Prifine  que  de  Points  dans  la  Perpendiculaire, 
Donc  pour  avoir  la  valeur  de  ce  Polyèdre  »  il  faut 
multiplier  la  Bafe  par  la  Ligne  de  Hauteur. 

Il  (uir  de-là  i*^.  que  deux  Prifines  droits  quel- 
conques  font  égaux  lorfquils  ont  même  Bafe  (^  ^ 
même  Hauteur.  Or  quand  on  dit  mime  Bafe ,  on 
n'exige  pas  qu'elle  foit  en  même  tems  femblable. 
Il  feroit  trop  manifefte  que  les  deux  Figures  ne 
différeroient  en  aucune  forte.  On  entend  donc 
ici  par  Bafês  égales ,  celles  qui  contiennent  le 
même  clpace ,  quoique  d'une  forme  différente. 

Je  fuppofe,  par  exemple  >  que  la  Bafe  du  Prif^  Wg»  •*- 
me  penfagonal  A  /bit  égale  en  ce  fens  à  celle  du 
Cylindre  B  -,  &  que  la  Hauteur  des  deux  Soli- 
des {bit  la  même  :  je  dis  qu'ils  ont  la  même  So- 
lidité. Car  il  y  à  autant  de  Tranches  circulaires 
dans  le  Cylindre  B ,  que  de  Tranches  pentago- 
nales  dans  le  Prifme  A.  Or  chaque  Tranche  pen* 
tàgonàle  efl  égale  à  chaque  Tranche  crrculaire« 
Donc,  Sec. 

z\'  Il  fuit  quun  Prifme  incliné  efl  égal  au  Plj.  lu 
prifme  droit  de  même  Bafe  &  de  même  Hauteur^ 
Car  les  Tranches  font  égales  dans  les  deux  PriC 
mes,  &  leur  nombre  efl  déterminé  par  le  nom- 
bre des  Points  contenus  dans  leur  Ligne  de 
Hauteur.^ 

£n  effet  ^  ibppofbns  que  chaque  Tranche  dm 
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Prifine  pentagonal  S^  du  Cylindre  droit ,  étant 
LiY.  1II«  prolongées  dans  Teipace  parallèle  >  aillent  cou* 
UI.  Sbçt.^  per  le  Pxifine  pentagonal  &  le  Cylindre  indi- 
ÇpAP.  I..  jj^ .  çg5  Xranches  ainlî  prolongées  rempliront 
dbiblument  Teipace  .parallèle  dans  lequel  les 
quatre  Figures  font  ppiees.  Par  conféquent^ 
toutes  les  Tranches  du  Prifine  &  du  Cylindre 
îliclinés  fe  trouveront  confondues  dans  la  pro- 
longation des  Tranches  des  Prifmes  droits» 
Donc  il  n  y  a  pas  plus  de  Tranches  dans  les  Prit 
mes  inclinés  que  dans  les  Prifmes  droits.  Or, 
par  la  ruppofîûon ,  les  Tranches  font  égales  de 
part  &  d'autre.  Donc  pour  avoir  la  Solidité  d'un 
Prifme  incliné ,  il  faut  multiplier  fa  Bafê ,  non 
par  la  Ligne  oblique  qui  lu|  fert  de  Côté  »  mais 
par  la  Ligne  de  fa  Hauteur  perpendiculaire* 
Fig.  80.  .  Cette  conclufîon  ne  p^roîtra  point  fîngulie- 
re,  fl  Ton  fe  rappelle  ce  que  nous  avons  établi 
dans  h  Livre  précédent  fur  la  mefure  du  Parais 
lélogramme  incliné»  Nous  avons  vu  que  la  Bafe 
AB  préfente  au  Côté  AC  »  non  un  Côté  perpen- 
diculaire ,  mais  une  feâion  oblique  plus  longuei 
prifè  dans  TépailTeur  de  la  Ligne.  Par  confSquen^ 
cette  fèdion  touche  la  valeur  de  plus  d^un  Point 
^ans  le  Côté  AC.  On  ne  pourroit  donc  >  fans 
une  grande  méprife ,  prendre  la  Bafe  AB  autanf 
^  -  de  fois  qu'il  y  a  de  Points  dans  le  Côté  AC.  Mais 

on  ne  fe  trompera  poin^  en  prenant  la  Ba&  AB 
autant  de  fois  qu  il  y  a  de  Points  dans  la  Hauteur 
perpendiculaire  EF  y  car  chaqiie  Point  de  la  Li^ 
gne  EF  a  la  même  épaiâèur  que  la  Ligne  AB. 
Fig.  9U  De  même  dans  le  Prifme  incliné  >  la  Tranche 
^  fe  préfente  au  Côté  CD  >  non  par  un  Côté 
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perpendiculaire  >  mais  par  une  ieâlon  oblique 
priie  dans  Tépaiflèur  de  la  Tranche ,  &  par  con-  !-<▼•  ni* 
léquent  plus  longue  aue  la  perpendiculaire.  JJ^*  ^*^* 
Donc  il  faut  multiplier  la  Tranche  X  >  non  par  ^^*^*  ^ 
le  nombre  des  Points  contenus  dans  le  Côté 
CD  s  mais  par  les  Points  de  la  Hauteur  perpea* 
diculaire. 

ConHdérons  encore  que  les  Tranches  des 
Prifmes  font  elles-mêmes  des  Prifines  infiniment 
minces  >  de  même  nature  que  ceux  dont  ils  font 
les  Eiémens.  Il  n'y  a  pas  plus  de  ces  petits  Prid 
mes  dans  le  Prifine  incliné  >  Que  dans  le  Prifîne 
droit  de  même  Ba^  &  de  même  Hauteur»  Oc 

Êar  la  iûppofîtion ,  le  petit  Prifine  qui  fêrt  de 
aie  £|U  Prifme  incliné ,  efl  égal  à  la  Bafe  du 
Prifme  droit.  Donc  le  total  des  petits  Prifines 
inclinés  eft  égal  au  total  des  petits  Prifines  droitfL. 
Donc  9  &c. 

Après  avoir  établi  ces  vérités  générales  fur  It 
mefiire  des  Prifines  >  il  faut  développer  d'une 
manière  plus  fen{îble,ce  que  préiènte peut-êtro 
de  trop  vague  Tidée  àtnne  Bafe  prifi  autant  dt 
fois  (jH  il  y  a,  de  Points  dans  une  Li^ne  de  Hau^ 
teur  perpendiculaire^ 

Rappellpns-nous  ce.  que  nous  avons  déjà  die  Hg*  ts^ 
plufieurs  fois  fiir  la  formation  du  Cube.  En  con« 
fidérant  le  Point  A  comme  partie  intégrante  de 
la  Ligne  AB,  nous  avons  vu  qu  il  devoit  avoir 
une  Longueur  infiniment  petite.  La  même  ral- 
(bn  nous  a  contraint  de  lui  donner  une  Largeur  » 
Iqrfiiue  nous  l'avons  confidéré  comme  formant» 
avec  les  autres  Points  de  la  Ligne  AB,  une  Sur* 
face  quariée  ASC*  D  où  qqus  avons  conclu  qu^ 
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La  Surface  ABC  écoit  compoiëe  cf  une  multitude 

Lit.  III*  de  Points  quarrés,  dont  le  nombre  étoit  le  pro- 
•  in.  Sbct.  juit  des  Points  de  la  Ligne  AB  par  ceux  de  la 

<^^'  ï'  L^e  AC 

Mais  à  préiènt  que  nous  confidérons  le  Quarré 
ABC  >  non  plus  comme  une  fimple  Surface  >  mais 
comme  une  Tranche  quadrangulaire  partie  in- 
tégrante du  Cube ,  nous  (bmmes  obligés  de  lui 
donner  autant  d'épaiflêur ,  que  nous  avons  don- 
né de  largeur  à  la  Ligne ,  8c  de  longueur  au 
Point,  Des-Iors  le  Point  A  devient  un  Cube  infi- 
niment petits  &  la  Tranche  ABC  un  amas  dune 
infinité  de  ces  petits  Cubes  joints  enlêmble 
iâns  intervalle  »  &  formant  une  couche  quarrée. 
Maintenant ,  fi  Ton  élevé  la  Tranche  ABC 
dans  une  direâion  perpendiculaire ,  &  à  une 
Hauteur  égale  à  ùl  Longueur  &  à  fà Largeur, 
il  eft  évident  que  chaque  petit  Cube  de  la  Tran- 
che ABC  décrira  dans  ià  route  une  Ligne  per- 
pendiculaire compofée  d'autant  de  petits  Cubes 
qu'il  y  en  a,  (bit  dans  AB  > foit  dans  AC  Aiafi 
k  nombre  de  ces  Cubes  contenus  dans  le  grand 
Cube  ABCD ,  n'eft  autre  chofè  que  le  nombre 
des  Cubes  de  la  Ligne  AB  élevé  à  la  troifiéme 

t  pmjfance ,  c'eft-à-dire ,  multiplié  deux  fois  par 

lui-même.  Par  confëquent ,  on  s'exprime  très- 
bien  en  difiint ,  que  pour  avoir  la  Solidité  de  ci 
Cube ,  il  faut  prendre  fa  Bafe  autant  défais  quit 
y  a  de  Points  dans  fa  Hauteur  perpendiculaire. 
Car  par  c^s  Points  on  entend ,  non  toute  forte 
de  Points ,  mais  des  Points  parfaitement  égaux  à 
ceux  qui  font  les  Elémens  de  la  Bafe. 
Je  ^ais  que  ces  Cubes  ne  font  pas  des  unités 

parfaite^ 


|)àrfaîtes  5  qué'âîvîfiblés  en  Cubés  infiniment  plus 
petits  eûCôte ,  ils  font  eui^-mênies  fufc'eptiblès  <ïe  ti v.  III- 
plus  ou  moins  de  grandeur  dans  cette  petitèflè  j[J^*  ^^^'^* 
infinie  du  premier  ordre  où  nous  les  /ûppofons.  ^^^^  *• 
Mais  comme  il  ne  peut  y  avoir  d*unité  parfaite 
dans  f  Etendue,  il  eft  néceflaire  pour  la  meiurer 
d'avoir  recouf s  à  des  unités  fidices  qui  n  cx- 
rluent  point  là  divifibilité. 
'  Aucune  portion  d'étendue  n*efl:  en  ellè-mcnie 
ni  grande  ni  petite  î  la  Grandeur  &ïà  Petitefle 
font  des  idées  relatives.  Par  conféqucnt ,  oh  ne 
peut  meiurer  un  efpace  qu'en,  le  Comparant  à 
un  autre  mieux  connu.  11  faut  donc  pour  s'en- 
tendre &  popt  fe  faire  entendre,  convenir  de 
mefurés  exades ,  qui,  qûoiqu'elpâces  réels,  foient 
cependant  regardés  comme  des  elpéces  d'uni* 
tés.  Pour  aller  Jufqu'à  la  demîere  précifiôn. 
J'ai  cru  devoir  deicendre  jufqu'aux  Èlémens  in- 
iininient. petits.  Mais  comme  chaque  Ligne 9 
chaque  Surface ,  chaque  Solide  en  contient  ùnç 
infinité',  &  qu  il  eft  impôffible  de  faire  un  rcful»- 
tat  d'infinités  plus  ou  moins  gicandes ,  variables 
à  rinfirii,  ce  fer  oit  en  vaifi  que  l'on  eflayeroit  dé 
Juger  de  la  grandeur  d'un  efpaùé  par  un  calcul . 
trop  difproportionné  aux  forces  de  fé/prit  hu- 
main. Il  faut  donc  pour  Tufage  le  contentei: 
d'unités  fi'â:ices  d'une  efpéce  plus  grofliere ,  '  & 
le  fervir  de  Toifes,  de  Pieds,  de  Pouces  &  dé 
V  Lignes ,  parceque  nous  n'avons  à  mefurcr  que 
des  objets  fenhbles  -,  &  que  ce  qui  eft  au-deffbuS 
de  ces, tnefures ,  eft  imperceptible  pour  nous»  {a) 

-(d)  Si  nous  avions  une  plus  grande  taille ,  &  que  nos 
fcns  eyircQt  Une  groffiéretc  plus  grande  à  proportion  >  cet 

Ee 


4H        Géométrie  Heta^ittsique» 

Nous  avons  vu  que  ces  mefùres  étant  boéaî- 

Xiv,  ni.   res ,'  décidoient  de  fa  tongueur  \  qu'étant  quar- 
^  III.'SbcV.  rées,  elles  donnoient  la  valeur  d'une  Surface. 

Cha^.  I.  jj  jjQyg  j.çjjg  ^  conclure  qu'elles  doivent  ctrc 
cubiques  pour  déterminer  la  grandeur  d'un  So- 
lide. On  n'a  pas  de  peine  à  comprendre  qu'une 
Toi(è  cubique,  un  Pied  ou  un  Pouce  cubique  » 
(ont  des  Cubes  dont  chaque  Dimenfîon  eft  d'une 
Toi/è,  d'un  Pied,  d'un  Pouce,  &c. 

Pour  en  faire  l'application ,  je  prends  un  Pa- 
rallélipipéde  droit  (  car  ce  Polyèdre  eft  tout  aulE 
facile  à  meiurer  que  le  Cube  }  je  fuppofê  que  le 
Parallélipipédeait  j  Pieds  de  Longueur,  i  de 
Largeur  &  4  de  Profondeur.  Selon  nos  prin- 
cipes il  doit  contenir  14  Pieds  cubiques.  Car  j 
de  Longueur  multipliés  par  1  de  Largeur  font 
^ ,  &  4  fois  6  font  Z4.  Voyons  donc  fi  dans  la 
vérité  nous  trouverons  24  Pieds  cubiques  dans 
iiotre  Parallélipipéde. 

Bj.  •  j»  [  J^  coupe  d*abord  la  Figure  de  Pied  en  Pied 
jparallélement  à  la  Ba(è)&  ces  fectipns  me  don- 
nent 4  Parallélipipédes  de  j  Pieds  de  Longueur, 
c^'i  de  Largeur ,  êc  <f  un  pied  de  Profondeur. 
,  '  Enfùite  par  d'autires  (cdjbions  pâralletés  à  deux 
des;  Côtés  oppofes  &  faites  de  Pied  en  Pied  dans 
la  Ligne  de  Longueur ,  je  coupe  chacun  de  ces 
4  Parallélipipédes  en  5  parties  égales.  J*ai  donc 
alors  }  fois  4  ou  1 2  Parallélipipédçs  d'un  Pied 

n>e(iires  (èroient  encore  trop  petites  |k>iir  notre  nâgc. . 
Mais  il  nous  en/audroit  de  moins  grai^des,  fi  nous  étions 
plus  petits ,  Se  fî  DOS  fèns  avoient  plus  de  fubtilité.  Un 
Ciron ,  par  exemple ,  qui  (croit;  capable  de  juger  de  reten- 
due des  objets,  devroit  avoir  des  mefùres  fî  petites»  que 
notre  imagination  ne  peut  fi  les  repréfènter. 
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de  Longueur,  d'un  de  Profondeur >  S:  de  x  de 
Largeur.  Liv.  IIL 

Enfin,  fi  par  une  (èâion  parallèle  à  la  Face  ^^^'  Sect. 
antérieure  &  à  la  poftérieure,.je  coupe  chacun  ^"^''  ^* 
de  ces  II  Parallélipipcdes  en.  deux  parties  éga- 
ies y  j'aurai  z  fois  1 2  pu  14  Parallélipipédes  d'un 
Pied  de  Longueur ,  d'un  dé  Largeur,  &  d'un  de 
Profondeur ,  c'eft-à-dire ,  24  Cubes  d'un  Pied. 

Mais ,  dira  -  c'on ,  puî(que  ces  unités  fiâices 
ibnt  arbitraires^  pourquoi  leur  fuppofe-t*on  la 
forme  cubique  plutôt  que  toute  autre?  Il  eft  vrai 

Jue  cette  fornie  eft  commode  pour  mefiirer  des 
ârallélipipédes  droits ,  parceque  des  Cubeâ  8û 
des  parcies  de  Cubes  s'ypeuvent  arranger  aifér 
ment.  Mais  il  eft  impofEble  de  remplir  de  ces  Fig.  «44; 
petits  .Solides  les  Parallélipipédes  inclinés ,  & 
moins  encore  les  Pyramides,  les  Solides  à  £sice^ 
tes  &  les  Sphères. 

,  Je  réppnds  que  s'agiftànt  de  comparer  dnfem^ 
blc  des  Figures  fort  différentes, il  faut  convenip 
d'une  mefiire  fimple ,  unifonne  &  invariable  » 
qui puidè  convenir  à  tous  les  Polyèdres.  Or,  la 
meuire  cubique  a  toutes  ces  qualités-,  parcequ  u-^ 
ne  lêule  de  les  Dimenfions,  c*eft-à-dire,  fa  Ra- 
cine, fuffit  pour  la  déterminer.  Dès  qu'on  parle 
ii'un  Pied  cube,  tout  le  monde  le  forme  une 
idée  nette  de  cette  grandeur.  Mais  fi  Ton  pre- 
noit  pour  unités  fiûîces  de  petits  Cylindres ,  de 
petites  Pyramides ,  de  petits  Globes ,  ou  même 
de  petits  Parallélipipédes  droits  ou  inclinés,  on 
ne  (cauroit  plus  à  quoi  s'en  tenir  *,  parcequ'il  faut 
pluheurs  conditions  pour  déterminer  ces  Fi- 
gures :  si  même,  après  toutes  les  précautions 
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requifes,^il*fau(iroït  fâiriB  effort  pourlâifîr  éêi 
Lit.  IIL    unités  bizarres.  Par  confëquent,  les  mefiires  des 
.ill.  ^BCT.  SdlîHes  doivent  être  des  unités  cubiques ,  de  mê- 
Cbap.  I.   ^ç  qyç  jgg  uni(^  quarrées  font  la  mefiire  des 

Surfaces ,  foppofé  que  tous  les  Solides  puiflènc 
fe  réduire  àuParallelipipéde  droit, coname tous 
les  Polygones  fe  réduifèiïc  â«  Reftàngle. 

Or  1°.  il  eft  facile  de  réduire  les  Parallélipi- 
pédes  inclinés  au  Paraliélipipéde  droit.  Car  un 
Parallélipipéde  itKîliné  eft  égal  au  droit  de  même 
Bafê'&  de  même  Hauteur. 
.  2^*  La  réduction  des  autres  Prifines  tant  droits 
qu inclinés^  &înêiiïfe  du  Cylindre,  n^e  Ibuflire 
jahcs  plus  de  difficulté.  Car  tous  ^és  Prifines 
>nt  égaux  au  Parallélipipéde  droit  de  même 
Bafè  &  de  même  Hauteur.  On  n*a  befoin  que 
d'opérer  Car  la  Bafè ,  c'eft'à-dii  e ,  de  trouver  un 
Rectangle  égal  à  la  Ba/e  des  autres  Prifines  êc 
du  Cylindre  :  ce  qui  eft  une  affaire  de  Planimé- 
trie."  •■  ,  .  •• 

t  3*«  H  ne  ?agit  donîr  plus  i^iie  de  réduire  au 
Paçallélipipéde  droite,  les^Pyiamides  &  les  au* 
tues  pdiyëdtes ,  comme  ^n  réduit  âti'-Reâ:angIe 
toutes  les  elpéces  de  Polygones.  C'eft  ce  dont 
^ouis  allons  traiter  dans  les  Chapitres  iuivans. 
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Solidité  des  Pyr/fmde/,*: 

LEs  Pyramides  ont  avec  les  Ptifîhes  quelque 
chofe  de  commun  >  &  quelque  chofe  de  &f» 
ferent. 

Comme  Ifes^Prifiie^,  dtes  {bn^compofê'es  dé 
Tranches  polygonales  parfaitement  iemblables^ 
d^ont  le  nombre  eft  déterminé;  ahiltî:  que  dans 
les  Prifines,  par  la- Hauteur  perpenckculaîre*  -- 

Mais  ces  Tranches égales^&femblables  dans^ 
les  Prifines^ne  fontquèiemblabiosdaiîsIes-Py-  '"^  c  - 
ramîdes^  &vont  toïijduf s  èh  diminuant ,  depuis^ 
laBafe  jusqu'au Ajmmeè,  qu^fdn  doit  regarder* 
com me  un< Polygone  (emblablér  >à4a.  Bài^i  mai^ 
infiniment  petit.  .'^^'       -         .:     .1  ""^ 

De  ce  que  tes.Eyramî<les>onttîë  commun  awc 
It»  Prifrnes,  il  fuit  1^4  que. /^i  Pyramide  droite  éfi 
égiile  etf^Sxylidité  a  C inclinée  4e  mime  Baji&df^ 
même  Hakuur..    ■  *  -'''^  ^'         "    .  '  '  ? 

.  î  '  Car  l'ùne-ic  Pâûtre^nt  Je  '4nëôie  nembW  4iS  Bg.  t^ , 
Tranches^^  &j  ehaque  Tranche  eft-  égale  à  fa  côp^ 
reiponda»te  dans  l'autre  Pyramide.  En  efe;4àf 
diminution  des  Tranches  e^  toujours  uniforme 
dans  la  ^Pyramide  foit  dtoite  fait- inclinée ,  cé# 
îoit^s  de>Figures  n'adiïîectant^ni  boflës  nifimiofi 
fîtes.  Chaque  Tranche  d'une  Pyramide  droite  ^ 
ôfl  une  Pyramide  tronquée  droite  infiniment* 
naince  :  de  niêmo- chaque  T-riahche  d'une  Pyra-^ . 
JOiide  oblique,  efl  aufS  une  petite  Pyrattîidé-obm . 
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que  tronquée.  Si  donc  >  malgré  cette  d^âiéreoce» 
Lir.llh.  la  première  Tranche  de  Tune  eft  égale  à  la  pre- 
III.  S^GT.  niiere  Tranche  de  tamre  *  apfi  qu  on  le  {ûppo- 
'^^^^       fè ,  la  quarahtiéme  Tranche ,  par  exemple ,  de 
la  Pyramide  inclinée,  qui  a  la  même  inclinaifon 
que  la  première ,  doit  être  égale  à  la  quaran- 
tième Tranche  de  la  Pyramide  droite*  Donc» 

Les  Cônes  font  de  véritables  Pyramides  : 
Donc  les  inclinhfom  iganx  aHxAroits  de  mime 
Bafe  &  de.  même:  HaHpenr.  ^ 

-  Il  fuit  2°.  que  les  Pyramides ,  qmique  de  fir- 
me différente  rfint  égaU^r  lorfqu  elles  4int  des 
B.4fes  égales  &^  la  mefne -Hauteur. 

Plg.  •  ;.  .  - J^i  fuppo/e>  pîar  exemple ,  que  la  Baie  exago- 
n^de  d  une  Pyramide  droite  (oit  égale  ^  k  Baie 
circulaire  d'un  Cône ,  .&  que  cesifeux  Figures 
aienç  la  ménie  Hauteur  :  Je  jdisquclles.ootauffi 
la  même  Solidité.'  .il:.^ 

-rf^\  I**.  le  Gprîe  eft  conipo/ëxl'aiitant  de  Tran- 
ches.çkçulaîBeg  ,  qu'il  y  a  de  Tranches  exagona- 
Iç^S  <fans  la  Pyramide,  z^  La  première  Tranche 
du  Cône  eft  llippofée  égale  à  la  première Tran- 

t" .:  .^î  {  che^ela  Pyramidp.  .:3  >  tes  Tjrândhe^idïns  liin 
&4ans  l'autre  SolidêVf^fiT  enLdimimiant.d'unè 
]):^arûére  toujours  urûforaje ,  ji^li'à  ce  qu  elles 
fe- terminent  en  un  Point  à  la  même  Hauteur: 
car  ces' Figures  »  comme  on  l'a  déÎ3t.dit.,  .h'ad- 
mettent  ni  bolTes  ni  finuofités.  î^  Ti^nches 
décroiflent  donc  en  mêine  Raifon  dans  Tune  & . 
dans  ifiutre.  Doiic,  prifes  à  la  même  Hauteur, 
elles  (ont  égales,  Donc  les  deux  Bgurcs.  ont  la 
même. Solidité;      .    .         .      ...  \l'  ' .  .  - 
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H  eft  elair  par-là,  que  toutes  les  Pjrramicles; 


peuvent  aifément  fe  réduire  à  la^Pyramidçdîfdi-î'  Liv..ITL 
te  d'une  Bafe  quelconquèi  &  eeTl  dêîauneénui-  ^'  r^^'^' 
de  avance  *,  puilqu  il  nç  s  agit  plus  que  aç  trouver 
la  mefure  de  la  Solidité  deceile-Êi>  feh  la  com- 
parant ail  Prifme  de  même  Bafe  &  de  menie* 
Hauteur.  Ces  deux  Solides  ont  le  même  nombre' 
de  Ttanches  par  la  (uppofition*  Mais  les  Tratir 
ches  Pyranridiales  vont  ^n  décroiffant  juïqji^iiï 
Sofnmet^,  Se  (?ieft  en  éëlâ  que  ces  deux  FigUrej^. 
différent-  rûné  de  l'autre»  Ce  feroit  donc  une 
étrange  niéprife,  fi  pour  évaluer  la  Solidité  d*une 
Pyr âniicie  ^  on  multiplîoit  Ùl  Bafe  par  fe  Hau- 

Lè-R^ppôrt  i^fûe  nouS  avons  remarqué  eptrë 
la  Pyramide  &  le  Triangle  tiVn  Côté  •,  &  tsn^ 
tire  lè  Priïmê^  &  le  Parallélogramme  de-Fau- 
tre,  jibuttoit  d*abord  faire  peiifer  quelaPyfa* 
mîde' eft  Wtié  du  ftifine  de  mênie  Bafe'&Pdê 
mêttie  Hauteur^  de  même  que  le  Triangle  âî 
moitié  du  Parallélogramme  coirreipondant»  0tf    V,  L.  x  5* 
pourtoit  même  s'àfiermir  dans  cette  penfée  en  3»P.i-Clu. 
fe  rappellant,  que  fi  Toh  coupe  un -Triangle  à  *" 
moitié  de  fe  Hauteur  pair  une  Bafe  parallèle  à  1^ 
grande,  cette  petite  Bafe  eft  moitié  de  la  gran-? 
de ,  &  devient  par  conféquent  un  dès  produï=^ 
fans  du  Triangle  v  &  que  nous  avons  auflî  prouvé  V.  ci-dciïuâ 
ci-deflus  que  fi  Ton  coiipe  une  Pyramide  cfroitè  S.i.Ch,  *». 
à  moitié  de  fe  Hauteur  5,1a  fedion  donne  niné 
Bafe  fiîipérieupe  dont  le  Périmètre  eft  moitié  du 
Périmètre  dé  la  Bafe  inférieure,  &  devient  par 
cett^  raifon  l'un  des  produiferis  de  la  Surface  dç 
la  Pyramide.  On  pourroit  donc  foupçonncr» 
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Liv.  lilr  Solidité  de  la  Pyrsuni^e,  il  faudroit  multiplier 
ïlh^^Qj,  cette  Tranché  mitoyenne  par  la  hauteur  duSo- 

^^^^4^  lide.     .  ;^ 

^"Mais  fi.  l'on.y  fait  attention ,  on  verra  que  Tott 
cft  bien  loin  de  compte.  Car. cette  Tranche 
mitoyenne  n*eft  que  le  quart  de  la  Bafe  inférieu- 
re.. En  eflfet , ppifoue  le. Périmètre  de  celle-ci  eft 
dpy ble  du  Périmçti;e  de  fa  Tranche  ,ipitoyenne , 
le  !R,aion  droit  de  la  pjçemiere  eft  double  aui& 
4^  ïlaïon  droit  delafeponde.  Donc,  ces  deux 
Polygones  font  emr'eux  ç;oi>ime  4  eft"  à  i  •  Donc 
ço  grenanç  la  Tranche .niitoyenne  de  la  Pyrami- 
de pour  un  des  Produifans  de  ià  Solidité,, elfe 
pe^lèfoit  que  le  quart  4u  Pri(I?ie  d^  mqnxeJBpfe 
^  de  même  Hauteur. 

.  .  Abandonnons. donc  ces  petites  analogies  qui 
çe  ijbnt  propres  qu'à  faire  illufîon.  Il  .çft  vifible 
que  la  Pyramide  eft  plos  que  le  quar.çduPrifine 
çorrelpondant;  Il  eft  encore  aflez  vifible  qu'elle 
.   1  ,^'    jpxsn  eft  pas  mpit;ié.  Car  la  diminution  des  Tran- 

.  iM.i.?  çhes  dans  la  Pyramide  en  çout  fens  depuis  la 

.i  j^afe  Jufqu'au  Sommet  eft  fi  eonfidérable ,  qu  elle 

dpit  emporter  glus  delà  moitié  ^  l'e(p4cefo- 

lide  renfermé  dans  Iç  Pûfiuç  de  mçnje.B^fe-& 

^  même  Ha^teur^  .  '_     .    - 

:.  '-z .  /      Qy^''  ^  donc  le  Rapport  dp  cesdeux  Solîdes^ 

\i.  i»  : . .  Il  %^  avouer  qu'il  ne  feu  ta  pas  ajux  yevl^t-  Ce 
n'eu  qu'à  force  4e  recherches  que  lesGéoiTiétres 
pnt. trouvé  qu'il  étoit  de  }  à  1 ,  c'eft-à- dire, que 
le  Prifine  eft  triple  de  la  Pyramide  de  n^me  Bafe 
&  de  même  Hauteur.  Voici  de  quelle  manie^ci 
îjs  font  pi^rvenus  4  cçcte  décoqyert^» 
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JpN  coitifidcrant  un  P'rifme  triangulaire  >  on  voit'  Liv.  III. 
qu'il  peut  çtre  partagé  en  trois  Pyramides  trian-  ^H*  ^^^'^* 
gulaires  égiales.  Je  troirve  la  preuve  de  cette   p"^^'  ^** 
a0ertion  auffi  clairement  énoncée  qu  elle  le  peut  g  ^^'   ^  * 
êtte ,  dans  un  Ouvrage  généralement  eftimé:  Je 
ne  peus  loÂeux  faire  que  de  la  ttanfcrire.'  Mail 
l'avertis  que  pour  la  com|)rendre ,  il  fêroit  à  pro-    ' 
pos  d'avoir  en  relief  un  Prifine  triangulaire  par* 
t^gé  felon  les  fedlions  que  Ton  va  expliquer.^ 
Le  fec<)urs.  d'une  Planche  gravée  n'y  fuppléeraF 
que  fpiWement*  ,  i  -:  :    ;  .c 

-  «  SQitJmaginé  un  Plaii  ABRqui  pafle  pat  le    La  Géo- 
«  Côté  AB  de  la  Bafe  inférieure  du  Prifme  V  ^  ^^'J^\  ^^ 
»*-par  le  Point  F  dé  la  Bafe  fiipérfeure  :  il  re-  l^^f^^^^^ 
»  tranchera  du  Prifine  la^Pyramide  X,  qui  a  pour  ^  g .  *  ^ 
»Bgfe  fe  Triangle  ABC,  ceft-à-dire,  la  Bafe 

»  4uPrifiueî  &  pour  Hauteur,  celle  du  même 
w>  Solide-:  fc  SonmietF  dé  ciôite  Pyramide  étant 
»  un  PoûK  de  la  Bafe  Supérieure  du  Prifine.  *  " 

-  5>  Si  par  le  Point  A  de  la  Bafe  inférieure  5  &  '^* 
«>,patleCôté  EF  delàfupérieure,  on  faita^^ 
qp^-pa&r  Un  Plan  A£F ,  il  f>artagera  le  fefbs  d\i 

»  Prifine'  en  deux  Pyramides  triangulaires  éga-!^ 
a>  les  Y  .&Z.  Je  dis.égales'i  pârcequ  elles  onr 
3»  chacune  pour  Bafe  la  moitié  du  Parallélogram-^ 
»me  ABEi>,  attendu  quelcBlan  coupant  ABP 
3»  padè  par  la  Diagonale  de  ceParalIélogr^tâ<*J 
9»iEUes  ont  auffi  la  mcmeHauteur  •,  puisque  le  •' 
»  Sommet  de  chacune  eft  au  même  Point  F  d^ 
39  la  Bafe  fiipérïeure  du  Prifine.  Ainfi  Y^=i2. 
..  3s>  Si  Tan  corripare  préfentement la Pyramîd^: 
^  X  âvet  laPyramidc  Y ,  on  triouyera  de  mémfi 
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»que  ces  deux  Pyramides  ont  chacune  potir 

Liv.  m.  9  Bafè  la  moitié  du  Parallélogramme  BG£F  ^ 

m.  Sbct.  a,  puisque  le  Plan  coimant  ABF  pafle  par  (à  Dia- 

Chap.  II.  ^  gonale  BF^  &  queUesont  auffi  même  Hau- 

»  teur  y  le  Sommet  de  Tune  &  de  l'autre  étant  au 

»  même  Point  A.  Donc  la  Pyramide  X  eft  égale 

3»  à  la  Pyramide  Y.  Mais  cette  Pyramide-Y  eft 

»  égale  à  la  Pyramide  Z*  Donc  ks  rjro*s  Pyrâmi- 

»  des  X ,  Y ,  Z  font  égales  entre  elles.  Donc  tout 

»  Prifine  triangulaire  peut  fè  partager  en-  trois 

»  Pyramides  triangulaires  égales.    Ddftc-  tout 

9>  Prifine  triangulaire  eft  triple  d'utieiPyrainide 

t    9D(!triangulaire  de:inémelBaie  &de  mêitieHàu* 

•'»tenri'3>  ,  ::.:'r^..  ••''•     -3   -   ' 

Pbur  appliquer  ce  que  Ton  a  déctrtttfettfurlé 
'  '      '\"  Pcifme  &  la  Pyramide  triangulaite  à  tous  les 
Prifmes  &  Pyramides  quelconques^  dé  ôiême 
Baie  &  de  même  Hauteur,  il  faut  obiêrver 
qu'il  n*y  a  point  de  fflriîïies  jquei'oh  5ie  puifle 
Rg.  96 ,   partager  en  Prifmes: .^aûg^âires^^jWÎfc[ué^^fe 
•^-  B^fesy  éitant  des  •  Hbl^gânés  égau^t-  &  fetéWa- 

bles,  peuvent  être  partagées  en  autant  de  Trian* 
gjlies  ^g$iux ,  qtîiLi:  on|^  ^ de 'Cotés  moins  deiix. 
Ekpnp  ^n  faiiànto  paflcarideslPfans-paD  les^  Côtés 
Qprrç^^ondans  des  Triangles  delà  Bàfe&^riéu- 
rf>  i^:  de  l'inférieure  >  le  Prifme  total  fera  partagé 
ejv, autant  de  Prifmes  triangulairôs^j'^ull  a  de 
f^eçîSh  moins  deuK^tf:  •; 
Fig.  90»  .,  D'un  autre  côtér^il  iTy>  a  pbïnt  de?  Pyramide 
qWfe  l'on  rie  puiflè:  partager  en  lin  certarn  nom- 
bre jfc  Pyrarnides.  tiîiaHgukfres»  Pour  cela  il  ne 
ibbt.qtie  partager  leî  Polygone  de  fa^Bafe  en  au- 
taiit'.4e-7rianglesiquil  ^de:  Cotés  moins  deuxjr 
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&:  faire  paiTer  des  Plans  par  ces  divifions  &  par  S 


a 


le  Sommet  de  la  Pyramide.  Liv.  IIL 

Ayant ,  par  exemple,  un  Prifme  &  une  Py-   ^^^'  ^^^^^ 
ramide  pentagonales  de  même  Bafe  &  de  même   S^^^g* 
Hauteur ,  je  puis  partager  le  Prifine  &  1^  Pyra-    ^^^   ^* 
mide  en  trois  Prifines  &  en  trois  Pyramides 
triangulaires.  Or  chaque  Pyramide  aura  la  mê- 
me. Bafe  &  la  même  Hauteur  que  le  Prifme  trïan- 
gulaîre  auquel  elle  corre/pond.  Donc  chaque 
portion  de  la  Pyramide  totale  étant  le  tiers  de 
chéfcque  portion  correfcondante  du  Prifme  total , 
l^Pyfoniidis  entière  fera  lé  tiers  du  Prifme  en-. 

'N  a  trouvé  le  Rapporr  précis  de  k  Pyramide  Elém.  de 
ad  Prilmê' d'une  manière ^bins  compliquée,  Oéom.  de 
pèé  la  <:onfîdération  dii  Cubé.  P^f  8o"& 

Des  qiiâtre  Angles  ABCH  de  la  Bafe  de  ce  So-  ^.J.^^ 
lidë  5  feient'  tirées  quatre  Lignes^  droites  au  Point    ji\l  ^  i, 
O  Centre  de  la  Figure:  Céi  quatre  Lignes  join- 
tes à  la^Bafe  reprefenteht  une  Pyramide  droite 
qua^atigùlftire.  V 

-^îGette^^yfàmide  ncïttjuè  la  fixiém^'jpattîe 
dtfôïfefeièSISJer^  Pour V^  convaincre  cPtfnçi  nia-' 
niere  fenfîble,  il  ny  auroit  qu'à  prolonger. Ji^r 

Siâf fe  cLigtiés  jà/qù'atix  Angles  de  la  Bàfè  fôpé- 
eure,  &  joindre  ces  Lignes  deux  'k  deux  par 
des  Plans  angulaires;  dont  Te  Sommet  cdmmuh 
ftfôijÉ'lePtknt  O  Centre  du  Çufaè.  On  verroie 
atetli  eô  Solide-  partirgé  en  fix  Pyramides  pàr- 
falr^eat' égales  &'femMables;  dont  îa  ^afeTe-  ^ 
roî^Une^des  Faces  du  Giiëé;  &<iorit  la  Hauteur  ' 
ièroit  un  Raïon  droit- ^tt  Cube  comme  OL« 
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Donc  la  Pjrramide  OABCH  n  cft  que  le  fixtàne- 
Lit.  III*  du  Cube.  Par  coDie<|uenr ,  fi  Ton  coupoit  le  Cu- 
m.  Sbct.  \yQ  çn  deux  Parallélipipédes  égaux  pat  un  Wan 
A^^^*  ^-  qui  pafleroic  par  le  Point  O  Sommet.de  la  P7-* 
ramide  &  Centre  du-Cube,  laPyramide  OABCH; 
feroit  le  tiers  da  Parallélipipéde  dans  lequel 
çlle  ell  contenue»  Ces  Solides  ont  même  Bafe  8c 
même  Hauteur  :  les  Produifâns  duParallélipipé- 
de  font  If  Bafê  ABCH&  la  Hauteur  ratière  OL. 
t>onc  les  Produifàns  de  la  Pyramide  lô^t  la  mê- 
me Baie  ABCH  &  le  ^iers  de  Ja  Hguteur  OL.  . 
[  Mais  la  propriété  de  la  Pyramide  quadrangpi' 
lâire  fixiéme  du  Cube  de  Hauteur  double ,  lui, 
eft-elle  commune  avee  toutes  les  Pyramides 
quelconques^  même- avec  celles  qui)  qudcpie- 
transformées  qu'elles  fuflènt  cnPytamidesqua^ 
'  dfongulâires,  ne  pourroient Jamais  être  la  mûté^.; 
: .  .     r  .  :  jj^  p^xiie  d'un  Cube  ?  voilà  la  question. 

-      Pour  la  ré/budre  (bit  une  Pyramide  quelcon*. 
•*         *    que ,  exagonale  Ci  Vçn  vput ,  &  de  tel}^  Hauteui:  * 

Sue  l'on  jugera^  à  propos.  Imaginons  jjtgi.Cpbe 
ont  la  Hauteur  ibit  double  ;  &  comparons  la* 
l^yramide  quadraigiU^ii^quiferoit^lafixiéme 
pJatfieVi^  CQ  Cubç^v^VjC^  npiyçe  Pyi:a)p§i4é:âia?f. 
gonaJb^j,,.   .  ,  ..  y:    ,  :     /     \    ".'/':,  zi  -".' 

_  .Tputcs  Iqs.  deux  oncJamêm^  HauteuîS  ,&  m 
diiTér^pt  par  conséquent rquepai^l^ArBafès.  Il: 
nert.p^  dputeu.3j:;quê:U  HRufwr  &.laBi(e  n  en- 
trant. 4^ns  la  pro4i9^%<le:  Jeur  Solidicjpt,  JDonc  * 
ayai^;,un  Prodailknt^  coo^un >  fçâvoir:^  leur. 
Hiu^m  y  ou  une  partie  quelconque  de  leiur  HaUp. 
teut,.eHc& ibnt  entre. ^IJes comme  feursBafes^. 
c'eft-à'  .dire  ^^  coi^mj  \^^h  ^jo^luifâns  im^m^  i 


\ 
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"En  effet  Vi!  y  a  autant  de  Tranches  tembla- 
bles  dans  la  Pyramide  exagonale ,  que  de  Trali-  I-iv.  IIL 
trhes  quarrées  dans  la  quadrangulaire ,  puifqu*on  ^^^*  ^^^^ 
les  fiippofê  de  même  Hauteur.  Donc  quelque  ^^^^*  "■ 
foit  le  Rapport  de  leur  Bafe,  il  fe  perpétue  (en- 
tre les  Tranchés^correlpondantes.  Car  ces  Soli- 
des ay^ant  nlêmé  Hauteur  ,ïl  faut  de  part  &  d'au- 
tre que  les  Tranches  Yéleyent  en  décroiffaiit 
fclon  la  niêmè  Raifon.  Or  la  Sohdité  de  la  Py^- 
ramide  quadrangulaire  n'eftque  Tamas  d  un  cer- 
tain nombre  de  Tranches  qoarrées ,  comme  l'a 
Solidité  de  la  Pyramide  exâgonrale  n  cft  que 
Tamas  d*un  même  nombre  de  Tranches  exaefo- 
toales.  Donc  les  deux  amas  ne  peuvent  différer 

3UC  feionla  grandeur  tejâtive  des  Tranches  où 
es  Ba(es  dans  les  deux  Pyramides.  Donc  ces 
deux  Solides  fortt  entre  eux  comme  leurs  Bafès. 
Donc  puifque  la  Solidité  de  la  Pyramide  qua- 
drangulaire eft  le  produit  de  fa  Bafe  par  le  tiers 
de  (à  ' Hadteur , 'la  Solidité  de  la  Pyramide  exa- 
gdnale  ne  peut  être  lion  plus  que  le  produit  dd 
Bi Bafe /quelqu  elle  fok  vpai:  Ife  tiiers  de  la  mêttie 
Hauteur.  Qr  le  Prîfine  de  mrême%fe  &  de  mè- 
Inè  iiâûtèiir  que  la  F^yrâmide  éxagônale  eft  le  '^  ■ 
produit  dé  la  même  BSfe.pàr  la  Hauteur  en- 
tière. Dond  la  Pyraraïde  exagonale ,  &  par  con- 
jfeqiient  toute  Pyramide  quelconque  eu  le  tiers 
dii  Pçîfine'de  ttiême  Bafe  &  de  même  Hauteur. 
'  Le  Gôhfe'éft  une  véritable  Pyramide.  Donc 
aufli  tout  Côbe  eft  le  tiers  du  Cylindre  de  mê- 
me* flatitcfàr  &  de  li^ême  Bafe. 

Les  Pyramides  Ar^es  Oânes'  intlinés  ïônc 
f gaux;  aux  Pjrramide$  ^  aux  Cônes  droits  de 
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mcme  Bafe  &  de  même  Hauteur.  Ainfi  la  me- 

Liv.  III.   fore  des  premiers  ne  fouffre  aucune  difficulté.  Il 

m.  Sect.  gfl;  fînguiier  que  dei  Solides  dont  on  ne  peut  au 

Ckaf.  II.  jufte  évaluer  la  Surface,  fe  prêtent  défi  bonne 

grâce  lorlcju'il  3'agit  de  leur  Solidité. 

Malis  voici  une.  fingularité  toute  oppoSe. 
Nous  avons  vu  qu  on  trouyoit  aifêment  là  Sur- 
face; des  Pyramides,  &  des  Cônes  tronqués  droits, 
en  multipliant  la  Circonférence  de  la  Tranche 
HUtQyenne  entre  les  deux  Baies,  par  le  Côté  de 
la  Pyramide  &  du  Cône  tronqué.  On  pourroit 
4onc  s*imaginer  qu'on  en  auroit  la  Solidité  en 
multipliant  la  Surface  de  cette  Bafe  mitoyenne 
par  la'  Hauteur,  de  la  Pyramide  ou  du  Çonç 
tronqué.  Mais  on  fe  tromperoit  fort*  Car  fila 
Ci^co.nférencç  de  la  Tranche  mitoyenne  eft 
Moyemie  arithmétique  entre  les  Circonféren- 
ces des  deux  Bares,?il.n'en  eft  pas  de  même  de 
la  Surface  mitoyenne  comparée  aux  Surfaces 
des  deux  Baies.  £n  eâce^ces  Surfaces,  font  en* 
tre  elles ,  non  comme  leurs  Qrconférences  ou 
leiirs  Raïons ,  mais  o^mtoe  les  Quarrés  de  ces 
Qrconférences  &  de  ces  Raxons. 
Fi;.  ^2;  Ainfi ,  pour  parvenir  à  la  Solidité  d  une  Pyr;^ 
mide  tronquée  ou  d'un  Cône  tronqué ,  il  faut 
i*'.  fiippofer  ce  qui' leur  manque,  ceft-à-dire, 
la  petite  Pyramide  ou  le  petit  Cône  qu'on  a  re- 
tranchés. 2°.  Mefiirer  la  Pyramide  entière  ou 
le  Cône  entier,  i^.  Orer  du  produit  rptal  la  va* 
leur  de  la  petite  Pyramide  ou  du  petit  Cône. 
Le  refte  fera  la  Solidité  de  U:  Pyramide  troo* 
quée  &  du  Cône  ttp^qpé. 
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III.  Sbct, 

CHAPITRE  III.  ^•^^'•"'- 

.Solicité  des  Polyëdrxs  kfacetes  &  de  la  S f  hère. 

CE  qoe nous  venons  d'établir  dans  le  Chapi-    ^^Z*  ^®  • 
tr^pr^cédçjtttfurladécompofitionduCube  ^^  '  ^^* 
en  fix  By^amides  quadrangulaires  égales,  nous  '^  '  '^ 
fait  voir  plaireoient  que  tous  les  Solides  régu- 
liers à  fiîiçetes  peuvent  de  même  fe  décompofer 
en  autant  de  Pyramides  égales  qu'ils  ont  de  Fa- 
.cps.  Xjsl  B^i^  de  ces  Pyramides  eft  la  même  dans 
chaquie  Figure  :  quarrée  dans  FExaédre  ;  Penta- 
^nale  ^ans  ile  Dodécaèdre  s  8c  triangulaire  dans 
^^  jtrois  autres,  {.etir  Hauteur  eft  aum  la  même , 
puifqjuellç  eft  expâmée  par  une  Perpendiculaire 
^Icée  du  Çent^(ï  die  Ja  Figure  £ir  Tune  de  iès  Pa- 
ires, »  ç  eilt^-4ire  >  par  iba  R^'on  droit, 

'il  iuffira  dope  a^Ycâi:  la  melure  d'une  de  ces 

JPyt;?qi¥^.>:  5^  d'ee^  imikipiier  la  valeur  par  \t 

jif^^l^  dçs  Faces  t  pai;  ^  ;  (l  c'.eft  un  Tétraèdre  : 

|)ar  6y(l  ç^  un  Ex^dte ,  &c.  Ou ,  fi  Von  veut , 

^n  dira  qièç  Je  Solide  régulier  eft  le  toul  de  (di 

Face?,  fp4(tfpUé  par  le  tiers  de  ion  Raïon  droir. 

Car  il  eft  évident  que  toutes  ces  Pyrpmîdes  fe- 

jToâ^nt  iégales  à  une  feule  de  même  Hauteur,  & 

x]ui  ^jroît  pour,  Baie  un  Polygone  égal  à  toutes 

jies  f  ^gs  m  SoU^e*  céguliet. 

i  A  Xf^&)^^  ^^^  autresrPôlyifdres  à  facetes  dont 

rirfé^Ia^^^  peut  vaàer.  à.Finfini,  il  eft  clair 

qu'on  aepeut.cj:ouver.dci;iéthode  abrégéépouc  ^. 
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les  réduire  au  Parallélipipéde.  Il  faut  nécefiai* 
Liv.  III.  rement  les  décompofer  en  parties ,  c  efl-à-dire , 
III.  Sbct,  çjj  Prifmes  &  en  Pyramides,  que  Ton  mefarera 
Chap^  m.  Yxj^nç  après  l'autre  pour  Éaire  un  total  de  tous 
ces  produits  partiaux.  Nous  n'avons  pas  trouve 
d  autre  moyen  de  mefurer  les  Polygones  irré- 
guliers de  plus  de  quatre  Côtés,  qu'en  les  par- 
j  ;    .tageant  en  Quadrilatères  &  en  Triangles^  Il  cft 

:    vrai  que  l'opération  èft  plus  facile  fur  une  Sur- 
face que  fur  un  Solide.  Auffi  n^  peut-on  fouvent 
découvrir  qu'à  peu  près  la  valeur  dfe  cette  der- 
nière efpéce  d'étendue ,  lorlqu  eHe  eft  irrégo- 
iere  à  un  certain  point. 
Fig.  95*'     La  Sphère  ne  nous  dx)nnera  pas  fJus  d*^mbar« 
jas  que  les  autres  Solides  réguliers.  Car  elle  eft 
^lle-mcme  une  Figure  régulière  à  facetes  infi- 
niment petites.  Le  total  de  là  Sphère  peut  donc 
être  comîdéré  comme  un  anias  de  Pyramides 
igales ,  .dont  chacume  a  pour  Balè  une  de  ces 
Faces  infiniment  petites  5  &  pour  Hauteur  le 
^9Ïon  de  la  Sphère*  Je  dis  le  Raïon  \  car  il  nen 
jcfï  pas  de  la  Sphère  comûie  des  autres  Polye- 
4res  réguliers  à  facetes ,  daïis  le/quels  la  diâé- 
rence  du  Raïon  droit  au  Raïon  oblique  eft  affir 
gnable  :  au  lieu  que  dans  la  Sphère  le  Raïon 
droit  ne  peut  différer  de  l'oblique  que  d'un  in- 
finiment petit  du  iècond  ordre. 

Il  n  eft  pas  poilîble  de  mefurer  une  de  ces  peti- 
tes Pyramides  en  particulier,  vu  l'infinie  petiteiïc 
de  la  Ba(e.  Il  faut  donc  dire  que  ^  jprifes  toutes 
cnfemble ,,  elles  font  égales  à  une  feule  Pyrami- 
de,  qui  îiuroit  pour  Bafe  toute  la  Surface  de  la 
Sphère,  &  le  Raton  pour  Hauteur^  qu  plutôt  » 


«« 
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\  un  (èul  Cône  dont  la  Hauteur  fcroît  le  RaïoA 
de  la  Sphère,  &  qui  auroit  pour  Baie  un  Cercle  Liv.  lil. 
quadruple  du  grand  Cercle,  Donc  pour  avoir  lâ  ^^'  ^BCrf . 
Solidité  dune  Sphère  il  faut  multiplier  là Surfa-  ^^^^/^^^ 
<:e  y  ou  le  quadruple  dt  fon  grand  Cercle ,  par  lé  .    . . 
tiers  de  (on  Raïon*  * 

Nous  avons  vu  que  la  Surface  de  là  Sphérè    ^^S'  ^^^ 
étoït  à  celle  du  Cylindre  circonfcrit  conune  1 
eft  à  3.  Il  eft  fîngulier  que  ces  deux  Figure^ 
confervent  le  même  Rapport  dans  leur  Sôlidjité; 
11  eft  aifé  de  le  prouver.  ■  '  ^* 

Le  Cylindre  eft  le  produit  de  (a  Bafe  (  égalé  Fig.  94^ 
au  grand  Cercle  de  la  Sphère  infcrite  )  par  fâ 
Hauteur ,  c'eft  -  à  -  dire ,,  par  le  Diamètre,  de  U 
Sphère.  D*un  autre  côté^  la  Sphère  eft  le  pro- 
"dtiit*  de  ùi  Surface ,  c'eft-à-dire ,  de  quatre  de  fes 
jgrands  Cercles  pat  le  .tiprs  de.  fon  Rai'ori ,  oij  èb 
qui  eft' la  même  chofè,  par  le  fixiéme  de  ifon 
DjâiTiétre.  '•'.■'' 

.  Réduifons  ce  dernier  produit.  Quatre  grânxfe 
Cercles  de  la  Sphère  multipliés  par  le  fraémfc 
du  Diamètre  égalent  deui  grands  Cercles  mul- 
tipliés par  le  tiers  du  Diamètre ,  ou  un  feul  grand 
Cercle  multiplié  par.,  les  deux  tiers  du  même 
Diamètre. 

AiriCiyja  Sphère  ayant  avec  le  Cylindre cir- 

confcpit  Un  Produifânt  coilimun,  Içavoir,  uh 

grand  Cercle  y  &  un  Produi&nt  inégal,  fçavoir, 

"aWcoçè  les  deux  tiers  du  Diamètre,  &  de  Taù- 

"tre,^ie*t>iamétre  entier,  ou  les  trois  tiers  du 

\piàmetfe,  ces  deux  Figures  font  entre  elles 

comiiié'^leurs  Pfoduifens  inégaux,  c*eft-à-dire, 

cotntnc  7  eft  à  -f  j  ou  comme  2  eft  à  z. 
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Nous  avons  vu  auflî  le  Rapport  de  la  Surface 
Liv.  III.  de  la  Sphère  au  Quarré  de  fon  Diamètre.  Il  eft 
ÎII.  Sbgt.  naturel  de  chercher  maintenant  le  Rapport  de 
Chap.  IIL  f^  Solidité  au  Cube  du  même  Diamètre. 
J^Z'  4*  y«      Obfervons  que  ce  Cube  pourroit  être  circonf 
,  ^,        .   {    crit  à  la  Sphère  i  &  que  ces  deux  Solides  auroiént 
(îx  Points  de  commun ,  c*efl:-à-dire ,  que  les  Cen- 
tres des  fix  Faces  du  Cube  fèroient  confondus 
y         avec  Cix  Points  de  la  Surface  de  la  Sphère. 

Cela  pofé ,  confidérôns  qqe  les  trois  Produi- 
fans  du  Qube  dont  il  s'agit ,  lont  trois  Diamètres 
jde  la  Sphère.  D  un  autre  cote ,  les  trois  Produi- 
ians.de  celle-ci  font,  i^  la  Circonférence  du 
'grand  Cercle»  z^*  Le  Diamètre.  (  ces  deuxpre- 
juiets  forment  la  Surface  }  5^.  Enfin  le  tiers  du 
X^îon,  où  le  fîxième  du  Diamètre. 

/  Et  comme  il  eft  égal  de  multiplier  la  Qrcoff- 
ïèrence  entière  du  granà  Cercle  par  le  fixième 
.du  Di^niètre ,  ou  le  Diamètre  entier  par  le  ûxié^ 
.nie  de  cette  Grconfèrence ,  nous  pouvons  dire 
qye  les  trois  Produifans  de  la  iSphère  font  deux 
I)iam êtres,  &  le  fixiénie  de  la  Qrconfércncc 
du  grand  Cerclé. 

En  comparant  les  Produi/ans  de  parc  &  d'au- 
tre ,  nous  voyons  que  les  deux  Soliaes  ont  deux 
Produifans  communs,  fçavoir,  deux  Diamètres 
&  deux  Diamètres.  Donc  la  Sphère  eft  àfbn 
Cube  circonfcrit  comme  les  Produij(àns  iné* 
gaux ,  c  eft-à-dire ,  comme  lé  iixième  de  la  Cir« 
conférence  de  fon  grand  Cercle,  eft  à  fonDia* 
mètre.  Or  ce  fixième  eft  un  peu  plus  dé  moitié 
du  Diamètre.  Donc  la  Solidité  de  la  5phcre  eft 
un  peu  plus  de  U  moitié  de  celle  du  Cube  Qr« 
con/crit. 
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La  Soliditade  la  Sphère  étaot  ainfî  trouvée, 

on  découvrira  aflez  aifément  celle  de  fes  par-  I-iv.  III. 

ties-  •  m*  Sbct. 

1  ^  Il  çft .  évident  que  mémifphére  ayant  la  ^^*^*  *^^- 
moitié  de Ja. Solidité  de  la  Sphère  entière,  ett 
igalé  à  un  feul  Cône,  dont  la  Hauteur  feroitle 
Haïon  <je  la  Sphère ,  &  dont  la  Ba(ê  ièroit  dou- 
ble du  grand  Cercle*       . 

.  2^  Un  Sefteur  de  Sphère  eft  un  compolë  de  Wg»  ^U 
Pyramides  égales ,  dont  les  Ba(ês  infiniment  pe« 
cires  compoient  la  Surface  de  la  Calote  (phérir 
<}ue  qui  termine  le  Seâeur ,  &  dont  la  Hauteur 
«ft  le  Raïon  de  la  Sphère.  Il  faut  donc  multiplier 
par  le  tiers  de  ce  Raïon  Tamas  de  toutes  ces  Ba- 
&S9  c  e(b^à-dite ,  la  Surface  fphérique  de  la  Ca* 
lote. 

J\\  On  trouvera  de  même  la  Solidité  de  la  Wg»  ^i« 
ote  ou  Segment  de  la  Sphère ,  fî  Ton  y  ajaute 
le  C^e  droit  néceflàire  pour  en  faire  un  Sec* 
teur.  Après  avoir  pris  la  Solidité  de  co  Seâeur» 
on  retranchera  du  total  la  Solidité  du  Cône 
ajouté.  Le  refte  fera  la  valeur  du  Segment.  Il 
faut  ôbferver  qu  on  n  avoît  aucun  beioin  de  ce 
Cône  fubiîdiaire  pour  avoir  la  Surface  du  Ség* 
menr ,  Se  jqu'il  eft  nécefTaire  pour  en  trouver  la 
Solidité. 

-  4^«  La-  Couronne  iphèrique  demande  un  peu  Fig*  s  h 
plus  de  difcution.  Si  nous  uippofbns  qu'elle  (bit 
terminée  d'un  côté  par  un^rand  Cercle  de  la 
^hére  ^  Se  qu'en  ajoutant  Te  Segment  qui  lui 
manque  de  l'autre  côté ,  on  en  nt  une  Hémif- 
phére ,  il  faudra  retrancher  de  la  Solidité  çpn- 
mie  de  rHémifphére ,  la  valeur  du  Segment 
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ajouté.  Le  refte  ktsL  ia  valeur  ide  la  Couronné 
Lw.  lU.  ibiide. 

•  tll.  Sbct.  Suppo/bns  maintenant  que  la  Couronne  (bit 
€hap»  m.  p  jjfg  ^^^^  lHémirphére ,  en^eça  du  grand  Cer- 
cle, &  qu'en  ajoutant  le  SegInen^qul  lui  man- 
que d^n  côté  )  le  total  ne  format  qu'un  Segment 
plus  grand',  il  faudroit. prendre  la  valeur  Si  Seg- 
ment total ,  &  retrancher  celle  dû  petit  Sèment 
ajouté.  Le  refte  ièra  la  valeur  de  la  Couronne. 
Suppolbns  enfin ,  que  le  grand  Cercle  de  la 
Sphère  (e  trouve  dans  la  Couronne  :  il  faodra 
:;ijouter  de  part  &  d'autre  les  deux  Segmensné* 
ceflàires  pour  achever  la  Sphère  :  enfuite  retran- 
cher de  la  Solidité  de  la  Sphère  entière  la  valeur 
des  deux  Segmens  ajoutés.  Lé  reftè  dofaneraU 
Valeur  de  la  Couronne. 

C'eft  ain(î  que  par  .des  mo7en$  plus  ou  moins 
fmples,  plus  ou  moins  compliques,  on  vient  ï 
bout  de  réduire  au  Parallélipipcde  droit  toutes 
les  autres  elpéces  de.  Polyèdres;  Il  fcroit.à.-fou- 
hiiter  qu'on  pût  réduire  au  Cubclé  Parallélipir 
péde  même ,  8c  par  une  iuiee  nécéflàire  >  tous  les 
autres  Solides*  Mais  la  Géométrie  élémentaire 
qui  découvre  fi  parfaitement  le. Quatre  égala 
tout  Reârangle  quelconque,  ne /peut  trouver 
que  par  des  approximations  &  par  des  opéra- 
tions un  peu  méchaiiiques  le  Cube  ég^  au  Pa« 
tallélipipcde  droit. 

'  Ce  Problème  revient  à  ce  qu'on  appelle  iâ 
Duplication  du  Cube ,  don^  la  recherche  a  fait 
le  défefpoir  des  anciens  &  des  modernes.  Car 
il  eft  évident  que ,  comme  il  cft  très-aifë  4e  faite 
Un  Quarté  double  d  un  autre»  00  feroic  aii^' 
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metit  un  Cube  double  d'un  fimple ,  fi  Ton  avoir  5 
trouvé  le  moyen  de  ttansformer  en  Cube  un  Lw.  IIL. 
Parallélipipéde  droit,  comme  on  transfocme le  Jp^-  Sect^ 
Redrangle  en  Quarré^  Çtup.  ly^ 
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CHAPITRE  IV. 

Camparaifin  de  la^  Surface  des  Polyèdres  avec 

kur  Solidités 

NOus.  avons  prou»K  dans  le  Livre  précé-  Vzg,i)€^ 
dent ,  que  les  Périmètres  des  Polygones 
n'étoient  pas  en  proportion  avec  les  eipaces 
contenus.  L  analogie  nous  conduit  à  penfer  que 
les  Surfaces  dont  les  Polyèdres  font  environnés  ,  , 
ne  font  pas  non  plus  en  proportion  avec  leiir 
Solidité.  Car  les  Surfaces  font  aux  Solides  ce 
que  les  Lignes  font  aux  Surfaces. 

Si  l'^on  coupe  un  Cube  par  la  moitié ,  chaque 
demi-Cube  eft  terminé  par  deux  Quarrés  ent 
tiers  &  par  quatre  demi-Qiiarrés ,  c'eftrà-dire, 
quatre  Quarrés  entiers.  Cependant  la  Surface 
du  Cube  entier  n&  confiftoir  qu'en  fix  Quarrésé 
Donc  le  demi-Cube  a  pWde  Surface  à  propor- 
ti€(n  de  fà  Solidité  >  que  le  Cube  entier. 

On  prouvera  de  même ,  que  le  demi»-Cube  a 
moins  de  Surface  à  proportion  que  le  quart  de 
Cube  :  le  quart  de  Cube,  moins  que  le  demi? 
quart ,  &  ainfi  à  Tinfitii.  D*oà  nous  devons  tirer 
cette  vérité  générale  trcs-imporrante  dans  la, 
PJiyfique  >  que  flns.up  Solide,  eji  petit ,  ^&  pinf  À 
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proportion  il  a  de  Surface*  Il  eft  inutile  d'appot"- 

Liv.  nr.   ter  d'autres  preuves  dune  vérité  fi  claire-,  mais 

III.  Sect*.  il  ne  le  fera  pas  de  comparer  les  diverfês  eipéces 

Chap.  IV.  jç  Polyèdres ,  pour  Içavoir  quek  font  ceux  qui 

renferment  plus  d'e(pace  (bus  une  moindre  lîi- 

perficie. 

I. 
rEs  Prilmes  inclinés  (ont  égaux  aux  PriCmes 
droits  de  même  Ba(ê  &  de  même  Hauteur-,  mais 
les  inclinés  ont  plus  de  Surface.  L'in(peâion 
Fîg.  «I.    feule  de  la  Figure  (yffit  pour  le  démontrer.  Gu: 
les  Ba(ès  dans  les  droits  &  dans  les  inclinés  font 
égales*,  mais  les  Faces  environnantes  inclinées 
fur  les  Baies  du  Pri(me ,  font  plus  grandes  que 
les  perpendiculaires.  Les  Pri(mes  doivent  être  à 
regard*  de  leur  (uper(icie ,  ce  que  les  Parallélo- 
Rg*  79  >   grammes  (ont  à  regard  de  leur  Périmètre.  Or 
^o-  fl  eft  manifefte  que  le  Périmètre  des  Parallélo- 

grammes inclinés  eft  plus  grand  que  celui  des 
Reâiangles  de  même  Ba(è  &  de  même  Hauteur. 
La  Surface  d'une  Pyramide  droite  eft  un  peu 
plus  de  la  moitié  de  la  Surface  du  Prifme  droit 
de  même  Ba(è  &  de  même  Hauteur.  Il  (èroit 
difficile  de  déterminer  le  rapport  jufte  de  la  Sut- 
face  de  la  Pyramide  inclinée^avec  celle  du  Pri(^ 
me  incliné',  parceque  Tinfînie  variabilité  de  lln- 
clinaifon  doit  varier  les  Rapports;  mais  il  eft 
àffez  clair  qu'une  Pyramide  inclinée  à  plus  de 
Surface ,  qu'une  Pyramide  droite  de  même  Ba(c 
&  de  même  Hauteur. 
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FIg.  8  j.    Xy  £  toH^  tes  Prijmes ,  te  triangutaire  efi  celui 
qui  fins  nne  égale  Surface  contient  moins  de  Se* 


\ 


La  Stéréométrie»  455: 

lidité;  &  le  Cylindre ,  celui  qui  en  contient  dor 
vantage.  ^ï^-  II^^ 

Nous  avons  prouvé  dans  le  Livre  précédent,  ^^-  ^^^S^ 
que  de  tous  les  Polygones ,  le  Triangle  eft  celui  ^^-^^  • 
qui  fous  le  même  Périmètre  contient  le  moins 
d'efpace-,  &  que  le  Cercle  eft  celui  qui  en  con- 
tient davantage.  D'où  nous  avons-conclu  qu'en 
fiippolant  les  Polygones  de  même  étendue ,  le 
Triangle  a  le  plus  grand  Périmètre',  &  le  Cercle, 
le  pfus  petit.  Cela  eft  fondé  fur  la  nature  des  An- 
gles ,  qui  renferment  d'autant  plus  d'efpace  qu'ils 
font  plus  obtus,  &  qui  en  renferment  d'autant 
moins  qu  ils  font  plus  aigus.  Or  les  Angles  du 
Triarngle  tiennent  beaucoup  de  Taigu.  Car  fî  Tonv 
fait  Tun  d'entre  eux  obtus >  ce  ne  peut  être 
qu'aux  dépens  des  deux  autres,  qu'on  aiguile 
tellement  y  qu'à  peine  vers  lextrémité  contien- 
nent-ils un  efpace  fênfible. 

Soient  donc  deux  Bafes  prifinatiques ,  l'une 
triangulaire  &  l'autre  quadcangulaire ,  dont  le 
Périmètre  foit  égal.  H  eft  certain  v  ainlS  qu'on- 
vient  de  le  dke,  que  le  premier  Polygôtsc  con- 
tiendra moins  d'elpaceque  le  fecond» 

Maintenant,  fî  par  le  mouvement  des  deux 
Bafes  élevées  à  la  même  Hauteur  ^  on  conftruit 
deux  Prifînes  droits  >il  en  réfuîteraque  lés  Faces- 
environnantes  des  deux  Prifiiies  formés  par  la 
répétition  des  Périmètres  des  Bafes ,  font  égalesv> 
&  que  la  Surface  entière  des  deux  Prifmes  feroit 
parfaitement  la  même ,  fî  la  Bafe  quadrangulaire 
n'étoit  pas  plus  grande  que  la^  triangulaire.  La-. 
Surface  du  Prifîîie  quadrangulaire  eft  donc  um 
peu  plus  grande  que  celle  du  triangulaire»  &. 
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cet  excédent  eft  la  différence  des  Bafes  ptifê 
Liv.  III.   deux  fois. 

XII.  Sbçt.  ^4ais  pendant  que  les  Faces  environnantes  des 
Chap.  IV.  prifmes  font  formées  par  la  répétition  du  Péri- 
mètre des  Bafes ,  leur  Solidité  eft  produite  par 
la  répétition  de  lefpace  que  ces  Bafes  renfer- 
ment. Cet  efpace  eft  plus  grand  dans  la  Bafe 
quadrangulaire  que  dans  la  triangulaire.  Il  y  a 
d'ailleurs  autant  de  Tranches  dans  un  Prifae 
que  dans  Taurre.  Par  tonfëquent ,  le  Prifme  qua- 
drangulaire aura  plus  de  Solidité  que  le  trian- 
gulaire 'y  &  cet  excédent  de  Solidité  fera  la  dif- 
férence des  (deux  Bafes  prife ,  non  pas  deux  fois, 
mais  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  Tranches  dans 
lesPrifines,  c'eft-à-dire,  une  infinité  de  fois. 
Ainfi  y  en  comparant  les  deux  Prifmes ,  le  qua- 
drangulaire ne  l'emporte  en  Surface  fur  l'autre 
que  de  très-peu  ;  au  lieu  qu'il  l'emporte  de  beau- 
coup par  la  Solidité, 

Retournons  maintenant  la  (ùppofition.  Soient 
les  deux  Bafes  prifmatiques  égales  du  côté  de 
.  Tefpace.  La  triangulaire  aura  un  Périmètre  plus 
grand  que  la  quadrangulaire.  Si  donc  on  élève 
ces  Bafes  à  la  même  Hauteur  pour  conftruire 
les  deux  Prifmes,  il  en  réfultera  i°,  que  les 
deux  Priflnes  auront  la  même  Solidité.  z°.  Que 
les  Faces  environnantes  formées  par  la  répéti- 
tion du  Périmètre  triangulaire  feront  plus  gran- 
des que  les  Faces  qui  feront  formées  par  une 
égale  répétition  d'un  Périmètre  quadrangulaire 
plus  petit.  Donc  toute  proportion  gardée ,  le 
Prifme  triangulaire  a  plus  de  Surface  8c  mouxs 
de  Solidité  que  le  quadrangulairiç.  Donc  parJ* 
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tneme  raifbn ,  celui-ci  a  plus  de  Surface  &  moins 

de  Solidité  que  le  pencagonal,  que  Texagonal;  Lit.  IIL 

&  ainfi  de  fuite  à  finfini-  Donc  de  tons  les  Prif  ï"-  ^^c*"* 

mes ,  le  Cylindre  eft  celui  qni ,  toute  proportion  ^?^*  *  v 

gardée  »  renfgrme  plus  de  Solidité  fous  une  moin^ 

dre  Surface. 

Ce  que  nous  venons  d'établir  par  rapport  aux 
Prifines ,  s'applique  de  foi-même  aux  Pyrami- 
des ,  fans  qu  il  foit  befoin  de  nouvelles  preuves! 
Ainfî,  de  toutes  les  Pyramides  ^  la  triangulaire 
eji  celle  qui ,  toute  proportion  gardée ,  contient 
moins  de  Solidité  fous  Une  plus  grande  Surface; 
^  le  Cône ,  plus  de  Solidité  fous  une  Surface  plus 
p€tite* 

nZVT  comparant  Us  Prifines  aux  Pyramides^  il 
eft  clair  quilny  a  point  de  proportion  entre  leur 
Surface  &  leur  Solidité;  c  eft -à- dire  ,  que  Ict 
Prifmes  ont  plus  de  Solidité  que  de  Surface  ^&les 
Pyramides  plus  de  Surface  que  de  Solidités 

Car  nous  avons  prouvé  i*.  que  la  Surface  d'un 
Prifine  droit  n  eft  pas  tout- à-fait  double  de  U 
Surface  d'une  Pyramide  droite  de  même  Bafe 
&  de  même  Hauteur.  Et  z*.  que  ce  Prifme  eft 
triple  de  \^  Pyramide  quant  à  la  Solidité ,  c'eft- 
à-dire ,  que  leur  Surface  n'étant  pas  tout-à-fait 
comme  1  à  j ,  leur  Solidité  eft  cependant  coni* 
me  3  à  I. 

f A  Sphère  devant  être  regardée  comme  un 
Cercle  Iblide ,  l'analogie  nous  conduit  à  penfêr , 
que  de  tous  les  Polyèdres ,  la  Sphère  eft  celui  qui 
renferme  pins  de  SoUditéfoHsun9  moindre  Surface.  ' 
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Pour  nous  en  convaincre',  coinpkïoàsAs^dsh 

Lxy.  IIï.  bord  avec  le  Cflindre  |e  plus  foliac  dp  tous  les 

ni.  Sbct.  Prifîncs.  Nous  avons  vu  que  le  Cylindf  e  circont 

Chap.  IV.  ^j.jj.  ^ jQ^j.  ^  jj^  Sphère  infcrite  comme  3  ert  à  2 , 

tant  du  côté  de  la  Surface  que  de  la  Solidité. 
Mais  fi  nous  coupons  ce  Cylindre  en  deux  par- 
ties égales  par  une  Tranche  parallèle  aux  Bafès, 
chaque  moitié  aura  une  Surface  égale  à  celle 
de  la  Sphère.  Car  la  Surface  courbe  de  ce  demî- 
Cylindre  eft  égale  à  deux  grands  Cercles  dç  îa 
Sphère,  auxquels  fi  Ton  Joint  Tes  Cercles  des  deux 
Bafes,  on  aura  quatre  grands  Cercles,  valeur  de 
la  Surface  de  la  Sphère. 

Mais  ce  demi-Cylindre  n'a  pas  la  Solidité  de 
Jia  Sphère*  Car  lès  Prdduifans  lot^t  i^.  un  grand 
Céf  cle.  1**  Le  Raïon  de  la  Sphère ,  ou  les  i  de 
iqn  Diamètre.  Les  Prôduifans  de  la  Sphère  font 
^;**.  un  grand  Cercle.  2^.  Les  ^  du  Diamètre. 
JDbric'  ces  Solides  'font  entre  eux  comme  t  eft 
à  j'^  p]x  y  comme  }  eft  ^  4.  Donc  la  Solidité  de  la 
^faiére  ïùrpalTe  d'un  qïiart  celle  du  demi-Cyliçi- 
/3rê  5  quoique  leuris  SJurfaces  foîent  égales. 

Si  l'on  vouloir  rendre  le  Cylindre  circonfcrît 
ïgal  k  la  Sphère  en  Solidité ,  il  faudroit  en  re- 
jrancl^er  le  tier§  par  une  Icârion  parallèle  à  la 
1Ba(e;,pui/que  le  Cylindre  eft  à  la  Spfiére  comme 
3  eft  à  2.  Mais  ce  Cylindre  aitifi  réduit  auroic 
plus  de  Surface  que  la  Sphère  ^  puiiqu'outrc  les 
deux  Cercles  des  Balèsj  on  aies  deux  tiers  de  Ja 
Surface  courbe  du  Q)4irtdre  circonfcrit,  qui 
Vaut  plus  de  deux  grands  Cercles  de  la  Sphère. 
.  Donc  tçut^  proportion  gardée ,  la  S f  hère  aplm  dç 
^SoUditi  &  moins  dç  Smfaçç  que  U  Cylindru    * 
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Comparons  maintenant  la  Sphère  à  celui  des 
Polyèdres  à  facetes qui  paroît  avoir  plus deSo-   Liv.  IIL 
lidité,  ceft-à-dire,  à  llcofaëdre régulier-,  &  ni.  Sbct. 
iiippoions  que  les  vingt  Faces  triangulaires  de  ^^^^*  ^^» 
celui-ci ,  prUes  eniemble ,  ibient  égales  à  la  Sur- 
face d'une  Sphère.  Je  dis  que  celle-ci  a  plus  de 
Solidité ,  &  je  le  prouve. 

Les  Produifàns  de  Tlcoiacdre  font  i^fa  Sur- 
face, z^.  Le  tiers  du  Raïon  droit  •,  &  les  Produi- 
fàns de  la  Sphère  font  i°.  fa  Surface.  2**.  Le  tiers 
de  fon  Raïon.  La  Surface  de  part  &  d'autre  eft 
fùppo/ëe  égale.  Par  conféquent ,  les  deux  Solides 
font  entre  eux  comme  leur  focond  Produifant, 
c*eft-à-dire ,  comme  le  Raïon  droit  de  ricolàèV 
dre  eft  au  Raïon  de  la  Sphère.  Or  le  Raïon  de  la 
Sphère  eft  plus  grand  que  le  Raïon  droit  de 
ricofaëdre.  Car  ces  deux  Raïons  ne  pourroient 
être  égaux  qu'en  fuppo(ant  que  ricofàëdre  pour* 
roît  être  circonlcrit  à  la  Spnére.  Mais  s'il  étoit 
circonforit  à  la  Sphère,  la  Surface  feroît  plus 
grande  que  celle  de  la  Sphère.  Donc  le  Raïon 
de  la  Sphère  eft  plus  grand  que  le  Raïon  droit 
de  ricoiaëdre.  Donc  la  Sphère  fous  une  égale 
Surface  l'emporte  en  Solidité. 

Rappelions-nous  un  principe  lumineux  dont 
nous  avons  fait  beaucoup  d'iuàge  par  rapport 
aux  Polygones.  Nous  avons  obfervé  que  plus  les 
Angles  étoient  aigus ,  &  moins  ils  renfermoient 
d'efpace  s  &  qu'au  contraire  ils  en  contenoient 
d'autant  plus  y  qu'ils  étoient  plus  obtus.  De-lè 
nous  avons  conclu  que  de  tous  les  Polygones,  le 
Triangle  étoit  celui  qui  renfermoit  le  moins 
d  eipace  relativement  à  la^grandeur  d|e  fon  Pér 
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rîmétre  ;  &  le  Cercle  au  contraire ,  celui  qui  enr 
Liv.  Iir.  contenoit  davantage ,  attendu  que  les  Angles 
"III.  Sbct,  jpnt  il  eft  enveloppé  dans  (à  Circonférence, 
€hap.  IV;  ^^^  infiniment  obtus. 

Il  en  eft  de  même  par  rapport  aux  Polyèdres* 
Plus  un  Angle  folide  eft  aigu,  &  mo&is  il  con- 
tient d  étendue  •,  &  n  en  contient  jamais  davan- 
tage, que  lorfqu'il  eft  extrêmement  obtus.  De- 
là vient  le  peu  de  Solidité  des  Pyramides  rela- 
tivement aux  Prifines  de  même  Bafe  &  de  même 
Hauteur.  De-là  la  Solidité  du  Cylindre  au-deffus 
des  autres  Prifmes ,  &  fur-tout  du  triangulaire. 
De-là  enfin  la  Solidité  de  la  Sphère  au-deflus  de 
tous  les  autres  Polyèdres.  Car  les  Angles  folides 
dont  la  Sphère  eft  environnée,  &  dont  tes  Som- 
mets forment  fa  Surface,  font  infiniment  obtus, 
c  eft-à-dire,  infiniment  priés  de  la  valeur  de  qua* 
tre  Angles-droits-plans. 

On  pourroit  peut-être  penler  que  le  Cylin- 
dre doit  être  dans  le  même  cas  à  rai/bn  de  (à 
Courbure  circulaire.  Mais  quoiqu'il  (bit  par  cette 
raifon  pliis  folide  que  les  autres  IhrifiTites  >  cepen- 
dant il  faut  obferver  que  fa  Surface  courbe  ne  fe 
joint  à  la  Surface  des  deiix  Ba(es  que  par  un  An- 
gle droit ,  fi  le  Cylindre  èft  droit ,  ou  par  des 
Angles  moitié  aigus,  moitié  obtus ,  s'il  eft  incli- 
né*, &  que  cette  Jonétion  fous  des  Angles  mé- 
diocres ne  lui  fait  gagfter  du  côté  de  la  Surface, 
qu'au  détriment  de  la  Solidité.  La  Sphère  n'a 
point  de  pareils  Angtes  •,  &  c'eft  ce  qui  la  rend 
le  plus  folide  de  tous  les  Polyèdres. 


,  ^Es  So%ii>B$:  semblables;  >      4?i; 

V 

QUATRIEME  SECTION. 

/'.  J&îF/  Solidts  femblabks, 

>TOus  avons  déjadéveloppé  dans  ce troifié- 
N-n?ie'tiyr6  Içs  Rappoits  que  plufieurs^ScP 
lides  çnt  lentre  eux^-Ueft enraet ûnpoiSbb c& 
r^akçr  un  peu  à  fond  quelque  point  de.ôéçii^" 
trie  iâns  comparer  les  Figures  les  unes  .au3^  W't 
tfesî  &  cette  compafai(cm  ;prpduit  néceflairç- 
ment  la  connoifTance  des  Rapports.  Il  s^agit  ici 
dg>'i§|ever  gu-deiTiiSrdçs  Rap^hs  particuliers  ^ 
& jd'établit  de$  réigjes  générales  qui  cqnyi^i^t^ 
à  tous  les  Polyèdres  quç  Xq^  voudra  ço£npai*eç% 
.  Lorfque  noiis  ayons  tra,içé,  4cs.Ç.appOii|fK|^n^j^ 
Is^VolygopGSy  npos  les  gyons  confidérés^'abçrjl 
Rivant  leur  Périmétre^j;  &jjgjA/ùite  içbn  jli  gfpg^ 
f^ïl^  renfermient*  L  or^içr  femblef  oit  d^ma^^^V 
^ue  nous  con(idé.ca(Uo»s  aufll  les,  Rapip^r^s  ^de^ 
JP^lyëdrés,  d'abord  qi^ant  à  la  Su^îfaçiç.;q^il|?S| 
environne,  ;&  enfpitÇ;qvianj  à  TétœdppKç^çr^ 
mée  dans  cette  Surfacç.j  vi  .j  ,,  ^  ,,  j  j  .^ 
.  '.,M^is  la  fuperfipiÇfd^s  SpUdesneft/p^^Jine 
n^ur^e  différentede  <3€|Ifj,q!!}e,nqusayoii3  cpi:^ 
^liîée  dans  1^  Uvîçe  ^éfré^çnt.  Leç,  pçj^éfjùiçi 
fçnt  couverts  d'un,^p}iaSrd^-;PgiXgqriçs  doqfjç 
^développement  dpnçrç  une  Figure  fupef^cielli^ 
4[]uelconque.  Et  l'on  pep^-ç^ercber  les'.ï^apfiçsiî? 
gui  fe  trouvent  enp-e  Jes jdivprs  ^Éyelçp^emqflf 
par  Jjès.  régies^  étabiHe,^;  4açfi  lç}Lîyre*ptecp|d^^^ 
5e<a.  m.  Nous;  Veavi%erops^^^ 
diç$  que  felgn  leur  Soliditéi 
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IV  SsCT 

ci^.  I.  :CHJl?1TKE  PïlJEMIER. 

^    Obfervatkns  giniri^Us  fur  le  Rapport 

JU^  Polyèdres. 

rOnte' Figure  eft  égale  au  produit  défis  Pr^ 
dkifims*  G  cft  un  prirtcipel  général  commun 
âint  Polygones  &  aux  Solide^.  Mais  les  Polygô- 
fies  nont  que  deux  Produifàns ,  &  les  Solides  en 
ont  trois,  ce  qui  donne^lieu  a  plus  de  çombi- 
nafifons.  -  '   *  -     ^  - 

*  Il  èft  clair  que  les  Splides  ont  trois  Prpduî- 
iins.  Ciir  pour  conftruire  un  Polyèdre,  il  faut 
cPkbofd  multiplier  Hane  Lijgne  pât  une  autre,  ce 
àui  dphhlé  une  Surface*,  &  enfûitepiulti^ier 
fecté  Surface  par  une  troifiéme  Ligné.  Mais  (bti^ 
Vent  on  réduit  à  deux  lés  trois  Produi/âns  duii 
VAfèâtti  fçavoir ,  à  la  Surface  qui  fert  de  Bafei 
&'àla  Ligne  de  Hauteur,  par  laquelle  laBafe 
èflf  multipliée.  Aloift  im  regarde  la  Bafe  côrnme 
titi  ^u|  Produisant ,  qtii  renfermé  la  Longueur 
&  la  Largeur  de  la  Figuré. 

€^ft  ainfi  que  nous  en  avons  ui2  jufqu'à  pré-- 
&xii\  Se  qu'on  en  doit  uier  pour  abréger ,  tou^ 
iti  ies  fois  <jtf  à  ne  s'agit  qu6  d^évahier  U  SoMcé 
d*uii  Pttlycdré.-LorF^ue  l'on  n*a  point  Vautre 
biit,  à  quoi  fëfviroiï^il  de  faire  attéhtîort  à  la 
valeur  pi^écife  des  deux  Dihiënfiôiîs  de  la  Bàfél 
hh  tt  aoeibin  ijue  de  ctwnokrê  rëftàce  ^*cflé 
tenfermie^  pour  lé  mùlti^r  par  la'  Lighe  de 
Hauteur.  Or  la  nijcme  i^ûantiç^  d'efpace  peut 
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&re  contenue  dans  des  Polygones  d'une  infinité 
de  formes  différentes ,  qui  font  toutes  égales  I-iv^  ni. 
pour  la  produûion  de  la  Solidité.   Ainfi ,  des  ^*  Sb«. 
qu'on  en  a  le  réfoltat ,  la  confidératîon  de  la  ^^^*  *• 
Longueut  &  de 'la  Largeur  particulière  de  la 
Figure  ne  feroit  que  diftraire  iàns  aucun  fruit. 

Mais  lorlqu  il  s'agit  de  trouver  le  Rapport 
des  Solides  entre  eux,  il  eft  fouvent  néceflâire 
de  comparer  les  trois  Produi(ans  de  l'un  aux 
trois  Produifans  de  l'autre.  Nous  allons  les  exa- 
miner fous  cette  double  vue ,  pour  en  recueillir 
les. Rapports  réfoltans.  Commençons  parles 
confîderet  comme  le  produit  de  deux  Produis 

-  On  voit  d'abord  que  detix  Polyëdres  qutlcm^ 
mes  font  phtre  eitx  en  Râifin  comftojee  de  la  Baji 
a  U  :àajîi  &  de  la  Hauteur  à  la  Hauteur.  • 

X^àï  comparant  la^Bafo  du  premier  à  la  Ba/è 
du  focond^  &  la  Hauteur  du  premier  à  la  Hau<* 
«ur  du  fecûiid,  on  à  deiixRaifons  quelconques,  '•  ' 
dont  les  Produifiuis  du  pteniièr  font  les  Ahtécé- 
dféhs^  îîfe  les  Produifans  'du  feçohd,  lesConfS- 
auens.  Or  lé  •  preihiot  ^tiîidè;  eft  égal  au  produit 
des  deux'Antecéden?-,  iÇc  le fecohd , au^;i?otli|ic 
des  deux  Conféquens,  pbnc|à  Raifon  demies 
•deui  PôIyMres  eft-conipôféé  dps  Ràifons  fini- 
bld>.dt^  la  Bal^  ï  lâ  Mfe,  i&r '<!(é Ta  Hauteur ib 
Haatoif.  ^;     .         •  :   . 

••   ïlF^ûiiôbîêrvcr que iâHàuttttt entière éftuh   ,      ., 
■Kodtefoif  dans  Icft-ifittèi  &  que  dans  la  Vf*"~   -  ' 
'rainîdfc  at'lè$  autres  Poïjr&drts  que  l'on  r^ddlt 
à  la  Pjrribide,  iéé.n'éft-^e  lif  jÈ(éfis  <ié  la  Hau- 
teur, Ctk  iquoi  ii  âUTitroif  jQtefitibn  lotiqu« 


■  i 


4^^  GcoiuTRiE  Metaprtsk^te. 
■^^^j^  l'on  compare  la  Solidité  du  Ptifine  à  celle  de  h 
Lit.  IIÏ.  Pyramide  i  car  s'il  ne  s'agillbit  que  de  comparer 
IV.  Sêj:t.  Pyramide  à  Pyramide,  u  ne {etoic  pas  nécelTaice 
CaAP.  I.  j-y  regarder  dé  fi  près,  étanr  évidenr  que  les 
Hauteurs  entières  des  Pyramides  font  en  même 
tiâilbn  que  leur  riers. 

Cela  pôle ,  it  fuit  du  principe  c^e  nous  venons 
ifétabbr  fîir  la  Raifon  cojnpofêe»  i°.auedeMx 
éotideY  quelconques. ,  dieiix-ParaHeUp^edej  ,  pdf 
"éxemplt,  ayant  dès  Bafes  égaltt,  font  entre  eux 
comme  leur  Hauteur  ;  ou -comme  leur  Bafe ,  s  ils 
ont  des  Hauteurs  éfales. 
tij.  s<4  '.  .Soient  deux  priîmes  ay4nt  chacun  une  Balë  de 
ï  S  Pieds  quartés.  Soit  a  Bafe  du  premier  mul- 
tipliée par  4  P^ieds.  de  Hauteuri,&  la  Baie  dufe- 
cohâ ,  par  i..  Il  élb  évitJent  que  le  premier ,  pro- 
"duifc  de  i'égalitc  par  te,  dpiiblé,  eft  dou^e  du 
,iccorid,  produit  ^  l'ég^ité  pàr'le'fimple.  /i* 

'^èiidi'U      ^    \ ...■,,  1    .  ■ .  ■ 

19g.  97.  Il  en  lèra  cle  mêmeû  la  Hauteur  ^ant  ^gale« 
'les  Baies  lânr;i3^u^...îjrandeut  diÔ'éiente»  pa^ 
«xçinple,  iz  5ç.6f  ^r  i^ eft ^idenrquç.  12x4. 
^ftd6vibIe'de:>fé^.ï#^*ï4::jV*Â    .,      , 

Jire'^frit  récfprewcs'.f^a  Bafe^&  à  2«  ffauteur 

xJM,^prs  iâs'"âeuk'^roauiraiis  du  premier  font 
Tes  Extrêmes  aune 'Proportion  géométrique, 
tJppt  les  Ptodi;iMâps [^LL  fécond  font  lesMoyens. 
#ij.  9I.  ';,rSôit  la, Baie  d'un, paralléiipipéde ,  8; iaHau- 
'.teiir ,  é  :  U.Bale  .«fun  autre" Parallélépipède ,,  11  i 
^^Jj  Hgureu^.ït  Si  l'on  compare  là  .Baie  du 
j]preif}i«"|  kîM^^'i^^*^*^"'^)  ^  enfuiw  la  Hau- 
"■'''""   ii^  -  ■  ■  -  ,  jpj^ 
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téur  éa  fécond  à  la  Hauteur  du  premier,  on 
aura8«ii::4«é,ceftTà-dire>iiX4=8x6,Donc  Liv-  ni. 
le  produit  des  Produifàns  de  chaque  Paralléli-  JX*  ^^"^* 
pipéde  étant  égal ,  les  deux  Paraliélipipédes  le  ^^^^*   • 
ibnc  auffi* 

i\  Lorfque  les  Bafes  de  deux  Polyèdres  fint  ' 

{proportionnelles  à  tcwr  Hauteur^  c'ef^'à->dire^ 
orique  la  Baie  du  premier  eft  à  la  Baie  du  iè- 
cond ,  comme  la  Hauteur  du  premier  eil  à  la 
Hauteur  du  kconày  les  Polyèdres  font  en  Âaifin 
dotiblée  de  leur  Bafe  &  de  leur  Hauteur.  Car  la 
RaiTon  compofée  de  deux  Raiibns  égaler  eft  une 
Raiibn  douolée. 

Ayant  deux  Priimes  dont  la  Baie  du  ptemiet  Fig*  9S)^ 
eft  i2>  &  la  Hauteur  tf  :  la  Baie  du  iècond ,  8 } 
&  la  Hauteur  9  4*  J'ai  la  Proportion  :  i2*8:  :6* 
4.  Les  deux  Raiibns  compoiàntes  étant  égales  ^ 
la  Râiibn  compoiee  72  à  }2  eft  doublée  \  8c  fort 
£^o/ànt  i-H  7  eft  un  nombre  quarré:,  dont  h 
Racine  eft  i-«-4vjExpoiànt  des  Raiibns  iîmples. 

Il  (bit  de-là  que  ces  deux  Prifines  font  entre 
eux  comme  les  ^Quarrés  de  leurs  liauteurs  ou  de 
leurs  Bafis. 

Car  les  deux  Raiibns  iimples  étant  égales ,  & 
par  coniéquent  grandeurs  égales  ^  peuvent  iç 
lubitituer  lune  à  Tautre >  iàns  changer  la PrO'^ 
portion.  Atnii  au  lieu  de    ~ 

12*  8  ::   é  •  4. 
Je  puis  dira:  i2«  8  ;:  12  •  8. 

Ou  bien:        6^  4;:    6  •  4. 

» 

Xi».  RjlUôn  coniipofie  de  la  première  Proportion 

G  g 
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É^,66        GEOMETaxE  Métaphysique. 
eft  7Z  à  ;  i.  Celle  de  laiêconde ,  144.  à  ^4:  celle 
Lit.  m.  de  latroifiéme,  z6  à  i6.  Or  72 «31::  144*64 
iv.  Sbct.  1:^6  •16.  Donc  les  deux  Priimes  font  conime 
€hap.  I.  |çg  Quarr^s  de  leur  Bafe  ou  de  leur  Hauteur. 

Ceci  néanmoins  mérite  quelque  explication. 
On  ne  (èra  point  furpris  d^entendre  parler  du 
Quarré  de  la  Hauteur  des  Prifines  ;  car  cette 
Hauteur  eft  une  Ligne  très-propre  à  devenir  une 
Racine  quarrée.  Mais  qu  eft-ce  que  le  Quarré 
d'une  Baie?  On  peut  multiplier  un  Polygone 
par  une  Ligne ,  &  le  produit  eft  un  Solide*  Xf  ais 
|>our  multiplier  un  Polygone  par  lui-même,  il 
taudroit  flippofêr  plus  de  trois  Dimenfîons  dans 
rétendue. 

Mais  ne  nous  effrayons  pas.  LoriqueTon  com- 
pare deux  Polygones  pour  jyger  de  leur  e^ace 
f  elpeâfcif ,  on  eft  obligé  de  les  partager  en  unités 
fiéiices  de  même  gr(mdeur^^ien  C^arr^s,  par 
exemple ,  d un  Pied ,  d'un  Pouce ,  &c.  &  ion 
compare  le  nombre  de  "cef  Carrés  contenus 
dans  un  des  Polygones  au  non^ré  de  Quacrés 
contenus  dans  Taûtre  j  par  exeipple  9 1 2  (^larrés 
à  8  Quarrés,  lefquels  font  ceniés  Gtabdeuss 
linéaires,  c'eft-à-dire,  rangés  lûr  une  /eule  Li- 
gne ,  quand  il  s'agit  d  en  fair$i  des  j^acines  de; 
Quarrés.  •    • 

Ain/î ,  lorsqu'on  dit  que  deux  Aâfines  /ba{ 
entre  eux  comme  les  Quar^^s  de  leurs  Bafès  1  z 
&  8 ,  on  entend  qu'ils  font  entre  eux  comme  le 
Quarré  compofé  de  144  petits  Quarâs  pareils 
aux  unités  fiâice;  d^$  Baies ,  %oit  èr  H9  $q§($ 
Quarré  compofé  de  ^4petitsC^àri:^*demm 
gr^deur*  •''"-'.- 
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Confîdérons  maintenant  les  Polyèdres  com- 


me formés  par  le  produit  de  trois  Produi/ânss.  Lxv.  III. 

&  voyons  çc  qui  doit  réiulter  de  leur  compa-   ^^*  Sbct. 

raifon.    .  ^  ^  C«^- '^ 

Nous  partirons  toujours  du  même  principe  > 
fçavoir,  que  deux  Polyèdres  font  entre  eux  com- 
me le  produit  de  leurs  trois  Produifans ,  c*eft-à- 
dire  j  en  Raifon  compofëe  de  la  Longueur  à  la 
Longueur ,  de  la  Largeur  à  la  Largeur  y  &  de  \% 
Profondeur  à  la  Profondeur.  Car  en  multipliant 
les  Antécédens  de  ces  trois  Raifons ,  on  a  le  pre» 
plier  Polyèdre-,  &  le  fécond,  en  multipliant  les 
Conféquens. 

D*ou  il  iuit  •  i*^.  que  deux  Polyèdres  qui  ont 
un  Produi&nt  commun,  font  entre  eux  comme 
le  produit  des  deux  autres*,  ou  comme  leurs 
Produi/àns  inégaux ,  s'ils  en  ont  deux  égaux. 

Soient  deux  Prifmes,  dont  le  premier  ait  4  Fîg.  97% 
de  Longueur ,  j  de  Largeur  &  4  de  Profon- 
deur  :  &  le  fécond,  3  de  Longueur,  z. de  Lar- 
geur &  4  de  Profondeur.  Ces  deui  PrifîneS 
n  ayant  de  commun  que  la  Profondeur  4 ,  font 
entre  eux  comme  le  produit  de  leurs  deux  pre- 
miers Produifans ,  c*eft-à-dire ,.  comme  1 1  eft  à 
6.  Car  le  produit  à^s  trois  Produifans  du  pre* 
mier  efl  48 ,  &  du  fécond,  24.  Or  48  «24:: 

Soient  .encore  deux  Prifines,  dont  le  premier  ^^g*  9^n 
ait  6  de  Longueur ,  3  de  Largeur  &  4  de  Pro- 
fondetirÇ  &  le  fécond,  6  dç  Longueur,  5  de 
Largeur  &  2  de  Profondeur.  Ces  deux  Prifmes 
ibnt  comme  leurs  Produifans  inégaux*,  c  eft-à- 
d^;:e  9  comme  4  efl  à  z*  C^t  le  produit  des  trois    , 

Gg  i) 


4^8        GïoMETRiE  Métaphysique. 
PrQduifans  du  premier  eft'yi",  &  dufccond, 

Liv,  III.    }6.  Or72*}é'::4*2. 

II.  Sbct.  ^o^  Lûrfque  Us  trois  Proiuifans  étun  Polyèdre 
-Chap.  IV»  yj^^  proportionnels  aux  trois  Prodmfans  J^tm  an- 
tre ,  les  deux  Polyèdres  font  entre  tux  en  Raifin 
triplée  deïetirs  Produijfkns  homologues.  Car  h 
Râifon  de  la  Longueur  de  Tun  à  la  Longueur 
de  Feutre ,  étant  égale  à  la  Raifon  de  la  Largeur 
à  la  Largeur,  &  de  la  Profondeur  à  la  Profon- 
deur, la  Raifon  compofée  de  ces  trois  Râlions 
fimpl^s  eft  une  Raifon  triplée^ 

D  où  il  luit  que  les  deux  Polyèdres  font  entre 
eux  comme  les  Cubes  de  leurs  Produijfans  homo- 
logues. Car  les  trois  Raifons  étant  trois  gran- 
deurs égales ,  peuvent  être  fiibffituées  les  unes 
aux  autres 'fans  aucun  changement  réel. 

Fi^  «oo.  Soit  un  Prifine  dont  la  Longueur  foît  6  y  h 
Largeur  5 ,  &  la  Profondeur  1 2.  Soit  un  autre 
Prifme  dont  k  Longueur  (bit  4,  la  Largeur  2, 
&  la  Profondeur  8  ,  il  efl:  évident  que  les  Pro- 
duifans  du  premier  font  proportionnels  auxPro- 
duifaiis  homologués  du  lècond.  Car 

&•  4:^   5»  2  ::  12  •  ?• 

On  peut  donc  iùbftituer  à  ces  trois  Raifons  éga- 
les, la  même  Raifon  arrangée  de  mêmeen  Pro- 
portion continuée»  &  dire  : 

6*  ^Z:  6*  J^.:1    6*4. 

ou  tien:       }•   2::   }«2:î    J  •  i*. 

.ou  bien:     12*   8  :^i2*  8  ::  12  •  8« 

La'Raifon  compofée  des  trois  dernières  fbrmu« 
les  feroif  une  Raifoo  de  Cube  à  Cube«  Or  cecce 
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Raifbn  ieroic  la  même  que  la  Raiibn  triplée  (k  ^— '^-*? 

la  formule  ordinaire.  Car  :  Ltv.  lir, 

IV.  Sbct. 

ii^*  ^4::  27  •  8  ::  1718  •  5ii*  chjl».  1* 

£>onc  rËxpofant  commun  )  -4*  i  eft  un  nombre 
cubique  >  produit  de  i  -1-  i  Expofànt  des  Raifons 
Amples,  multiplié  deux  fois  par  lui-même. 

Donc  Us  deux  Prifmês  font  entre  gnx  commt 
les  O^ts  de  leurs  Produifans  homologues. 

Lc&  Commençans  font  quelquefois  iurpris  8c 
même  embarafllès ,  lor(quUls  liient  dans  les  Elé*^ 
mens  de  Géométrie  que  les  Polyèdres  dont  les 
Produifans  homologues  font  proportionnels  ^ 
font  comme  ks  (Carrés  de  ces  mêmes  Produi- 
iâns^  &  d^dtres  fois,  qu'ils  Ibnt  comme  les  Cu- 
bes* Ils  ibupçonnènt  une  cotitradiâion  dans  c^ 
double  langage ,  &  ibnt  tentés  de  regarder  com* 
me  des  paraibgilmes  les  preuves  dont  on  appuf  ^ 
ces  deux  ailktlons. 

Il  y  aurèiii:  arf  effet  une  véritable  contradio 
(ion  ,  il  loÂ  diibk  des  mêmes  Pol}redres,  qu  ils 
font  comtiïe  les;  Quatrés  de  lei!»s  Hauteurs  » 
&  comm^  les  Cubes  de  ces  mêmes  HàuteOî^ 
Car  la  diffét^nce  de  ces  deux  Raifons  eft  énot^ 
me.  Mais'  il'  faut  avoir  grand  foin  de  diftinguer 
les  occafîons  oà  11  eft  à  propos  de  confidér^ 
les  Polyèdres  comïrie  s'ils  n'avoient  que  deux  ' 
Produifans  y  8c  'éelies  où  Fon  doit  conndérer  I^ 
trois  i^ârément  t2e  n'eft  que  dans  le  premier 
cas  que  Ton  dit ,  que  les  Polyèdres  font  cOmmp 
\ts  Quartés,  lorique  les  Hauteurs- font  propbt* 
cionneltes  aux  Bàiês  :  &  ce  n  eft  que  dans  le  (é* 
60|id«aS)  q^ôiei  Polyèdres  >  ddnc  -fes  trois  Pro* 

Ggii| 
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^uiiâns  (ont  proportionnek ,  (ont  comme  iesCiK 


Liv.  m.  bes.  A  quoi  il  faut  ajouce^our  achever  d*ocer 
IV.  Sbct.  toute  équivoque,  que  dans  les  premiers Polyc- 
CiiAP.  L  ^es,  les  Produiiàns  des  Bafès  ne  font  pas  propor- 
tionnels ,  quoique  les  Baies  foient  {^opoition- 
aielles  aux  Hauteurs^  &  que  dans  les  féconds ,  les 
Baies  ne  font  pas  proportionnelles  aux  Hauteui& 
Des  exemples  rendront  ceci  plus  fenlîble. 
I3g«  9^.  J'ai  deux  Solides,  dont  Tun  a  pour  BaT:  i2| 
&  6  pour  Hauteurs  &  Tautre  8  de  Bafo  &4de 
Hauteur.  Il  eft  aifê  de  voir  que  les  Bafesiont 
proportionnelles  aux  Hauteurs.  Car  j  i  •  8:  :  6*4. 
Donc  les  deux  Prifoies  confidérés  comme  le 
produit  de  deux  Prqduiiàns  font  entre  eux  en 
JKaifon  daublée^,  &  par  conlëquent  comme  les 
Quarrés  de  leurs  Produilàns  homologues. 
'  Mais  les  Produi&ns  des  Bafos  ne  font  pas  pro- 
portionnels entre  eux,  ni  avec  les  Hauteurs  des 
Prilmes.  Car  4/^ç^ngueur  du  premier ,  n  efl  psis 
à  4  Longueur  ciulecond ,  comlhe  }  Largeur  du 
ftremier  eft  k  1  Largeur  duiècond,nicomme 
fi  Hauteur  du  premier  eft  à  4  Hauteur  du  fe- 
PQQçL  Par  coniequent ,  les  deux  Prifoies  n  ajr^^ 
f9S  leurs  crois  Produllàns  liomolegues  propor-  ^ 
tionnels ,  ne  peuvent  Jamais  être  comme  les  Cu«  1 
•bes  de  ces  mêmes  Produifàns. 
Fftg.  xoo.  . .  Suppofons  maintenant  deux  Prifoies  dont  les 
iCroi^  Produilkns forent  proportionnels;  que  par 
lexemple ,  6  Longuette  du  premier  foit  à  4  Lon- 
-^eur  du  focond ,  comme  ;  Largeur  du  premier 
jç&k  1  Largeur  du  focond ,  &  comme  1 1  Hau- 
teur du  premier  eft  è^  Hauteur  du^focpnd.  Ces 
^euz  Priicpie^.  fim  en  Raifoa  kciplée,  A:  par 
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.  cbnfSquenc  comme  Içs  Cubes  de  leurs  Ptodui- 
fâns  homologues,  I-iv-  ni. 

Mais  fî  Ton  s'avilbit  de  les  coniidérer  comme  ^'  ^^^^» 
le  produit  de  deux  Produifans ,  c  eft-à-Kiîre ,  de  ^^^^  ^* 
la  Bafè  par  la  Hauteur,  les  deux  Produifans  du 
premier  ne  fêroient  pas  proportionnels  aux  deux 
Produifans  du  fécond.  Car  1 8  Bafè  du  premier 
n'efl  pas  à  i  Baie  du  fécond^  comme  11  Hait- 
reur  du  premier  èft  à  8  Hauteur  du  fécond»  Par 
confëquent,  ces  deux  Prifmes  confidérés  avec 
deux  Produifans ,  ne  peuvent  jamais  être  comr 
mé  les  Quarrés  de  ces  mêmes  Produifans- 

Il  ne  répugne  donc  en  aucune  forte  ^que  deux 
Polyèdres  fbient  entre  eux  comme  les  Quarrés 
de  leurs  Bafês  &  de  leurs  Hauteurs  v  &  que  deux 
autres  tout  diâérens  fbient  comme  les  Cubes 
de  leurs  Longueurs  >.  de  leurs  Largeurs  ,..&*  de 
leurs  Profondeurs^ 


Cg'vr 
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LiY   III. ■■ 

cU".n:  CHAPITRE   IL 

Rapport  des  Polyèdres  femblaile's^ 

DEux  Polyèdres  peuvent  être  parfaitement 
égaux  fans  être  (emblables  ,  une  Pyrami- 
de ,  par  exemple ,  &  une  Sphère;  Ils  peuvent 
aufii  être  parfaitement  femblables  fans  être 
égaux,  deux  Sphères,  par  exemple ,  d'inégale 
grandeur. 

Mais  la  reflemblancç  entre  les  Polyèdres  peut 
être  plus  ou  moins  parfaite.  Un  Cylindre ,  par 
exemple,  rèflfèmble  plus  à" un  Cylindre  quel- 
conque <ju*au  Prifine  triangulaire,  quoiqu'il ret 
/êmble  plus  à  celui-ci  qu  à  la  Pyramide.  Il  ne 
s'agit  ici  que  de  la  parfaite  réffèmblance* 

Après  Tidée  que  nous  en  avons  tracée  dans 
le  Livre  précédent,  nous  pouvons  nous  difpen- 
fèr  de  nous  étendre  fur  ce  (ujet.  Mais  comme 
les  Polyèdres  font  plus  compofés  que  les  Poly- 
gones, la  parfaite  nmilitude  desjpremîers  exige 
plus  de  conditions^  Il  eft  nçcefîaire  de  les  dé- 
tailler. 

1°.  Il  faut  que  les  deux-  Polyèdres  que  Ton 
compare  (oient  de  la  même  claflè ,  du  même 
genre,  de  la  même  çfpéce.  Un  Prifine  &  une 
Pyramide  ne  font  pas  des  Figures  femblables , 
non  plus  qu'un  Parallélipipéde  &  un  Cylindre  j^ 
ou  bien  un  Priftne  pentagonal  &  un  exagonal. 

1^  Il  faut  que  deux  Polyèdres  de  la  même 
c(péce  foient  droits ,  ou  que  tous  deux  aient  la 
même  inèlinai/bn% 


j 
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•  -j*.  Qu'ils  foient  terminés  par  le  même  nom* 
bre  de  Faces  v&  <îue  chaque  Face  de  Fun  (bit  Liv.  III. 
parfaitement  Semblable  à  la  Face  correfpondaQ'^  ^^*  ^*^.t" 
ie  de  l'autre.  Cha^.U. 

4^.  Que  les  deux  Polyèdres  aient  le  même 
nombre  d'Angles  folides  ^  &  que  chaque  Angle 
de  l'un  (bit  égal  à  TÀnçle  correspondant  de 
l'autre*,  c*eft*à-dire,  quu  foit  formé  par  le  mé« 
me  nombre  d'Angles-plans  dans  l'un  &  dans 
l'autre  Poljrcdre  ;  •&  que  chacun  de  ces  Angles^ 
plans  (bit  égal  à  l'Angîe-pIan  torrelpondant. 

5**.  Que  les  trois  Produifans  des  deux  Polyè- 
dres fbient  proportionnels,  c'eft-à-dire ,  qu'il 7 
ait  même  Railbn  de  la  Longueur  du  premier 
à  fk  Longueur  du  fécond,  de  la  Largeur  à  la 
Largeur,  de  la  Profondeur  à  la  Profondeur. 

6  .  Enfin,  que  toutes  les  Ugnes fêmblable- 
ment  tirées  dans  les  deux  Polyèdres  foient  pro- 
portionnelles aux  Lignes  qui  expriment  les 
Produiiàns.  Car  il  eft  évident  que  la  fîmihtude. 

{>arfaite  dépend  de  Teitaâe  Proportion  fcrupu- 
eufement  oblêrvée  dans  les  plus  petites  parties 
des  Figures.  Il  eft  inutile  de  démontrer  au  long 
que  dans  les  Figures  (èmblables  les  Produifans 
homologues  &  les  Lignes  femblablement  tirées 
fbrit  en  Proportion.  Il  faudroit  autant  prouver  . 
que  les  Figures  femblables  doivent  (è  reuembler. 
On  a  vu  dans  le  Livre  précédent ,  que  les  Po- 
lygones réguhers  font  femblables  à  tous  ceux 
de  leur  claue.  La  raifon  en  'eft  fenfible  :  ce$  Po- 
lygones font  tellement  uniformes  au%in  fèul 
Côté  &  un  ibul  Angle  déterminent  leqr  conP 
truâion  ^  fans  qu'elle  puifle  varier.  Ayant  deux 


Î^  GiçMBTiçis  Metaphtsiqûx. 
Ignés  inégales»  fi  j'eii  veus  faire  deinc  Trîafigles 
i^T.  III^  ^q^i^térauX)  les  Cotés  qui  Âiivront  âàn$  cha^ 
.V.'  P.^M*  que  TriangJe /èront  égaû^  à  cehii  qu'on  jf  pris 
^ÇfiAP.  Ih  pQur  nibdcie;^  &  les  Angles  feront  néçeffaire- 
ment  dans  Tun  &  ds;ns  Kautre  Trilangfe ,  cha- 
çpn  cle  60  Degrés,  Par  çonfë^uetit  >  le  même 
Rapport  qui  étoit  entre  les  c^euf  prç'tnieres  U* 
gnqs  fe.coùiervera  entre  les  Côtés  fûbfëqueiis. 
.  Par  Ja  fnême  rai^n,  tôifs  le^Polyëdres.  régu- 
liers font  iemblahlçs  à  ceux  de  I^uif  ckiâè  :  les 
Tét|apdres  aux  Tétraèdres?  {es  Exaëdr^aùx 
E^çâëdres  -,  les  Oâaedres  aux Oétacdres' jle^  Do- 
4^ëdres  aux  Dodécaèdres^  les  Icofkëdfes  ailr 
|coiaë4res',  enfin  Içs  Sphères  aux  Sphères*  Tous 
^eurs  i^ngles  font  le^  mêmes  )  &  les  Raïoni  A)li* 
ques  fonit:  égaux  dans  chaque  Figtiré  >  auffi-bién 
^i)t0  les  Râlons  drqits* 

..  Si  je  veux  conftruire  deu*  Tétraèdres  régu- 
liers avec  deux  Lignes  de  grandeur  inégale  >  je 
^s  d'abord  deux  Triangles  éqtiilatéraux  :  en- 
foite  ]ç  joins  à  chacun  d'eux  trois  autres  Trian- 

{{les  de  même  grandeur  que  le  prenuer.  Voilà 
es  deux  Tétraèdres  conftruits  v  &  chacun  d  eux 
-   ïcta  tellement  déterminé  dans  (à  formé ,  qu'il 
(èroit  impoffible  de  lui  en  donner  une  autre. 

Ce  même,  ayant  deux  Lignes  différentes 
priies  pour  Raïons  de  deux  Sphères ,  ces  deux 
Polyèdres  feront  tellement  décidés  àctre d'une 
certaine  façon ,  que  chaque  Sphère  rie  peut  être 
ni  plus  grande  ni  plus  petite.  Donc  toutes  les 
"Sphères  font  des  Figures  fèmblables. 
:  En  général ,  ces  Figures  ont  cela  de  commo* 
de  j  que  leur  ièule  régularité  fii£t  fans  autre 
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examen  ,  pour  juger  qu'eUes  ont  toutes  les  cori- 
ditions  requifes  pour  être  (èmMâbies  à  ceHes  Liv.  îlf- 
de  leur  efpéîôe.  -Mais  on  fçâir  qu'il  y  a  moins  de  ^^v  ^"^' 
Rgures  régulières  parmi  les  Solides  que  parmi  ^"f ^^*  **• 
les  Polygones.  Cependant  la  plus  grande  irré- 
gularité neft  pas  un  obftacle  à  la  plus  parfaite 
feflemblancev  parce  que  deux  Polyèdres ,  quel- 
ques irrégiiîer»  ^*i»  fôîênt ,  peùreht  rdûMr 
toutes  les  conditî6ns  Ipécifià^  èi-dèlfîte. 

Nous"  àvofis  entoré  vu  tfcns*  le  Livre  précé- 
dènr/  que  les^  Polygones  Iciiablables  pôûvoîent 
êttèlëôiiïîdéréfe,  ob'féfon  leur  PétiAfiétife ,  ou  fe* 
làn¥éfp^étùhtétiu\  éc  ^  ccrte  doublé  eoii-- 
fidèrMôn  fbrmoit  entre  eui  dès  Rappotts  cHf- 
fti'ertS.  Notis  avons  prouvé  que  fous  la  première 
▼Ôè  '  m  '  étaient  conmic  le^'  Côtés  homblogiîeà 
dé'lèursrPérihiétrès ,  ou  comme  les  Lignes  fem- 
blablement  tirées  dans  leur  capacité  :  &  que 
cônfîdéifès'lî)Usleftcopdp6fctdevde,îlsétoîént; 
eônrAne  les^  Qùafrés  de  ces  mêmes  Côtés  homo-  , 
tegïic^  ou  de  ces  raémes  Ligîties  femblablement 
tirées.  --  ' 

L'àrialogîe   nous  fait  décoirvrir  ce  double 

fioint  de  vt!e  dans  les  Solides  /ëmblablés.  Cat 
es  Surfaces  dont  ils  font  envitopnés  font  à  leur 
égard  ce  qu  eft  le  Périmètre  à  Fégard  des  Poly- 
gones. On  peut  donc  confidérer  les  Polyèdres 
iemblables  bu  felon  les  Surfaces  environnantes» 
ou  félon  Te/pace  qu  elles  renferment. 

Sous  le  premier  aipeft.,  les  Polyèdres  fom- 
blables  font  entre  eux^  comme  les  Surfaces  en- 
vironnantes homologues.  Or  ces  Faces  font  en«^ 
-tre  elles  comme  les  Quartés  de  leurs  Côtéy 
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homologues.  De  plus,  le  développement  de  cci 
Lit.  Ht.  Surfaces,  donne  des  Figures  planes  (ëmblables» 
IV.  Sbct.  qui  font  entre  eUes^  comme  les  Qugrrés  de  leurs 
Chap.  II.  périmctres,.  ou  des.  parties  correspondantes  de 
leurs  Périmètres.  Ainfi ,  à  cet  égard  la  fimilitudc 
des  Polyèdres  ne  diflére  en  rien  de  la  fimilitudc 
des  Polygones  i  &  comme  nous  avons  ample- 
ment traité  de  ce]le*ci  dans  le  Livre  précédent» 
il  feroit  fort  inutile  dy  revenir*- 

Il  ne  nous  refte  donc  plus  qu'à  confidéret  les 
polyèdres  ièmblables  fous  le  lêcondaipeâ,.c'efi> 
^-dire ,  ièloa  lelpaçe  contenu  dans  cette  elpéce 
de  Boëte  formée  par  les  Surfaces  environnantes» 
Qt  Tanalogie  nous  condiiit  à  pen(èr  >  que  les 
Polygones  femblables  étant  entre  eux  conune 
Ie$  (Carrés  de  leurs  Produifàns- hoipologues» 
tes  Polyèdres  femblables  doivent  être  comme  Us. 
Cnbes* 
>ig#  loo.  .  Car  les  Pjroduilàn&  de  deux  Polyèdres /èm^ 
blables  étant  proportionnels ,  il  y  a  même  Rai« 
fbn  de  la  Longueur  à  la  Longueur ,  de  IsiLar* 
geùr  à  la  Largeur,  &  de  la  Profondeur  à  la. 
Profondeur..  Or  une  Rai(bnxompofëe  de  trois 
Raifons*  égales^,,  eft  une  Rai(bn.  triplée^  &  pat 
çpnféquent  les  produits  font  entre  eux  comme 
Tes  Ciibes  des  termes  d  une  des  Raifons  fimples*. 
De  plus ,  les  Lignes  fèmblablemenc  tirées  dans 
les  Polyèdres  femblables,  font  proportionnelles 
aux  Produifans.  Donc  les  Polyèdres  fembUblcs. 
font  entre  eux  comme  Us  Cubes  de  leurs  ProddU^ 
fkns  homologues  &  de  Uiurs  antres  Lignes  fem^ 
blabUment  tirées. 
U  faut  remarquer  que  la  Converfè  de  cette 
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Conclufionne  feroit  pas  véritable.  Car  on  peqt 
imaginer  des  Polyèdres,' qui,  fans  être  fembla-  Lir;  ni, 
blés ,  feroient  néanmoins  entre  eux  comme  les  ^^*  ^^^* 
tubefs  deMeurs  Produifans  homologues.  Suppo-  ^'^'^  ^' 
ions ,  par  exemple,  deu» Parallélipîpédes ,  1  un 
droit  &  lautre  incliné ,  dont  les  Ba(es  /oient  des 
Parallélogrammes  iemblables.  Les  deux  pre» 
miers  Produifans  de  l'un  (broient  déjà  par4bn* 
iSquent  proportionnels  aux  deux  Produifans  de 
rautre.*Suppofbns  encore  Cpselcs  Hauteurs  de  ces 
deux  Polyèdres  fbient  auffi  en  Proportion  aveC 
les  Longueurs  &  les  Largeurs  des  Bafès  :  il  eft 
évident  Que  ces  deux  Pârallélipipédes ,  <]ui  ne 
ibnt  *ilullement  des  Figures  fen^blables ,  font 
néanmoins  entre  eux  comme  les  Cubes  de  leurs 
Produifans  homologues.  Ceft'  que  b  Propor- 
tion des  Produifans  *,  nécefTaire  à  la  fîmilitude 
des  Figures ,  ri'eft  pas  la  fêttle  condition  qui  foit 
dflfèntidle.  Elle  peut  donc  appartenir  à  des  Po« 
lyëdres  nullement  fèmblables ,  qui  n  auroient 

Eas  les -autres  <^onditions  requifès  pour  la  fîmi« 
tùde  parfaite. 

(  ^  )  La  différence  de  Solidité  qui  fè  trouve 
entre  deux  Polyèdres  îjui  fcroient  entré  eux 
comme  les'  Cubes  de  leurs  Produifans  homolo- 
gués eft  fî  confidérafele-,  qu  elle  étonne  Timagi* 
nation.  Jl  eft  par  conféquent  à  propos  de  fè  la 
rendre  familière,  pour  éviter  les  méprifes  oi| 
Ton  pourroit  aifément  tomber. 

(  a  )  Ce  aai  fuit  |iifqtt*à  la  fin,  eft  tiré  prefque  mot  àmoc 
cleTAbréfie  de$  Elémens  de  Géométrie  de  M^  Rivard  ce* 
lébre  ProfeOeur  de  PhUofbphk  dstos  lljiûrcriité  de  Parif « 
yoycz  pag.  J.I1.  &  fiuy. 
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Q{jand  il  s*agic  des  Surfaces  fèmblables ,  un 

Ltv.  IIL    produîfânt  double ,  triple ,  &c.  donne  ufie  Sur- 

II.  Sbct.   f^ce  quadruple ,  noaécuple ,  .&c.  parceque  les 

Chap.  II.  gurf^ces  Cq^  enti:e  elles  comme  las  Quarrés. 

Mj^is  les  Ppljrëdres  (pip^iblables  étant  comme  les 

Cubçs  )  un  Prodyiiànt  double ,  donne  un  Solide 

b^\^  fois  plus  frand  :  un  Produifant  triple ,  don- 

j}^fki  Soude  27  fois  plus  gr^nd  :  un  Produisant 

quadruple  donne  un  Solide  64  Cois  plus  grand; 

&  ainfi  de  ÇuitQ  ^  {j^fi  Tordre  des  Cubes  numé- 

r^re?# 

-  Les  Cubes  ^  par  e^^einple  >  font  des  Polyèdres 
.fsrtji^sî^leSf  Je  cooip^M^e  dojpic  un  Pied  Se  un 
Pq\xcç  clique,  &  |ç  yejus  fçavoir  de  combien 
l^  premier  eft  plus  grfind  que  le  iêcond.  Pour 
£fil^^  jobTery^  qu^  le  Pied  courant  contenant 
Il  Ppiices,  1^  Racine  du  Pied  eubique  eft  i^ 
jFois  plus  grande  q^^  Q^le  du  Pouce  cubique. 
P  pâ  i^  .CO(^4m$  .Wt  h  Ped  cubique  eft  au  Poqce 
jpd;^iqijç  qofjw^ç  le  Cubiç  de  i  z  eft  au  Cube  de  u 
Dr  le  Cub$  de  x^  eft  17^.^  9  ^  le  Cube  de  i  eft 
I,  Donc  le  Pied  cubique  eft  172$  fois  plus  gr^d 
ique  Iç  Pouce  ci^iq^e* 

Les  Sphères  ionr  auflî  des  Figures  Semblables» 
JEllçs  foiit  dpnc  ,entre  elles  comme  les  Cubes  de 
li^urs  "^aiqns  pu  4^  {euts  Piamétres.  Suppolànt 
donc  quç  h  î)ia«nitre  du  Sgleil  eft  è  ^ceW  de 
y  jçfXj^  ^QiWpe  jQp  iJt  è  I  ;  quelqu'un  qui 
parleroit  fans  dhfW»  QW  ^n^  moit  pas 
jGéométre ,  en  concluroit  tout  d'un  coup  que 
le  Soleil  eft  x  00  fois  plus  gros  que  la  Terre.  Mais 
ce  feroit  Un  fujrieux  mécompte.  Car  le  Cube  de 
«ft  un  luiUÎQn  j  &  le  Cupe  de  î  eft  i«  Dox^ 
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le  Soleil  eft  4in  million  de  fois  plus  gros  que  la 
Terre. 

Remarquons  encore  que  dans  la  comparailbn 
de  deux  Sphères  il  7  a  une  prodigieuie  diffé- 
rence entre  le  Rapport  des  Circonférences  de 
leurs  grands  Cercles ,  celui  de  leurs  Surfaces  » 
&  celui  de  leur  Solidité.  Car  r^  les  Qcconfé* 
rences  des  grande  Cercles  (ont  comme  les  Dia- 
mètres. 2^  Les  Surfaces,  comme  les  Quarrés 
des  Diamètres.  3^.  Leur  Solidité  9  comme  les 
Cubes  de  ces  mêmes  Diamètres. 

Pour  juger  fenfîblement  de  cette  différence, 
comparons  le  Diamètre  100  du  Soleil  au  Dia- 
mètre I  de  la  Terre ,  on  verra  que  la  Surface 
du  Spleil  eft  k  celle  de  la  Terre  comme  loooo 
Quarré  de  100 ,  eft  à  i  Quarré  de  i  s  &  que  la 
Solidité  du  Soleil  eft  à  celle  de  la  Terre ,  cdmme 
un  million.  Cube  de  100,  eft  à  i  Cube  de  u 
La  différehce  de  ces  deux  Raifons  eft  énorme 
comme  Ton  voit.  Or  tous  les  Solides  fèmblables 
(ont  dans  le  même  cas;  puifque  leur  Surface 
étant  comme  les  Quarrés  de  leurs  Produifans 
homologues ,  leur  Solidité  eft  comme  les  Cubes 
de  ces  mêmes  Produifans. 

D'où  il  faut  tirer  cette  conclufion  très -im- 
portante :  (çaiiibir ,  que  de  -deux  Pêfycdres  fem^ 
blables ,  le  Gros ,  toute  Proportion  gardée ,  a  teaU' 
$otip  moins  de  Surface  que  le  Petit. 


Liv.  m. 

IV.  SBCr. 
Qexap.il 


Fin  eu  troijtem  <^  dçrni$r  Livr$. 
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